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摘要: 分析了三轴六自由度振动系统的加速度特征，建立了振动台试件上任一点的加速度特征表达式，通过引入台

体绝对刚性假设，推导得到了输入转换矩阵的表达式。分析了六自由度振动系统运动所需的六个合力与激振器实

际所需施加激振力之间的关系，并给出了输出转换矩阵的推导过程。给出三轴六自由度随机振动试验控制方法的

一般原理与步骤，包括驱动信号生成以及响应信号均衡等。讨论了两种常见的八激振器配置方案以及传感器的布

置方式。为验证本文的理论和算法，给出了一个三轴六自由度随机振动控制仿真算例。
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1 概 述

三轴六自由度随机振动试验是一种先进的振动

环境试验方式。不同于传统的方阵或者长方阵振动

控制试验，三轴六自由度随机振动试验可以同时实

现沿正交轴向的三个线振动以及绕三个正交轴向转

动的角振动环境。

三轴六自由度随机振动试验属于多输入多输出

随机振动试验，需要使用基本的多输入多输出振动

控制理论。考虑到几乎没有可用于宽频带的角加速

度传感器，因此，目前角加速度的测量是利用线加速

度测量结果通过输入变换矩阵转换而来。三轴六自

由度随机振动试验需要使用三轴六自由度振动台系

统来实现。图 1展示了美国 Hill空军基地的电动式

和美国 TEAM公司的电液式这两种三轴六自由度

振动台系统［1‑2］。

三轴六自由度随机振动试验控制结果关键在于

三轴六自由度振动台系统本身的性能和振动控制技

术的优劣。良好的振动台系统具有足够宽的工作频

带，并且在各个自由度上能够实现完全解耦。一般

来说，电动式振动台具有较宽的工作频带，但其推力

较小；电液式振动台工作频带较窄，但其推力较大，

能 够 满 足 大 型 车 辆 、房 屋 地 震 等 工 程 振 动 试 验

需求［3］。

三轴六自由度的随机振动控制技术是在传统的

多输入多输出随机振动控制技术的基础上对信号进

行输入输出转换。输入输出概念是针对数据采集与

发送测试系统而言，输入信号即为采集至测试系统

输入板卡模块的加速度测量信号，输出信号即为从

测试系统中输出板卡模块输出的驱动电压信号。因

此，输入信号变换即将采集得到的线加速度响应变

换为六个自由度上的振动响应；输出信号变换即将

六个自由度上的驱动力变换为实际激振器所需要的

驱动信号。Norman等［4］讨论了输入信号变换方法，

并指出至少需要 3个三轴向加速度传感器，并且它

们不能布置在同一条直线上。Russe11等［5］研究了

四种六自由度激振器配置方式，并给出了输入输出

图 1 三轴六自由度振动台系统

Fig. 1 6-DOF vibration shaker system
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转换控制方式和传统方阵控制方式分别适用的

情形。

严侠等［6］对三轴六自由度液压振动台随机振动

控制进行了分析与仿真，其自谱控制结果均在预设

的±3 dB容差限内。韩伟等［7］针对三轴六自由度闭

环虚拟随机振动试验系统进行了建模与仿真，仿真

结果表明所建立的模型准确，可对实物试验前的随

机振动试验控制方案进行优化。然而，这两种仿真

分析均未考虑互谱的影响。理论上，三轴六自由度

随机振动控制试验需要同时控制六个自谱，即三个

线加速度功率谱和三个角加速度功率谱，以及 30个
互功率谱。这 30个互谱的控制可以转化为对 15个
相位差和 15个相干系数的控制，因为互谱可以用自

谱、相干系数和相位差表示。

在控制算法方面，现有国外控制器中的控制算

法是封闭的，用户只能按照步骤通过输入一些必要

参数来完成三轴六自由度振动控制试验。同时，三

轴六自由度振动台系统构造较为复杂，并且价格昂

贵。因此，本文旨在从理论上对三轴六自由度振动

控制的基本原理与核心算法进行研究，进一步阐明

其控制算法与实现原理。本文首先推导了输入输出

转换矩阵，然后给出了三轴六自由度随机振动控制

方法的一般步骤。紧接着，讨论了两种振动台系统

的激振器配置方式以及一些传感器的布置方式。第

6节给出了一个三轴六自由度振动控制仿真算例。

2 输入转换矩阵

首先分析六自由度振动系统的加速度特征，建

立采集的线振动加速度与六自由度振动加速度之间

的关系，最后通过合理的简化假设得到输入转换矩

阵的一般表达式。

考虑如图 2所示的振动系统，其中固定参考系连

接大地，动系连接振动台并随着时间发生运动。设

点 P为结构上任意一点，点 P′为结构发生弹性变形后

点 P的位置。点P的绝对位移矢量可以表示为：

u p= ub+ rp （1）
式中 up为点 P的绝对运动位移矢量，ub为动系的

运动位移矢量，rp为点 P在动系中的运动位移矢量。

三者可以表示为：

u p= q0 ūp， ub= q0 ūb， rp= qr̄p （2）
式中 “-”表示矢量在坐标系里的向量表示，q0和 q

分别为惯性系和动系的基坐标矩阵。这里需要注意

的是，动系的基坐标矩阵 q 是时间的函数。两个坐

标系基向量矩阵通过欧拉旋转角矩阵表示为如下

关系：

q= q0Q （3）
式中 Q为欧拉旋转角矩阵。

对点 P的绝对位移求一次导数可以得到绝对速

度，表示为：

u̇ p= u̇b+ ṙp+ ω× rp （4）
式中 “·”表示对矢量关于时间求导数。ω为动系

的角速度矢量。

再对速度求一次导数，则点 P的绝对加速度可

以表示为：

ü p= üb+ r̈p+ 2ω× ṙp+ α× rp+ ω× (ω× rp)
（5）

式中 α为动系的角加速度矢量，ü p 为点 P的绝对

加速度，üb 为动系的线加速度，r̈p 为相对加速度，

2ω× ṙp 为科氏加速度，α× rp 为切向加速度，ω×

(ω× rp)为法向加速度。

对于六自由度振动控制，传感器一般布置在振

动台体上，控制台体的六个刚体自由度。因此，若传

感器布置在台面上，且假设台面为绝对刚性，则有：

ü p= üb+ α× rp+ ω× (ω× rp) （6）

考虑到大多数随机振动试验中，结构的法向角

速度相对很小以至于可以忽略，因此，公式（6）可以

进一步简化为：

ü p= üb+ α× rp （7）
将式（2）和（3）代入式（7）中，则有：

q0 ǖp= q0 ǖb+ (q0Qᾱ)× (q0Qr̄p) （8）

考虑到振动试验中台体的转角很小（通常小于

5°），即：

Q≈ I （9）
因此，将式（8）中的矢量用矩阵形式表示，并用 a表

示加速度，点 P的绝对加速度可以写为：

āp= āb- [ r̄p ]×ᾱ （10）

其中，

[ r̄p ]×=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0 - r̄pz r̄py
r̄pz 0 - r̄px
- r̄py r̄px 0

（11）图 2 六自由度振动系统加速度分析

Fig. 2 Acceleration analysis for 6-DOF vibration system
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若在振动台上布置 n个三轴向传感器，并将式

（10）整理后有：

ā=
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ᾱ 6× 1

≜ T 1A

（12）
式中 ex，ey和 ez分别为坐标系三个轴向上的单位向

量。根据上式，有：

A 6× 1 = (T input) 6× 3n ā3n× 1 （13）

式中 输入转换矩阵定义为：

T input = pinv (T 1)= (T T
1 T 1)-1T T

1 （14）

式中 pinv（··）表示对矩阵取伪逆。上标‘T’表示对

矩阵取转置。

3 输出转换矩阵

本节分析六自由度振动系统运动所需的六个合

力与激振器实际所需施加激振力之间的关系，并推

导得到输出转换矩阵的一般表达式。

图 3给出了振动台系统受到 m个激振器作用的

示意图，其中坐标系原点位于振动台的质心处。施

加在振动台体质心上的合力 F1可以表示为：

F 1 = [ υ1 υ2 ⋯ υm ]
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⋮
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（15）

式中 υ表示单位方向矢量，f为激振器施加在振动

台上的力。

施加振动台体质心上的合力矩 F2可以表示为：

F 2 = l× F 1 （16）
式中 l为力臂矢量。将向量积用矩阵形式表示，则

可以写为：

F̄ 2 = [ [ l̄1 ]×ῡ1 [ l̄2 ]×ῡ2 ⋯ [ l̄m ]×ῡm ]
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将式（15）和（17）合并，有：

é
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（18）

上式可写为：

F 6× 1 = (T 2) 6× m
fm× 1 （19）

若实际想要控制的自由度数为 d（d ≤ 6，d为

整数），则上式写为：

Fd× 1 = (T 2)
d× m

fm× 1 （20）

式中 T2为行满秩矩阵，因此，有：

f= pinv (T 2) F= T T
2 (T 2T T

2 )-1F （21）
进一步地：

fm× 1 = (T T
2 ) m× d

é
ë(T 2T T

2 )-1Fùû d× 1 ≜ (T T
2 ) m× d

D d× 1

（22）
因此，输出转换矩阵定义为：

T output ≜ T T
2 （23）

此外，定义配置矩阵为：

C≜ T 2T T
2 （24）

4 振动控制方法

三轴六自由度随机振动试验的目的是使得控制

自由度的响应谱密度 Syy等于预设的参考谱密度 Srr。

在每一根谱线处可以表示为：

S yy= S rr （25）
参考谱密度矩阵为一个 6×6的正定厄米矩阵，

对角线元素为正实数，表示自谱密度，非对角线元素

为虚数，表示互谱密度。自谱密度代表了控制通道

振动量级大小，互谱密度代表了通道之间的相关性。

值得注意的是，这里的谱密度矩阵是三维矩阵，其第

三个维度是频率。

驱动傅里叶谱矩阵可以表示为：

Xm× d= [ pinv (T 2) ]
m× d

Zd× d Ld× dΘ d× d （26）

式中 Z为频率响应函数矩阵的逆阵，且该矩阵在

振动控制前获得。Θ为随机相位矩阵，L为谱矩阵

做乔里斯基分解得到的下三角矩阵。在首次驱动生

成时，L为从参考谱矩阵中获取，表示为：

S rr= L r LHr （27）
式中 上标‘H’表示对矩阵取复共轭转置。对矩阵

图 3 振动台系统受力示意图

Fig. 3 Sketch map for vibration shaker subjected to input
forces
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X作傅里叶逆变换即可得到多输入时域驱动信号。

控制点处的加速度传感器采集到的响应信号 y͂需要

通过输入转换矩阵进行变换，表示为：

yd× 1 = [ pinv (T 1) ]
d× 3n

y͂3n× 1 （28）

对转换后的响应时域信号做功率谱密度估计。

由于计算误差、噪声干扰等影响，控制点处的响应谱

密度往往不能贴合在参考值附近，特别是在共振峰

处常常出现谱线超标现象。此时，在闭环均衡过程

中需要利用控制算法对驱动信号进行修正，矩阵幂

次控制算法可以表示为［8］：

L new = ( L r L-1y ) η L old （29）
式中 Ly为当前响应谱密度做乔里斯基分解得到的

下三角矩阵；Lold为上一次均衡过程中的下三角矩

阵；Lnew用于更新式（26）中的下三角矩阵 L，也就更

新了驱动信号；η为收敛因子。

5 讨 论

5. 1 激振器配置

电动式六自由度振动台系统常见的八个激振器

配置方案如图 4，5所示。下面计算这两种情形下的

输出转换矩阵。假设振动台面呈正方形并且边长为

2l。以配置方式一为例，根据第 3节中的推导，激振

器施加在振动台上力的单位方向向量分别为：ῡ1 =
[ 0 -1 0 ]T ， ῡ2 = [ 1 0 0 ]T ， ῡ3 = [ 0 1 0 ]T ， ῡ4 =
[-1 0 0 ]T，ῡ5 = ῡ6 = ῡ7 = ῡ8 =[ 0 0 1 ]T。各个力对

应的力臂向量分别为 l̄1 =[ l 0 0 ]T，l̄2 =[ 0 l 0 ]T，
l̄3 =[- l 0 0 ]T， l̄4 =[ 0 - l 0 ]T， l̄5 =[ l l 0 ]T，
l̄6 =[- l l 0 ]T，l̄7 =[- l - l 0 ]T，l̄8 =[ l - l 0 ]T。

根据式（18），可以得到：

T 2 =
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ê

ê

ê
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0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 l l - l - l
0 0 0 0 - l l l - l
- l - l - l - l 0 0 0 0

（30）
那么输出转换矩阵就可以由式（23）得到。同样

地可以得到配置方式二的 T2矩阵，即：

T 2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú0 0 1 1 0 0 0 0
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0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 l l - l - l
0 0 0 0 - l l l - l
- l l - l l 0 0 0 0

（31）

此外，可以发现两者的配置矩阵是一致的，

即为：

C=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ú2
2
4
4l 2

4l 2
4l 2

（32）

该矩阵可以体现出激振器的配置方式，比如在

x轴平动方向有两个激振器同时提供此方向上所需

的驱动力。

5. 2 传感器布置

对于三轴六自由度振动测试来说，被测对象一

般安装在振动台面的中心位置，三轴向传感器布置

在振动台面的四周，如图 6所示，这样可以较好地测

量到转动加速度的贡献。根据第 2节中的推导，该

图 4 八个激振器配置方式一

Fig. 4 Eight shakers configuration mode 1

图 5 八个激振器配置方式二

Fig. 5 Eight shakers configuration mode 2
图 6 加速度传感器布置

Fig. 6 Acceleration sensors configuration
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坐标系建立在台面中心位置，四个加速度传感器的

坐标分别为（l，l，0），（-l，l，0），（-l，-l，0）和

（l，-l，0）。

根据式（12），可以得到：
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1 0 0 0 0 - l
0 1 0 0 0 l
0 0 1 l - l 0
1 0 0 0 0 - l
0 1 0 0 0 - l
0 0 1 l l 0
1 0 0 0 0 l
0 1 0 0 0 - l
0 0 1 - l l 0
1 0 0 0 0 l
0 1 0 0 0 l
0 0 1 - l - l 0

（33）

因此，输入转换矩阵可以通过式（13）得到。

文献［9］讨论了传感器布置对测量结果的影响，

并且表明，当输入转换矩阵的条件数最小时，噪声扰

动对测量结果产生的影响最小。输入转换矩阵的条

件数最小这个条件对应着传感器呈正多边形布置。

另外，若在试验频带内，振动台体发生弹性变形，将

对测试结果有一定的影响。

6 算 例

本节给出一个三轴六自由度振动试验控制仿真

算例。振动台模型如图 4所示，八个激振器简化为

同样的弹簧阻尼系统，其中刚度和阻尼系数分别为

4.5×109 N/m，1×104 kg/s。振动台的长宽高分别

为 0.8，0.8和 0.1 m，质量密度为 2660 kg/m3。四个

三轴向加速度控制传感器布置如图 6所示。计算可

得仿真的振动台系统第一阶固有频率约为 1157 Hz，
因此设置仿真试验中控制频带为 20~1000 Hz。

六个自由度的参考自谱及控制自谱如图 7所
示，可以看出控制效果令人满意。在参考互谱设置

中，仅设置第 1和第 5自由度之间存在相干性，相干

系数为 0.5，相位差为 π/6，其他自由度之间相干性

为 0。控制的互谱密度如图 8所示，其控制效果同样

令人满意。

7 结 论

三轴六自由度振动试验是当前力学振动环境试

验的主要发展方向之一。先进的六自由度振动台系

统构造复杂且造价昂贵。本文从理论上对当前先进

的三轴六自由度随机振动试验及其控制方法进行了

推导与分析。本文的工作总结如下：

（1）推导了三轴六自由度振动系统的加速度关

系，得到了输入转换矩阵的一般表达式；

（2）对振动台体进行了受力分析，得到了输出

转换矩阵的一般表达式；

（3）给出了三轴六自由度随机振动试验控制方

法的一般步骤；

（4）对两种八个振动台配置的三轴六自由度振

动台系统以及传感器布置方案进行了讨论。
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Transformation matrix principle and control method for six degree-of-
freedom random vibration test

ZHENG Rong-hui1，XU Jun2，CHEN Guo-ping1，SUN Jian-yong2，CHEN Huai-hai1

（1. State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，Nanjing University of Aeronautics and Astronau‑
tics，Nanjing 210016，China；2. China Aero-polytechnology Establishment，Beijing 100028，China）

Abstract: Six degree-of-freedom（6-DOF）vibration test is an advanced mechanical vibration environment test method and it is one
of the main research directions in the vibration environmental test at present. In this work，the acceleration characteristics of a 6-

DOF vibration system are analyzed first，and then the acceleration characteristic of any point on the shaker table is established. The
input transformation matrix is derived by introducing the absolute rigidity assumption of the shaker table. The derivation of the out‑
put transformation matrix is presented. The output transformation matrix is related to the number and configuration of the shakers，
which indicates the relationship between the six resultant forces of the shaker table and the actual drive forces. Then，the 6-DOF
random vibration control method is formulated which consists of the generation of the drive signals and control of the response sig‑
nals. The configurations of the eight shakers and arrangement of the control sensors are discussed. Finally，to verify the presented
method，a simulation example of 6-DOF random vibration test is carried out.

Key words: random vibration；vibration environmental testing；six degrees of freedom；input/output transformation；multi-input
multi-output
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