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摘要: 基于 Pasternak地基和桩体 Timoshenko梁理论，考虑了轴向作用二阶效应，建立了大直径桩‑成层土相互作用

体系水平振动分析简化模型，采用微分变换方法和双剪切理论，结合桩土连续边界条件，进而推导出桩身位移、内

力、转角解析解，并与已有相关解析解进行退化对比验证。在此基础上，探讨了桩身长径比、地基剪切系数、桩土模

量比、桩身剪切变形系数及轴向荷载对桩基水平振动特性的影响规律。计算分析结果表明推导所得对应解析解，能

综合考虑轴向压力二阶效应、桩周土和桩身剪切变形的影响，可为大直径桩基工程相关水平向振动分析和设计提供

参考。
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引 言

桩 ‑土动力相互作用作为岩土工程中的热点问

题，一直受到学术界和工程界的关注［1‑2］。近年来，

随着交通基础设施及近海工程建设的大力发展，国

内外学者对水平荷载作用下桩基动力响应问题进行

了诸多层面的研究，并取得了丰富的研究成果［3‑7］。

首先，因物理概念清晰和计算简单，Winkler地基

模型在桩基水平动力分析中得到了广泛应用［8‑10］。相

比较而言，Pasternak双参数地基模型进一步考虑了地

基土体剪切效应，更加符合实际［11‑15］。因此，许多学者

围绕双参数地基模型中桩基水平动力响应方面开展

了系列研究工作。Dogan等［12］在均质双参数地基上将

桩等效为欧拉‑伯努利梁，利用拉格朗日方法推导得出

桩基水平振动解析解，分析了Pasternak地基系数对桩

基水平振动的影响规律。张望喜等［16］通过哈密顿原

理和能量变分原理推导得出多层 Pasternak双参数地

基中桩基受水平振动的解析解。王珏等［17‑18］利用传递

矩阵法推导得到 Pasternak双参数层状地基中单桩水

平和回转振动阻抗解析解。

以上研究桩基模型均将桩体简化为 Euler‑Ber‑

noulli梁，只考虑了桩体弯曲变形，忽略了桩体剪切

变形的影响。而对于大直径桩，采用能考虑桩身剪

切变形的Timoshenko梁模型则更为合理和必要［19］。

基于此，早期 Sun等［20］、陈云敏等［21］考虑桩剪切变形

影响，分别建立了单层和成层土中桩基水平振动控

制方程，并推导出了对应解。进一步地，胡安峰

等［22‑24］基于 Timoshenko梁理论求解了复杂黏弹性

地基中单桩水平动力响应，强调了忽略桩身剪切变

形会引起较大误差。随后，章敏等［25］在 Timoshenko
梁模型基础上推导得出了桩顶水平频域响应解析

解，研究了非饱和土中端承桩稳态水平振动特性。

栾鲁宝等［26］将 PCC桩简化为 Timoshenko模型，进

一步阐述了Timoshenko模型与 Euler‑Bernoulli模型

计算桩顶阻抗时的差异性。

另一方面，上述研究均未考虑轴向荷载对桩基

动力响应的影响，而在实际工程中桩基往往同时承

受 水 平 和 轴 向 荷 载 作 用［27‑28］。 围 绕 此 点 考 虑 ，

Catal［29‑30］基于Winkler模型，求解了在多向复杂荷载

作用下的桩基振动方程。栾鲁宝等［31‑32］考虑竖向荷

载作用，分别求解了黏弹性地基中大直径管桩和饱

和土中端承桩水平动力响应解析解，并进一步分析

了竖向荷载对水平受荷桩动力响应的影响。
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不难看出，在桩基水平振动已有研究中较少有

同时考虑地基、桩基剪切变形和轴向荷载影响的相

关研究。因此，本文将考虑轴向压力二阶效应的影

响，将土体和桩基分别简化为 Pasternak双参数成层

地基和 Timoshenko梁，建立大直径桩 ‑成层土相互

作用体系水平振动分析模型，进而结合桩土连续边

界条件求解桩身位移、内力、转角的解析解，并与已

有相关解析解进行退化对比验证其合理性。在此基

础上，探讨桩身长径比、地基剪切层厚度、桩土模量

比、桩身剪切变形系数及轴向荷载对桩基水平动力

响应的影响规律。

1 力学模型描述与基本假定

基于 Pasternak地基模型的水平简谐激振作用

下大直径单桩简化计算模型如图 1所示。具体地，桩

顶处施加水平简谐激振力Q 0 eiωt，其中Q 0为激振力幅

值，ω为激振圆频率，i= -1，t为时间，N0为作用在

桩顶的轴向压力。此外，第 j层土的厚度、刚度系数、

阻尼系数和地基剪切刚度分别为 hj，k sxj，c sxj和 G s
xj；桩

长、桩径分别为 l和 d；桩身微元体倾角、剪切角以及

截面转角分别为 α，β，φ，第 j段桩截面弯矩为Mj。

基本假定如下：

（1）桩身简化为圆形等截面、均质 Timoshen‑
ko梁；

（2）桩周土体沿桩身纵向划分为 n层，每层土体

简化为 Pasternak地基模型以描述桩‑土相互作用；

（3）桩 ‑土模型系统各部分均满足小变形条件，

桩土界面为完全接触且无相对滑动；

（4）桩顶处仅发生水平位移，桩底处为固端约束。

2 定解问题力学模型的建立与求解

综合 Timoshenko梁和 Pasternak地基模型相关

理论，得到第 j（j为土层数，j=1，2，…，m，…，n）层段

桩身单元的动力平衡方程如下：
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（1）

式中 upj ( z，t )，φ pj ( z，t )分别为第 j层段桩身质点的

水平位移和截面转角；Ap，G p，E p，I p，m p分别为桩体

截面积、剪切模量、弹性模量、截面惯性矩和单位长

度质量；K '为剪力形状系数。

G s
xj，k sxj和 c sxj按如下公式确定［33］：

k sxj= 1.2E s
j （2）

c sxj= 6a
-14
0 ρ sjV s

j d+ 2ξ sj
k sxj
ω

（3）

G s
xj≈ λ sj k sxj （4）

式中 V s
j = E s

j / [ 2ρ sj ( 1+ υ sj ) ] 为第 j层土的剪切

波速；E s
j，ρ sj，ξ sj 和 υ sj 分别为第 j层土的弹性模量、密

度、阻尼系数及泊松比；a0 = ωd/V s
j 为无量纲频率；

λ sj 为第 j层地基剪切系数比，当 λ sj=0时可退化为

Winkler地基。Fwa等［34］建议地基剪切系数比取值

范围为 0.35~0.55。
桩体水平位移和转角可表示为：

ì
í
î

upj ( z，t )= U p
j ( z ) eiωt

φ pj ( z，t )= ψ pj ( z ) eiωt
（5）

式中 U p
j ( z)为第 j层桩身水平位移幅值，ψ pj ( z )为

第 j段桩身截面转角。

将式（5）代入式（1）可得：

d4U p
j ( z )
dz4

- k sj M p +( J p + N 0 ) (G s
xj- N 0 )

M p ( J p + G s
xj )

⋅

d2U p
j ( z )
dz2

+ k sj ( J p + N 0 )
M p ( J p + G s

xj )
U p

j ( z )= 0 （6）

式 中 M p = E p I p，J p = K 'ApG p，k sj = k sxj+ ic sxjω-
m pω2。

显然，式（6）为四阶线性常系数微分方程，其对

应 的 4 个 特 征 根 为 ±
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2

，则可得其方程位移

通解为：

图 1 水平简谐激振作用下大直径单桩简化计算模型

Fig. 1 Simplified calculation model for a large diameter sin‑
gle pile under horizontal harmonic excitation
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U p
j ( z )= eλj z ( Aj1 cos χj z+ Bj1 sin χj z )+

e-λj z (Cj1 cos χj z+ Dj1 sin χj z ) （7）
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；系 数 Aj1，Bj1，Cj1，

Dj1的取值将由边界条件确定。

进一步地，由式（1）化简可得转角为：

ψ pj ( z )=
M p ( J p + G s

xj )
( J p + N 0 )2

d3U p
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p
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当桩体不发生剪切变形时（即 J p → ∞），式（8）
可 退 化 为 Bernoulli‑Euler 理 论 解 ，即 ψ pj ( z )=
dU p

j ( z )
dz 。

将式（7）代入式（8）可得转角通解为：

ψ pj ( z )= eλj z ( Aj2 cos χj z+ Bj2 sin χj z )+
e-λj z (Cj2 cos χj z+ Dj2 sin χj z ) （9）

基于 Timoshenko梁理论，桩身弯矩、剪力与桩

身水平位移相互关系为：

M p
j ( z )=-M p dψ pj ( z )

dz =

-M p [ eλj z ( Aj3 cos χj z+ Bj3 sin χj z )+
e-λj z (Cj3 cos χj z+ Dj3 sin χj z ) ] （10）

Q p
j ( z )= J p
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dU p
j ( z )
dz - ψ pj ( z ) =

M p [ eλj z ( Aj4 cos χj z+ Bj4 sin χj z )+
e-λj z (Cj4 cos χj z+ Dj4 sin χj z ) ] （11）

令 fj0 ( l )= eλj z cos χj z， fj1 ( l )= eλj z sin χj z，
fj2 ( l )= e-λj z cos χj z，fj3 ( l )= e-λj z sin χj z，则 式（9），

（10）和（11）中待定系数可表达为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

Aj2 = Aj1 fj4 + Bj1 fj5
Bj2 =-Aj1 fj5 + Bj1 fj4
Cj2 =-Cj1 fj4 + Dj1 fj5
Dj2 =-Cj1 fj5 - Dj1 fj4
Aj3 = Aj1 fj6 + Bj1 fj7
Bj3 =-Aj1 fj7 + Bj1 fj6
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Aj4 = Aj1 fj8 + Bj1 fj9
Bj4 =-Aj1 fj9 + Bj1 fj8
Cj4 =-Cj1 fj8 + Dj1 fj9
Dj4 =-Cj1 fj9 - Dj1 fj8

（12）

式中 fj4= λj
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( 3λ2j χ j- χ 3j )；Aj2，Aj3，Aj4，Bj2，Bj3，Bj4，

Cj2，Cj3，Cj4，Dj2，Dj3，Dj4 为未知系数，可由边界条件

求得。

在第 j段与第 j+1段桩身截面处，桩的水平位

移、转角、弯矩及剪力连续，即：
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（13）

综合式（12）和（13）可得系数矩阵方程组如下：

F j ( zj )T j= F j+ 1 ( zj )T j+ 1 （14）

式中 T j=[ Aj1 Bj1 Cj1 Dj1 ]T；F j ( zj )=
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。

由式（14）可得：

T j+ 1 = F-1j+ 1 ( zj ) Fj ( zj ) ·Tj （15）

由递推关系可将第 m段桩身对应系数矩阵 Tm

表示为：

Tm=
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j= 1

m

[ F j ( zj- 1 ) ]-1F j- 1 ( zj- 1 )
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T 1 （16）

进一步考虑桩顶和桩底边界条件：
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并将系数表达式（12）代入式（17），化简可得：
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联立式（16）~（18）则可求出 T 1，再根据递推公

式（16），最终可求出 m段桩身对应系数矩阵 Tm，进

而可求得桩身各段水平位移；根据桩身水平位移表

达式，利用桩身弯矩、剪力与桩身水平位移之间的关

系，可求出桩身弯矩、剪力。

为便于后续分析，定义如下位移、弯矩、剪力无

量纲包络值参量如下：
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-
U= E pdumax/ ( 500Q 0 )
-
M= mmax/ ( 2Q 0d )
-
Q= qmax/Q 0

（19）

式中 umax ( z )，mmax ( z )，qmax ( z )分别为每个动力循

环中桩基水平振动位移、弯矩和剪力最大值。

便于更清晰地说明上述推导过程，图 2给出了

对应求解流程图。

3 算例分析

关于大直径单桩的界定及相关参数取值参照已

有相关研究［22‑24，31‑32，35］。如无特殊说明，算例中计算

参数选取如下：土层参数 n=3、第 j层土阻尼系数

ξ sj = 0.05、泊 松 比 υ sj= 0.4、密 度 ρ sj= 2.0×
103 kg/m3、弹性模量 E s

j = 4.0× 106 Pa、桩土弹模比

E p/E s
j = 5000、桩长 l=8 m、桩径 d=1 m、桩体密度

ρp = 2.5× 103 kg/m3、桩体剪力形状系数 K '= 3/4、
无量纲频率 a0 = 0.5、外荷载幅值Q 0 = 100 kN。

特别需要强调的是，为方便说明问题，后续分析

中位移、弯矩、剪力振动响应均采用前述定义的无量

纲包络值参量描述。

3. 1 解析解的合理性验证

为了验证本文所推导的大直径单桩水平动力响

应 解 析 解 的 合 理 性 ，不 考 虑 轴 向 荷 载 的 影 响

（N 0 → 0），首先将桩体由 Timoshenko梁退化为 Eul‑
er‑Bernoulli梁（J p → ∞），本文退化解与文献［18］解

的对比情况如图 3所示。同时，将土层 Pasternak模
型退化至Winkler（λ sj→ 0）模型，本文退化解与文献

［24］解的对比情况如图 4所示。由图可见，本文所

推导大直径单桩水平振动响应解析解的退化解分别

与已有解结果吻合。

3. 2 桩基参数化对比分析

为进一步分析桩基和层状地基剪切变形对桩体

水平振动响应的影响，分别将本文计算模型中桩体

由 Timoshenko 梁 退 化 为 Euler‑Bernoulli 梁

（J p → ∞），桩周土 Pasternak地基退化为Winkler地
基（λ sj→ 0），即将本文 P‑T（Pasternak‑Timoshenko）
模型退化至W‑E（Winkler‑Euler）模型。由文献［10］

图 2 单桩求解流程示意图

Fig. 2 Schematic diagram of single pile solution process
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可知，当桩长径比（即桩长与桩直径的比值）l/d<8
时，桩身剪切效应的影响不可忽视。具体地，算例中

分别选取桩体长径比 l/d=3，6，桩土弹模比为 E s =
E p/5000。

图 5所示为上述两种模型计算所得桩身水平位

移、弯矩及剪力无量纲包络参量分布对比情况。由

图 5（a）可见，P‑T模型和W‑E模型计算所得桩身水

平位移无量纲包络参量的最大值均出现于桩顶，且

水平位移无量纲包络参量随土层深度增加呈减小趋

势。特别地，地基浅层范围内（本文 z<1 m），采用

两种模型计算所得桩身水平位移无量纲包络参量差

异较为明显，且此种差异随土层加深而渐至可以忽

略。图 5（b）中桩顶弯矩无量纲包络参量均大于桩

端，桩身无量纲包络参量在半桩长处出现反转拐点，

且此后随土层深度的增加，两种模型计算所得桩身

无量纲弯矩包络参量差异变大。此外，由图 5（c）可

图 4 本文退化解（N 0 → 0，λ sj→ 0）与胡安峰等［24］已有解分布对比情况

Fig. 4 Comparison of present solution（N 0 → 0，λ sj→ 0）with Hu An-feng，et al in Ref.［24］

图 5 P-T模型和W-E模型计算所得桩身无量纲包络参量分布对比情况

Fig. 5 Comparison of the distribution of dimensionless envelope parameters of the pile body calculated by P-T model and W-E
model

图 3 本文退化解（N 0 → 0，J p → ∞）与Wang等［18］已有解分布对比情况

Fig. 3 Comparison of present solution（N 0 → 0，J p → ∞）with Wang，et al in Ref.［18］
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以看出，桩身剪力无量纲包络参量均随土层深度的

增加而减小，且采用两种模型计算所得桩身剪力无

量纲包络参量差值随土层深度的增加呈现出先增大

后减小的趋势。综上不难看出，由于考虑了桩周土

和桩身剪切变形的影响，本文所采用 P‑T模型计算

桩身内力结果均比W‑E模型对应结果偏小。

图 6所示为不同桩身长径比条件下的桩身水平

位移、弯矩、剪力无量纲包络参量分布对比情况。由

图 6可见，不同桩长径比条件下的桩身水平位移无

量纲包络参量，均随桩身长径比的增加而增大；长径

比越小，后半桩长段无量纲弯矩包络参量增幅越大，

并随长径比的增大而减小；桩身无量纲剪力包络参

量随桩长径比的增加而减小。综上所述，当桩身长

径比较小时，桩身长径比变化对桩身无量纲水平位

移、弯矩和剪力包络参量均影响显著，且此种变化影

响随桩径比增大而逐渐变小，并趋于稳定。

为进一步分析桩土弹模比对桩基水平位移、弯

矩、剪力无量纲包络参量的影响规律，分析工况具体

如表 1所示。其中，Case1~Case3为表层土 E p/E s
1

的变化工况，Case4~Case6为夹层土 E p/E s
2 的变化

工况。

如图 7所示为桩土弹模比变化对桩基水平位移

无量纲包络参量的影响情况。从图中可以看出，在

同一深度条件下，随表层土、夹层土对应桩土弹模比

的增加，桩顶水平位移无量纲包络参量幅值变大。

图 8和 9所示分别为桩土弹模比变化对桩基弯矩、剪

力无量纲包络参量的影响情况。由图可见，在同一

深度条件下，随着表层土、夹层土对应桩土弹模比的

增加，桩身弯矩和剪力无量纲包络参量均变大。相

比较而言，表层土桩土弹模比的变化对桩顶水平位

移、桩身弯矩和剪力无量纲包络参量的影响更为

显著。

图 6 不同桩长径比条件下桩身水平位移、弯矩及剪力无量纲包络参量分布对比情况

Fig. 6 The comparison of pile dimensionless envelope parameters of horizontal displacement，bending moment and shearing force
under different pile slenderness

表 1 桩-土弹模比工况

Tab. 1 Distribution of pile-soil modulus ratio

工况

Case1
Case2
Case3
Case4
Case5
Case6

E p/E s
1

500
5000
10000
5000
5000
5000

E p/E s
2

5000
5000
5000
500
5000
10000

E p/E s
3

5000
5000
5000
5000
5000
5000

图 7 桩土弹模比变化对桩身水平位移无量纲包络参量的

影响

Fig. 7 Influence of pile-soil elastic modulus ratio on the di‑
mensionless envelope parameters of pile horizontal
displacement
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为了方便说明问题，引入与桩体截面形状有关

的剪力形状系数 K'（见公式（1））。具体地，当截面

形状为圆形时，K'一般取为 3/4；当横截面为方形

时，K'一般取为 2/3；当横截面为环形截面时，K'=
3
4

R2 + r 2

R2 + Rr+ r 2
，其 中 R 为 外 圆 半 径 ，r 为 内 圆

半径［36］。

图 10所示为桩截面变化对桩身水平位移、弯矩及

剪力无量纲包络参量分布的影响情况。其中，同时将

本文解中桩体由 Timoshenko梁退化为 Euler ‑Ber‑
noulli梁（J p→∞），即由 P‑T模型退化为 P‑E模型进

行对比分析。由图可见，在相同截面条件下，P‑T模型

对应的桩身水平位移无量纲包络参量大于 P‑E模型

计算结果；P‑T模型对应的桩身内力无量纲包络参量

小于P‑E模型计算结果。特别地，在环形截面条件下，

P‑T模型对应的桩身水平位移和内力无量纲包络参量

与 P‑E模型计算结果差异最为显著。而对于圆形截

图 8 桩土弹模比变化对桩身弯矩无量纲包络参量的影响

Fig. 8 Influence of pile-soil elastic modulus ratio on the di‑
mensionless envelope parameters of pile bending mo‑
ment

图 9 桩土弹模比变化对桩身剪力无量纲包络参量的影响

Fig. 9 Influence of pile-soil elastic modulus ratio on the di‑
mensionless envelope parameters of pile shearing force

图 10 桩截面对桩身水平位移、弯矩及剪力无量纲包络参量分布的影响

Fig. 10 The comparison of pile dimensionless envelope parameters of horizontal displacement，bending moment and shearing
force under different pile sections
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面而言，此种差异很小甚至可以忽略。这也就是说，

对于环形截面的大直径管桩而言，在进行桩基水平振

动特性分析时考虑桩体剪切变形影响十分必要。

考虑轴向力 N 0作用时，定义 H= πG s
xj d 2，N 0 =

δH，并将 δ（δ=0，1，2，4）作为考虑轴向二阶效应的

特征参数［37］。轴向作用特征参数变化对桩身水平位

移、弯矩及剪力无量纲包络参量分布的影响如图 11

所示。因桩顶受轴力和水平力耦合作用可产生 P‑Δ
效应。由图可见，随着轴向作用特征参数的增加，水

平位移无量纲包络参量显著增大。不同地，仅下半

段桩身弯矩和桩端一定区域以外的剪力无量纲参量

随轴向作用特征参数的增加而增大。因此，在实际

工程中桩顶轴向荷载对桩基水平振动特性的影响不

可忽视。

4 结 论

本文土体采用 Pasternak地基模型，将桩基简化

为Timoshenko梁，建立了大直径桩‑成层土相互作用

体系水平振动分析简化分析模型，采用微分变换方法

对方程解耦，并结合桩土连续边界条件求解相关解

答。在此基础上，探讨了桩身长径比、地基剪切层厚

度、桩土模量比、桩身剪切变形系数及轴向荷载对桩

基水平振动特性的影响规律。计算分析结果表明：

（1）由于考虑了桩周土和桩身剪切变形的影

响，采用 P‑T模型计算桩身内力无量纲包络参量结

果均比W‑E模型偏小。不同地，采用 P‑T模型计算

桩身水平位移无量纲包络参量结果比W‑E模型偏

大，且此种差异随土层加深而渐至可以忽略。

（2）随着内部区域土体软（硬）化程度的加大，

扭转阻抗曲线振幅明显增大（减小），但内部区域土

体软（硬）化程度对扭转阻抗曲线共振频率的影响可

以忽略。

（3）在相同截面条件下，P‑T模型对应的桩身水

平位移无量纲包络参量大于 P‑E模型计算结果；P‑
T模型对应的桩身内力无量纲包络参量小于 P‑E模

型计算结果。特别地，在环形截面条件下，P‑T模型

对应的桩身水平位移和内力无量纲包络参量与 P‑E
模型计算结果差异最为显著。

（4）随着轴向作用特征参数 δ的增加，水平位

移无量纲包络参量显著增大。不同地，仅下半段桩

身弯矩和桩端一定区域以外的剪力无量纲参量随轴

向作用特征参数 δ的增加而增大。

（5）本文所采用解析模型和推导所得对应解析

解答，能综合考虑轴向压力二阶效应、桩周土和桩身

剪切变形的影响，并针对求解相关解答进行了退化

对比验证，可为大直径桩基工程相关水平向振动分

析和设计提供参考。
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Analytical analysis and solution of horizontal vibration of large diameter
single pile in two-parameter layered soils

XIN Yu1，CUI Chun-yi1，XU Cheng-shun2，LIANG Zhi-meng1，WANG Ben-long1，PEI Hua-fu3

（1.Department of Civil Engineering，Dalian Maritime University，Dalian 116026，China；
2.Key Laboratory of Urban Security and Disaster Engineering，Beijing University of Technology，Beijing 100124，China；
3.State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China）

Abstract: A simplified model of the large-diameter pile and layered surrounding soils system is established based on Pasternak foun‑
dation and Timoshenko beam models，considering the axial second-order effect of pile shaft. The corresponding analytical solution
is derived by utilizing differential transformation method and double-shear theory as well as pile-soil continuity conditions，which is
reduced and verified by comparing with existing solutions. On this basis，the effects of the slenderness ratio of pile，thickness of
soil layers，pile-soil modulus ratio，shear deformation coefficient of pile shaft and axial force on the horizontal vibration of the pile-
soil coupled system are examined via parametric analysis. The results show that the derived solution can give an engineering guide
for horizontal vibration analysis and design with respect to large-diameter single pile，which accounts for the shear deformation in‑
fluences of pile shaft and surrounding soils as well as the axial second-order effect.

Key words: pile；horizontal vibration；Pasternak model；Timoshenko beam；layered soils

作者简介: 辛 宇（1990—），女，博士研究生。E-mail：sdxinyu@dlmu.edu.cn。
通讯作者: 崔春义（1978—），男，博士，教授，博士生导师。E-mail：cuichunyi@dlmu.edu.cn。

594


