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摘要: 为了计算考虑桩周土扰动效应下的楔形桩水平振动阻抗，将薄层饱和土径向离散，利用 Biot波动理论建立饱

和土的复刚度传递多圈层水平振动平面应变模型，计算径向非均质的桩周土对桩身的水平动反力；将楔形桩轴向离

散，基于 Timoshenko梁理论建立考虑桩身剪切振动效应的横向振动微分方程，利用传递矩阵法推导桩顶水平振动

阻抗的半解析解。对考虑饱和土扰动效应下楔形桩水平振动阻抗的影响因素进行了参数化分析，研究表明：在低频

激振下增大楔形角能提高桩顶的水平阻抗，且随着振动频率的提高，增大楔形角会增强阻抗的频率依赖性；在低频

激振下桩周土弱化会降低楔形桩的水平阻抗，且随着振动频率的提高，弱化效应会提高阻抗的共振幅值；对于如砂

砾、粗砂、细砂等渗透系数较大的饱和土应考虑土体中流体惯性效应对楔形水平振动阻抗的影响；对于桩身长径比

小且高频振动的楔形桩，有必要采用可以考虑桩身转动惯量及剪切效应的Timoshenko梁模型描述桩身水平振动。
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引 言

楔形桩是一种起源于前苏联的变截面桩基础，

它充分利用桩身斜侧面与土体的相互作用，提高了

桩侧摩阻力，具有良好的承载性能和经济特性。近

年来，国内外学者通过现场或模型试验［1⁃2］、数值仿

真［3］或理论模型［4⁃5］对楔形桩的承载特性展开了研

究，结果表明：在相同土质条件下，楔形桩的单位体

积承载力比等截面桩提高 0.5~2.5倍，基础工程造

价降低 40%~60%，因此楔形桩逐渐被应用于基础

工程。对于高耸的动力敏感结构，楔形桩与周围土

体的动力相互作用会影响上部结构的动力特性，因

此土与楔形桩动力相互作用对上部结构的动力学设

计具有至关重要的影响［6］。

在采用子结构法考虑土与结构动力相互作用的

动力学建模中，确定反应桩头位移和外力关系的振

动阻抗是模拟桩⁃土动力相互作用的关键。用于模

拟土与等截面桩动力相互作用的动力 Winkler模
型［7］、平面应变模型［8⁃9］和连续介质模型［10］等开始被

应用于土与楔形桩的动力相互作用问题。蔡燕燕

等［11］通过将土与楔形桩沿桩身轴向离散，并利用土

体平面应变模型及桩身 Euler梁模型推导了楔形桩

桩顶的垂直振动阻抗的解析解。吴文兵等［12］在此基

础上进一步考虑了楔形桩的横向惯性效应对垂直振

动阻抗的影响。Ghazavi等［13⁃14］将 Gazetas等［7］提出

的桩侧土刚度和阻尼系数简化公式作为Winkler地
基系数，建立了水平简谐荷载作用下土与楔形桩的

动力相互作用模型。杨紫健等［15］在此基础上利用

Timoshenko梁理论进一步考虑了楔形桩剪切效应，

计算了桩身位移及内力的包络线。在上述土与楔形

桩动力相互作用模型中均视土体为单相介质，随着

Biot［16］建立的饱和多孔介质波动理论在桩⁃土动力

相互作用模型中的应用，研究表明：流体在固相中的

渗透性会对桩顶振动阻抗产生一定的影响［17⁃18］。范

小雪等［19］基于饱和土平面应变模型研究了非等截面

桩的桩身扩径及缩径情况对桩顶水平振动阻抗的影

响。因此有必要考虑饱和土中流体渗透特性对楔形

桩水平振动阻抗的影响。

此外，上述研究中忽略了桩基础受环境荷载或

施工扰动后，桩周土在一定范围内将呈现出径向非

均匀性，例如：长期循环荷载影响桩周土弱化，剪切

波速降低；受施工影响桩周土压实，剪切波速增加的

现象。早期Novak等［20］就对此提出了将桩周土划分

为忽略质量的内部扰动域和半无限大的外部非扰动

域的平面应变模型，建立了考虑扰动效应的桩⁃土相
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互作用问题的理论基础。为了研究扰动域土体参数

呈任意变化形式下的振动问题，研究者们提出了圈

层平面应变模型并对此不断完善［21⁃24］，随后被用于

研究径向非均质单相土对楔形桩基础振动阻抗的影

响。Wu等［25］基于该模型研究了考虑挤土效应时楔

形桩扭转振动阻抗；高柳等［26］基于该模型研究了桩

周土压实及弱化情况下的楔形桩垂直振动阻抗；王

珏等［27⁃28］进一步基于 Biot理论及分数导数理论对地

基的复刚度传递多圈层平面应变模型进行改进，研

究了饱和土压实及弱化效应对楔形桩垂直振动阻抗

的影响。上述研究主要针对楔形桩的垂直和扭转振

动，但结构在风、波浪或地震作用下，楔形桩通常以

承受水平荷载为主，因此求解考虑桩周饱和土扰动

效应下的楔形桩水平振动阻抗，对近海工程、高压输

电塔、高层建筑等结构的动力学设计具有重要的工

程意义。

为了完善上述土与楔形桩动力相互作用的理论

模型，本文利用 Biot波动理论建立了饱和土径向复

刚度传递多圈层水平振动平面应变模型，推导了考

虑扰动效应的桩周土对桩身的水平动反力；基于Ti⁃
moshenko梁理论建立了考虑桩身剪切振动效应的

横向振动微分方程，利用桩身轴向传递矩阵法推导

了桩顶水平振动阻抗的半解析解；参数化研究了楔

形角、楔形桩长径比、土体扰动效应以及渗透系数对

楔形桩水平振动阻抗的影响。

1 分析模型及基本假定

在如图 1所示的含有扰动域的饱和黏弹性半空

间中，埋置了一根底面半径为 rb，长为 L，倾角为 θ，
顶部受水平及摇摆简谐荷载 Q0eiωt和M0eiωt的楔形桩

基础。其中，Q0和 M0分别为水平和摇摆激振的幅

值，ω为激振频率，虚数 i = -1。如图 2（a）所示，

将桩⁃土系统沿轴向从桩顶到桩底划分成M层，其中

第 i层（i=1，2，…，M）的厚度为 hi，该层桩身半径

ri0=rb+（M-i）（L/M）tanθ。为了处理桩周饱和土

的扰动效应，如图 2（b）所示，将各层桩周土径向离

散成宽度为 Δri的内圈扰动域及外圈非扰动域，并进

一步将内圈扰动域径向离散成 N个子圈层，由内至

外标号为 1，2，…，N，非扰动域标号为N+1。因此，

第 i层中第 j圈的外半径 rij表达式为 rij=ri0+jΔri/N。

当各薄层土中扰动域的径向子圈层单元划分足够多

时，可近似将子圈层中的饱和土视为均质。

模型中的基本假定如下：地基土轴向由一系列

满足Novak平面应变模型的土层组成。各层桩身视

为等截面 Timoshenko梁。系统振动过程中桩⁃土系

统满足弹性和小变形假定，相邻子圈层交界面及相

邻桩身交界面均满足力的平衡及位移连续条件。

2 方程建立及求解

2. 1 饱和土的水平振动

取第 i薄层土中第 j圈内的饱和土单元为研究

图 1 受扰动的饱和土与楔形桩水平动力相互作用

Fig. 1 The disturbed saturated soil interacts with the wedge
pile horizontally

图 2 桩⁃土动力相互作用系统离散模型

Fig. 2 The discrete model of the pile⁃soil dynamic interac⁃
tion system
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对象，基于 Biot理论描述的平面应变模型，各饱和薄

层土的水平振动控制方程为：

μ∇2u+ ( λ c + μ) ∇ (∇ ⋅ u)+ αM s∇ (∇ ⋅w )=
ρü+ ρ fẅ （1a）
αM s∇ (∇ ⋅ u)+M s∇ (∇ ⋅w )= ρ f ü+

mẅ+ b cẇ （1b）
αM s∇ ⋅ u̇+M s∇ ⋅ ẇ=- ṗ f （1c）

式中 拉普拉斯算子 ∇2= ∂2

∂r 2
+ 1
r
∂
∂r +

1
r 2
∂2

∂θ 2
，变

量上的点表示对时间的求导。u和w分别为与外激

振频率 ω有关的饱和土固相和液相的位移向量；pf
为孔隙水压力；α和Ms为与饱和孔隙介质压缩有关

的 Biot参数。饱和土的拉梅常数分别为 λ=2μvs/
（1－2vs），μ=Gs（1+iβs）和 λc= λ+ α2Ms，其中 vs，Gs

和 βs分别为饱和土泊松比、剪切模量和黏性系数。

ρ，ρs和 ρf分别为土体总密度、固相密度和液相密度，

且满足 ρ=nρf+ρs（1－n），其中 n为饱和土孔隙率。

饱和土中的固相和液相的耦合作用采用参数 m=
ρf/n和 bc=ρfg/kD表示，其中 kD为达西渗透系数，g为

重力加速度。

引入如下势函数，令：

u=∇ϕ 1 + ∇× φ 1，w=∇ϕ 2 + ∇× φ 2 （2）
式中 ϕ1和 ϕ2分别为饱和土固相和液相的位移标

量；φ1和 φ2分别为固相和液相的位移矢量。

将式（2）代入式（1），做 Laplace变换后整理得两

个含有微分算子的矩阵方程。为使方程有非零解，

则需满足下式：

(∇2- η21) (∇2- η22) ϕ1 = 0，
(∇2- η21) (∇2- η22) ϕ2 = 0 （3）

(∇2- η23) φ 1 = 0，(∇2- η23) φ 2 = 0 （4）
式中

η21 =
d 1 + d 21 - 4d 2

2 ，η22 =
d 1 - d 21 - 4d 2

2 ，

η23 =
ρ21ω4 - ρω2 (mω2 - ib cω )

μ (mω2 - ib cω )
，d 1 =

2αM s ρ fω2 - ( )λ c + 2μ ( )mω2 - ib cω - ρω2M s

( )λ+ 2μ M s

，

d 2 =
( )mρ- ρ2f ω4 - ib c ρω3

( )λ+ 2μ M s

。

由算子分解理论及分离变量法可得式（3）和式

（4）中 ϕi和 φi（i=1，2）的解，进而代入式（2），得到固

相径向位移 ur，固相环向位移 uθ，液相径向位移 wr，

以及液相环向位移wθ的通解，并表示成如下形式：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

u r ( r，ω，θ )= U r ( r，ω ) cos θ
u θ ( r，ω，θ )= U θ ( r，ω ) sinθ
w r ( r，ω，θ )=W r ( r，ω ) cos θ
w θ ( r，ω，θ )=W θ ( r，ω ) sinθ

（5）

将式（5）中饱和土的位移场代入其应力⁃位移的

微 分 关 系 σ r = λ∇u+ 2μ ∂u r∂r - αp f，τθ = μ ( ∂u θ∂r -
u θ
r
+ 1
r
∂u r
∂θ )，并将应力表示成如下形式：

ì
í
î

σ r ( r，ω，θ )= σ ( r，ω ) cos θ
τθ ( r，ω，θ )= τ ( r，ω ) sinθ

（6）

将式（5）和式（6）中的位移和应力通解表示成如

下矩阵表达式：

S s ( r，ω )= T s ( r，ω ) ⋅X s （7）
式中 位移和应力向量 Ss=｛Ur Uθ W r Wθ σ τ｝T，待

定系数向量 Xs=｛As Bs Cs Ds Es Fs｝T需根据土体边

界条件求解，饱和土的径向传递矩阵 Ts的表达式见

附录A。

扰动域内的解（r≤ rN）

对扰动域中第 j圈层（j=1，2，…，N）饱和土，根

据式（7）中的位移场和应力场通解有：

S sj ( r，ω )= T sj ( r，ω ) ⋅X sj （8）
式中 Tsj（r，ω）为将第 j圈内的饱和土材料参数代

入 附 录 公 式（A⁃1）计 算 得 到 的 该 圈 层 土 体 传 递

矩阵。

根据交界面的位移和应力连续条件 Ssj（rj，θ）=
Ss（j+1）（rj，θ），由传递矩阵法可建立第 1层土体待定系

数向量 Xs1和第 N层土体待定系数向量 XsN之间的

关系：

X s 1 =
ì
í
î
∏
j= 1

N- 1

[ ]T -1
s j ( rj )T s ( j+ 1) ( rj )

ü
ý
þ 6× 6

X s N （9）

非扰动域内的解（r≥ rN）

对于第N+1圈的饱和土非扰动域，其径向需满

足无限域的边界条件 lim
r→∞

u ( r，θ )= lim
r→∞

w ( r，θ )= 0。

因此，待定系数向量 Xs（N+1）中的系数As=Cs=Es=0。
根据式（7）中非弱化域饱和土位移场和应力场通

解有：

S s (N+ 1) ( r，ω )= T s (N+ 1) ( r，ω ) ⋅X s (N+ 1) （10）
式中 Xs（N+1）=｛Bs Ds Fs｝T，Ts（N+1）（r，ω）为将非扰动

域饱和土材料参数代入附录 A公式（A⁃2）计算得到

土体传递矩阵。

薄层土与桩身接触面的水平动反力

根 据 扰 动 域 和 非 扰 动 域 交 界 面 连 续 条 件

SN ( rN，θ )= SN+ 1 ( rN，θ )，采用传递矩阵法可建立第
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1层土体待定系数向量 Xs1和第 N+1层土体待定系

数向量 Xs（N+1）之间的关系：

X s 1 = Ts ⋅X s (N+ 1) （11）

式中 Ts=
ì
í
î
∏
j= 1

N

[T -1
s j ( rj )T s ( j+ 1) ( rj ) ]

ü
ý
þ 6× 3

。

根据桩周土边界条件，当桩身段发生单位水平

位移且桩体接触面不透水时，由下式可确定第 1圈
层位移场和应力场通解中的待定系数：

X s1 ={Ts}
6× 3
⋅{{T͂ s1 ( r0 )}

3× 6
⋅{Ts}

6× 3}
-1

3× 3
⋅
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

1
-1
0
（12）

式中 T͂ s1为 T s1矩阵中的前 3行元素。

将求解得到的第 1圈层待定系数式（12）代入式

（7）后，即得第 1圈层中应力场 σ r ( r，θ )和 τθ ( r，θ )的
解，对桩周土 r=ri0处的应力解积分，则可得桩⁃土接

触面上单位位移产生的水平动反力：

R si=∫
0

2π

ri0 [-σ1 ( ri0 ) cos2θ+ τ1 ( ri0 ) sin2θ ] dθ（13）

2. 2 楔形桩的水平振动

根据 Timoshenko梁振动理论，在第 i层桩侧土

动反力作用下，桩身横向振动位移 upi（z，t）满足以下

振动控制方程：

ρpi A pi
∂2upi ( z，t )
∂t 2

= ∂
∂z

é

ë

ê
êê
ê
ê
êκG pi A pi( ∂upi ( z，t )∂z -

θ1i ( z，t )) ùûúúúú- R si upi ( z，t ) （14a）

ρpi Ipi
∂2θpi ( z，t )
∂t 2

= E pi Ipi
∂2θpi ( z，t )
∂z2

+

κG pi A pi( ∂upi ( z，t )∂z - θpi ( z，t )) （14b）

式中 κ为桩身截面形状系数；Api，ρpi，Epi，Gpi和 Ipi分
别为第 i层桩身截面积、密度、弹性模量、剪切模型

和截面惯性矩。

当桩身受简谐荷载作用时，其横向振动位移满

足 upi（z，t）=Upi（z）eiωt形式，式（14）可整理成关于位

移的四阶常系数微分方程，其通解为：

U pi ( z )= Ai cosh (
αi
hi
z )+ Bi sinh (

αi
hi
z )+

Ci cos (
βi
hi
z )+ Di sin (

βi
hi
z ) （15）

式中

αi=
δ 4i
4 + λ4i -

δ 2i
2 ，βi=

δ 2i
2 +

δ 4i
4 + λ4i ，

( δihi )
2

= E pi Ipi R i+ JpiW pi

E pi IpiW pi
， ( λihi )

4

=
Ri( )W pi- Jpi
E pi IpiW pi

，

W pi= κG pi A pi，Jpi= ρpi Ipiω2，Ri= ρpi A piω2 - R si；Ai，

Bi，Ci和Di分别为第 i段桩身位移通解的待定系数。

将式（15）代入桩身截面转角、截面弯矩以及截

面剪力的微分关系，整理后可得第 i段桩身单元的

变形、内力与待定系数之间的关系为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

U pi ( z )
Θ pi ( z )
Q pi ( z )
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式中 Tpi（z）为桩身的轴向传递矩阵，其表达式见

附录 B。
根据式（16）并结合桩身横向振动时力与变形的

微分关系，可建立第 i层桩段的上下表面变形和内

力的关系如下：
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根据相邻桩身界面连续性条件，可通过轴向传

递矩阵法建立楔形桩桩顶、桩底之间位移和力的

关系：
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式中 Tp=∏
i= 1

N p

{ }T p i ( hi ) ⋅T -1
p i ( 0 ) 。将矩阵 Tp分解

成 4个 2×2的子矩阵，即
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úTp11 Tp12

Tp21 Tp22
。对于桩底

为基岩的端承桩，其桩底为固定端，即 U（L）=0和
Θ（L）=0，由式（18）可得楔形桩桩基桩顶力与位移

的关系式：
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（19）

桩顶水平⁃摇摆振动阻抗 ℜ= Tp12 -1 ⋅Tp11，其
中水平振动阻抗为：

R hh = R ( 1，1 )= r 3b
E p IpM

(K hh + iC hh) （20）

式中 K hh 表示水平阻抗无量纲化之后的动刚度；

C hh表示水平阻抗无量纲化之后的动阻尼。

3 算例分析

以下算例通过参数分析研究了桩身的楔形角和

剪切效应，以及桩周土的扰动效应及流体渗透性对

楔形桩水平振动阻抗的影响。如无特殊说明，根据

文献［19］中的饱和土与桩身计算参数取值如下：
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L=10 m，rb=0.5 m，Ep=30 GPa，ρp=2500 kg/m3，

Es=30 MPa，ρf=1000 kg/m3，ρs=2700 kg/m3，kD=
10−6 m/s，n=0.4，vs=0.3，α=0.99，Ms=4.9 GPa，
βs=0.0。 剪 切 模 量 Gs=0.5Es/（1+vs），剪 切 波 速

Vs=（Gs/ρs）1/2，楔形桩的倾角为 θ=1°。此外，在分

析过程中将频率通过桩底半径 rb及非扰动域剪切波

速 Vs进行无量纲化，令 a0=ωrb/Vs。通过对楔形桩

桩身单元轴向划分单元数及桩周饱和土扰动域径向

划分单元数的收敛性计算分析，以下算例中轴向和

径向的离散单元数分别取M=30和N=30。

3. 1 楔形角对水平振动阻抗的影响

图 3为不同桩身楔角对水平振动阻抗的影响，

在桩底半径和桩长不变的前提下，桩身楔角取为

0°~3.0°。当楔形角 θ=0°时，即退化为饱和土中的

直桩，由图 3可见，通过与文献解的对比，其结果表

现出较好的一致性。此外，从图 3中可以看出：当无

量纲激振频率较小（0≤a0≤1.0）时，水平动刚度会

随着楔形角的增大而增大，数值计算表明最大提高

了 2.5倍左右。随着频率的提高，楔形桩的水平振

动阻抗会随频率的改变而产生波动，且楔形角越大

频率依赖性越强。因此在对楔形角较大的桩基础进

行动力学设计时，需要结合外激振荷载的特征频率

进行综合考虑。

3. 2 饱和土扰动效应对水平振动阻抗的影响

桩周饱和土的不同扰动程度采用桩⁃土界面剪

切模量 GSi与非扰动域土体剪切模量 GSo的比值表

示，扰动域中内外侧的土体剪切模量呈线性变化。

当 GSi/GSo<1时表示桩周土发生弱化；当 GSi/GSo=1
时表示桩周土不发生扰动作用；当 GSi/GSo>1时表

示桩周土被压实。为验证本文考虑扰动效应的土体

模型推导及程序的正确性，如图 4所示将饱和土退

化为单相介质，与文献［21］中考虑单相土扰动效应

的桩顶水平振动阻抗解进行对比，其中阻抗系数 αhh
和 βhh采用文献［21］中的表达式 Rhh=Ks（αhh+ia0βhh）
进行了规格化，Ks为当无量纲频率为 0时楔形桩的

静刚度。从图 4可以看出，将本文饱和土退化为单

相介质后的计算结果与文献解具有较好的一致性。

桩周饱和土不同扰动程度对楔形桩水平振动阻

抗的影响如图 5所示，通过与非扰动地基情况下的

桩顶阻抗解对比可以看出：在低频时随着桩周土弱

化程度增加，楔形桩的动刚度减小，但低频振动时该

弱化程度对楔形桩水平振动阻抗的影响并不大，此

时可以忽略桩周土的扰动效应。随着激振频率的增

加，水平振动阻抗随频率的增大而发生波动，其中桩

周土共振效应会随着桩周土的压实而减小。桩周土

的不同扰动范围（Δri/ri0）对楔形桩水平振动阻抗的

影响如图 6所示。由于在工程上扰动的范围通常不

会超过桩半径的 1.5倍，因此扰动范围分别取桩身

半径的 0.5，1.0，1.25及 1.5倍四种情况进行分析，从

图 6中可以看出：在扰动程度GSi/GSo不变的情况下，

桩周土扰动范围的扩大对楔形桩水平振动的影响并

不显著。

这里需要说明的是本模型实现了考虑饱和土扰

动效应的楔形桩水平振动阻抗计算，参数化分析了

扰动效应中饱和土剪切模量对阻抗的影响。但实际

工程中扰动效应在改变土体剪切模量的同时也会引

起孔隙率和渗透性等参数的改变，有必要进一步通

过饱和土循环加载试验得到真实的土体参数后代入

模型计算，分析考虑多参数耦合变化对桩顶阻抗函

数的影响。

3. 3 流体渗透性对水平振动阻抗的影响

本算例如图 7所示讨论了饱和土中达西渗透系

数 kD对楔形桩水平振动阻抗的影响。从图 7中可以

看出：当渗透系数小于 1×10−4 m/s时，渗透系数对

桩顶水平阻抗几乎没有影响，这是由于渗透系数过

小时，土体中液体的流动受到限制，土体趋近于单相

土的封闭系统，此时可以采用单相土理论进行简化

计算。但是，当土体的渗透系数大于 1×10−4 m/s

图 3 埋置于饱和土中的楔形桩水平振动阻抗

Fig. 3 Lateral vibration impedance of wedge pile embedded
in saturated soil
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时，随着渗透系数的提高，对桩顶水平阻抗的影响越

显著。当施工场地条件为以砂砾、粗砂等渗透系数

大的地基土为主时，如采用单相介质模型分析，会因

忽略了振动过程中饱和多孔介质内流体的惯性效应

而影响水平振动阻抗计算的合理性。除了地基土颗

粒自身特性外，扰动效应也会改变饱和土的渗透系

数，例如压实效应会导致土的密度增加，孔隙减小，

渗透性也会降低，从而影响楔形桩水平振动阻抗。

因 此 ，这 时 有 必 要 考 虑 渗 透 系 数 对 桩 顶 阻 抗 的

影响。

图 4 考虑单相土扰动效应下的桩顶水平阻抗对比

Fig. 4 Comparison of lateral impedance of pile tip under
single⁃phase soil disturbance is considered

图 5 不同扰动效应下桩顶阻抗随无量纲频率的变化

Fig. 5 The variation of pile top impedance with dimension⁃
less frequency under different disturbance effects

图 6 不同扰动范围下桩顶阻抗随无量纲频率的变化

Fig. 6 The variation of pile top impedance with dimension⁃
less frequency under different disturbance range

图 7 不同渗透系数下水平阻抗随无量纲频率的变化

Fig. 7 The variation of lateral impedance with dimensionless
frequency under different permeability coefficients
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3. 4 桩身剪切效应对水平振动阻抗的影响

本算例分别采用 Timoshenko梁和 Euler梁理论

计算了如图 8所示的不同激振频率下桩顶水平振动

阻抗随桩身长径比的变化。为了便于控制变量分

析，本算例 θ取为 0°。从图 8中可以看出：当激振频

率较低时，桩顶刚度随着长径比 L/d的增加而减小，

最后趋于一个定值，此时的长径比称为有效桩长。

桩身在低频振动时主要受剪切效应的影响，在长径

比较小时采用 Timoshenko梁模型计算的动刚度比

Euler梁模型的结果偏小，但随着长径比增大，当 L/
d>5时两种模型的计算结果差异小于 5%。当激振

频率较大时，桩顶动刚度和动阻尼随桩径比的变化

存在一定的波动，但最后趋近于定值，此时的有效桩

长比激振频率较小时的有效桩长大。在频率较大

时，剪切变形和转动惯量对于动阻尼的影响不大，但

对动刚度的影响不可忽略，从桩径比随动刚度变化

的图可以看出，即使 L/d达到 20时，两种模型的动

刚度依然存在差异，且振动频率越大差异越大，这是

由于随着振动频率增大，桩身转动惯量的影响会更

显著。因此，对于高频振动下长径比较小的楔形桩，

采用考虑桩身剪切变形和转动惯量的 Timoshenko
梁理论能提高水平振动阻抗的计算精度。

4 结 论

本文利用 Biot波动理论建立了考虑扰动效应的

饱和土复刚度传递多圈层水平振动平面应变模型，

利用 Timoskenko梁理论及传递矩阵法建立了楔形

桩横向振动模型，推导了考虑桩周土扰动效应下的

桩基水平阻抗半解析解。通过对比算例验证了本文

理论推导和数值计算的合理性，并参数化分析了楔

形角、桩周土扰动效应、达西渗透系数及桩身剪切效

应对楔形桩水平振动阻抗的影响，结论如下：

（1）在低频激振下，增大楔形角能提高桩顶的水

平阻抗；随着振动频率提高，增大楔形角会提高阻抗

的频率依赖性。因此对于楔形角较大的桩基进行动

力学设计时要综合考虑外激振荷载的特征频率。

（2）桩周土的扰动效应对楔形桩水平振动阻抗

的影响主要集中在其随频率变化曲线的共振峰值

处。桩周土的弱化在低频振动时会降低楔形桩的水

平阻抗，随着振动频率的增加，弱化效应会提高水平

振动阻抗的共振幅值。

（3）当流体渗透系数较小时，液体流动受限，土

体趋近于封闭系统，此时渗透系数的减小对桩顶水

平阻抗几乎没有影响。但当场地土以渗透系数较大

的砂砾和粗砂等地基条件为主时，有必要考虑土体

中流体惯性效应对楔形水平振动阻抗的影响。

（4）通过 Timoshenko梁与 Euler梁模型的计算

结果相比表明，桩身剪切效应对于水平阻抗的实部

刚度影响较大而对其虚部阻尼影响较小。当长径比

较小时采用 Timoshenko梁模型计算的动刚度比

Euler梁模型的结果偏小。对于低频振动，当长径比

L/d>5时两种模型的计算结果差异小于 5%。但对

于高频振动，即使 L/d>20时依然有必要采用 Ti⁃
moshenko梁理论描述桩身的横向振动。
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Lateral vibration impedance of tapered pile embedded in saturated soil
with radial disturbance
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Abstract: The lateral impedance of a tapered pile embedded in saturated soil medium is theoretically investigated with the consider⁃
ation of soil disturbances in radial direction. To process the variation of pile radius and the disturbance of soil，the soil-pile system is
discretized into axial thin layers and the soil layers are further discretized into radial annular layers. A lateral complex transfer model
is developed to determine the reaction of the radially disturbed saturated soil layer to the pile segment based on the Biot’s theory
and plane-strain assumption. The differential equation for the transverse vibration of pile segment in each soil layer is established
based on the Timoshenko beam theory. The semi-analytical solution of the lateral impedance at the head of the tapered pile is de⁃
rived by the transfer matrix method. Parametric analyses are performed to investigate the influence of the soil and pile properties on
the lateral impedance. The results are concluded as follows：Increasing tapered angle can increase the impedance of tapered pile un⁃
der the low excitation frequency. The impedance of the pile with a larger taped angle shows a stronger frequency-dependence with
the increase of frequency. The weakening of soil around the pile reduces the lateral impedance of the tapered pile under low frequen⁃
cy. Weakening effect increases the resonance amplitude of the impedance with the increase of frequency. The soil medium with high
permeability such as sandy and gravelly saturated soil has noticeable influence on the lateral impedance. It is necessary to consider
the rotational inertia and shear deformation for tapered piles with small slenderness ratio and high excitation frequency.

Key words: soil-pile interaction；tapered pile；saturated soil；horizontal impedance；soil disturbance
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附录 A：饱和土径向传递矩阵

扰动域（r≤ rN）内第 j圈层（j=1，2，…，N）的土体传递矩阵表达式为：
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（A-1）
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上述矩阵中的第 5和 6行元素表达式如下：

ts51 ( r )= ( λc+ 2μ+ aαM s) [ I1 ( η1 r )] ′′ + λc+ aαM s

r
[ I1 ( η1 r )] ′ - λc+ aαM s

r 2
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式中 K1（）和 I1（）分别为第一类和第二类一阶虚宗量贝塞尔函数；［］′和［］′′分别为对径向 r的一阶和二阶

求 导 运 算 符 号 。 相 关 系 数 满 足 ：a= b=- ( )λc+ 2μ η1 2 + ρω2

ρ fω2 + αM sη1 2
，c= d=- ( )λc+ 2μ η2 2 + ρω2
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，e= f=

ρ fω
ib c - mω

。

第N+1圈层的非扰动域（r≥ rN）内的土体传递矩阵表达式为：
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附录 B：桩身轴向传递矩阵
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式中 Φi=
RiE pi Ipi

W pi( )W pi- Jpi
+ W pi

( )W pi- Jpi
，ri=

E pi Ipi

( )W pi- Jpi
，Ψi=

RiE pi Ipi+W pi Jpi
W pi- Jpi

。
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