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调频式钢轨阻尼器对曲线轨道动力特性影响研究

谭新宇，刘卫丰

（北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044）

摘要: 建立垂向安装有具有两阶自振频率的调频式钢轨阻尼器（Tuned Rail Damper，TRD）的曲线轨道频域解析模

型。将此曲线轨道视为离散支承的无限周期结构，引入周期无限结构理论，结合频域模态叠加法，通过求解轨道某

“基本元”内一点的动力响应，进而得到安装有 TRD的曲线轨道上任意位置处的动力响应。对安装 TRD的曲线轨

道动力特性进行计算分析可知：TRD能够显著降低曲线轨道在 TRD自振频率附近频段内的振动响应并有效抑制

曲线轨道的 pinned‑pinned共振；安装 TRD后，曲线轨道钢轨振动衰减率明显增大；TRD对不同半径曲线轨道的动

力响应均具有一定的抑制作用；移动谐振荷载作用下，当荷载激振频率大于轨道自振频率时，安装TRD的曲线轨道

时域振动响应被不同程度地抑制，当荷载激振频率与TRD自振频率一致时，轨道的振动响应显著降低。
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引 言

近年来，城市轨道交通迅猛发展。曲线轨道对

地形地物具有高适应性，在城市轨道交通线路中被

大量设置：以北京地铁为例，地铁线路中曲线轨道超

过轨道总里程的 30%［1］。然而，当地铁列车通过曲

线轨道时，多种问题往往随之产生：例如曲线轨道处

时常产生大量异常钢轨波浪形磨耗［2］；列车通过曲

线段时引起的地表振动响应有时会较直线段更大，

并在某些情况下存在水平向振动强度高于铅垂向振

动强度的特殊现象［3］。

针对地铁列车运行引起的轨道振动和波磨发展

问题，各国学者进行了较为广泛的研究，提出通过增

加轨道系统阻尼的方式改变轨道的动力特性，以此

达到控制轨道系统振动、减缓钢轨波磨产生和发展

的目的。基于这一思想，在对钢轨振动特性进行研

究之后，Thompson等［4］提出一种装配在轨道钢轨轨

腰处的钢轨阻尼器模型，此为 TRD的雏形。随后，

Thompson［5］发现通过设计阻尼器的自振频率，可以

使整个轨道系统的阻尼得到提升，从而相应地降低

列车运行引发的轮轨辐射噪声。Croft等［6］通过建

立二维有限元，发现钢轨阻尼器可一定程度上使钢

轨 pinned‑pinned共振频率发生改变，从而使轨道的

动位移曲线变得平滑，以此达到控制钢轨波磨发展

的目的。文献［7‑9］建立了直线轨道‑TRD模型，通

过解析的方法求得了连续支承和离散支承形式下钢

轨的动位移和振动衰减率，并模拟了钢轨波磨的发

展过程，进一步证实了TRD在控制钢轨波磨发展和

减小轮轨噪声方面的积极作用。近年来，刘卫丰

等［10‑11］、陈嘉梁等［12］通过锤击试验和现场实测发现，

TRD能使钢轨振动衰减率在某些频段内得到提升，

有效控制钢轨波磨的发展，同时发现TRD在抑制钢

轨振动方面也具有一定效果。总的说来，目前对

TRD作用效果的研究多集中于直线轨道。曲线轨

道较直线轨道而言，具有平面内和平面外弯扭耦合

振动的特性［13］，故其振动特性更为复杂，但针对安装

有 TRD的曲线轨道动力特性的研究相对较少，因

此，需要对这一问题进行进一步研究，确定 TRD在

曲线轨道中的性能表现。

对TRD的研究可通过解析法、数值模拟和现场

测试的方式进行。相较而言，解析法能够更为准确

地反映 TRD的力学作用机理、提高计算效率，节省

成本。本文采用频域解析法，将曲线钢轨简化为具

有 周 期 性 的 离 散 支 承 无 限 长 Timoshenko 梁 ，将

TRD简化为由双质量块组成的质量‑弹簧体系，仅

考虑 TRD 和钢轨的垂向相互作用，建立安装有

TRD的曲线轨梁频域动力微分方程。引入无限周

期结构理论和曲线轨道梁的数学模态，通过求解固

定谐振荷载和移动谐振荷载分别作用时轨道“基本
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元”的动力响应得到曲线轨道任一点的动力响应，分

析TRD对曲线轨道动力特性的影响。

1 曲线轨道-TRD模型建立

1. 1 TRD的基本构造

TRD由两部分组成，内部为按照特定几何和物

理要求配置的质量块，外部为包裹质量块的具有高

阻尼损耗因子的弹性材料，TRD通过特定金属卡夹

被紧密固定在钢轨轨腰的两侧。原理上，TRD中质

量块与弹性材料构成了具有高阻尼的弹簧‑质量体

系，体系的自振频率阶数与质量块的数量相同。通

过对质量块的质量、相对位置以及弹性材料的刚度

和阻尼等参数进行设计，可以调整 TRD的自振频

率，使轨道系统在特定频段内的阻尼得到提升，从而

降低轨道系统的振动能量，抑制钢轨内能量的传播，

达到控制轨道系统振动、减缓钢轨波磨产生和发展

的目的，TRD的横剖面示意图如图 1所示。

1. 2 曲线轨道-TRD力学模型

由于 TRD的长度较短，在建模计算中，质量块

可被简化为具有一定质量的刚体［7］，故双层 TRD可

被模拟为通过弹簧阻尼原件连接在钢轨上的具有双

自振频率的弹簧‑质量体系。本文仅考虑 TRD和钢

轨的垂向相互作用，以此为基础建立力学模型，对

TRD的作用进行原理性探究。当安装有 TRD的周

期性离散支承无限长曲线 Timoshenko梁受移动单

位谐振荷载作用时，其力学模型示意图如图 2所示。

轨下支承扣件用等距离的弹簧阻尼原件模拟，TRD
装配在两相邻扣件跨中处。需要指出的是，模型中

坐标系的正方向由右手螺旋法则确定，且同时假定

Timoshenko梁为半径恒定的等截面均质梁，梁截面

关于 y轴对称；曲线 Timoshenko梁的半径远大于梁

截面尺寸以及梁长，且梁截面的形心与剪切中心

重合。

图中，m1和 m2分别为 TRD中底部质量块M1和

顶部质量块M2的质量；k ∗1，k ∗2 和 k ∗3 分别为钢轨与M1，

M1与M2以及钢轨与M2间的弹性层支承复刚度，复

刚度均考虑弹性层的损耗因子 η，记为 k ∗j = kj ( 1+
iη )，其中，kj为弹性层支承刚度且 j=1，2，3；ux，uy分

别为钢轨在 x，y方向上的位移；uy1，uy2分别为M1，M2

的垂向位移；R为曲线轨道的半径；L为相邻两支承

点间的距离，即轨道基本元的长度；kx，ky和 kφ分别为

扣件的径向、垂向以及绕 z轴的扭转支承刚度；cx，cy
和 cφ分别为扣件的径向、垂向和绕 z轴的扭转支承

阻尼系数；Fx和 Fy分别为作用在钢轨轨顶中心线的

移动横向、垂向荷载，移动速度为 v。

1. 3 曲线轨道-TRD模型的动力微分方程

当速度为 v，激振频率为 ωF的横向、垂向移动单

位谐振荷载 eiωF t作用于曲线轨道时，根据文献［14］，

可推得钢轨在频域中的动力平衡方程为：

E ∗A
R2 ûx- Kx AG ∗ ∂2 ûx

∂z2
- mω2 ûx-

Kx AG ∗ + E ∗A
R

∂û z
∂z + Kx AG ∗ ∂φ̂ y

∂z + k *x∑
j= 1

N r

ûx δ ( z- z rj)= 1
v
ei
ωF - ω
v ( )z- zF0

（1）

Kx AG ∗ + E ∗A
R

∂ûx
∂z - E ∗A

∂2 û z
∂z2

+ Kx AG ∗ û z
R2 - mω2 û z-

Kx AG ∗

R
φ̂y= 0 （2）

图 1 安装有TRD的钢轨横剖面示意图

Fig. 1 The cross-section of the rail with a TRD

图 2 安装有TRD的曲线轨道结构力学模型示意图

Fig. 2 The mechanics model of the curved rail with TRDs
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-Kx AG ∗ ∂ûx
∂z -

Kx AG ∗

R
ûz- EIy

∂2 φ̂y
∂z2

+Kx AG ∗ φ̂y- ρIyω2 φ̂y= 0 （3）

-Ky AG ∗ ∂2 ûy
∂z2

+ Ky AG ∗ ∂φ̂x
∂z - mω2 ûy+ k *y∑

j= 1

N r

ûy δ ( z- z rj)-∑
k= 1

N c

k ∗1 ( )ûy1 - ûy δ ( z- z ck)-

∑
k= 1

N c

k ∗3 ( )ûy2 - ûy δ ( z- z ck)= 1
v
ei
ωF - ω
v ( )z- zF0

（4）

- E ∗ Ix
R

∂φ̂ z
∂z + E ∗ Ix

∂2 φ̂x
∂z2

- G ∗ Id
R ( φ̂xR + ∂φ̂ z

∂z )+ Ky AG ∗( ∂ûy∂z - φ̂x)- ρIxω2 φ̂x= 0 （5）

-G ∗ Id
R

∂φ̂x
∂z - G ∗ Id

∂2 φ̂ z
∂z2

- E ∗ Ix
R ( ∂φ̂x∂z - φ̂ z

R )- ρI0ω2 φ̂ z+ k *φ∑
j= 1

N r

φ̂ z δ ( z- z rj)= h
v
ei
ωF - ω
v ( )z- zF0

（6）

式中 符号“^”代表各物理量在频域中的相应表

示；E*=E（1+ iη）和 G*=G（1+ iη）分别为考虑钢轨

材料阻尼的弹性模量和剪切模量，η为钢轨的损耗

因子，E为钢轨的弹性模量，G为钢轨的剪切模量；

k *x= kx+ icxω，k *y= ky+ icyω，k *φ= kφ+ icφω分别为

考虑阻尼影响的径向、垂向、扭转支承复刚度；Kx，Ky

分别为钢轨截面横向、垂向剪切因子；A为钢轨截

面面积；m为钢轨单位长度质量；h为钢轨轨顶到截

面形心的垂向距离；Id为钢轨截面扭转常数；I0为钢

轨截面极惯性矩；Ix为绕 x轴的截面惯性矩；Iy为绕 y

轴的截面惯性矩；zF0 为移动荷载的起始坐标；zrj为

第 j个支承点的坐标；Nr为计算范围内支承点的个

数；zck为第 k个TRD的坐标；Nc为计算范围内TRD
的个数。

此时，第 k个TRD的频域动力平衡方程为：

( )k *1 + k *2 - m 1ω2 ûy1δ ( )z- z ck -

k *2 ûy2δ ( )z- z ck - k *1 ûy δ ( )z- z ck = 0 （7）

(k *2 + k *3 - m 2ω2) ûy2δ ( z- z ck)-
k *2 ûy1δ ( )z- z ck - k *3 ûy δ ( )z- z ck = 0 （8）

联 立 公 式（7）和（8），可 将 ûy1δ ( z- z ck) 和

ûy2δ ( z- z ck)用钢轨位移 ûy δ ( z- z ck)表示，并最终

可得：

( ûy1 - ûy) δ ( z- z ck)= αûy δ ( z- z ck) （9）

( ûy2 - ûy) δ ( z- z ck)= βûy δ ( z- z ck) （10）

式中

α=
k *2 k *3 + k *2 2 + ( )-k *2 + m 1ω2 ( )k *2 + k *3 - m 2ω2

( )k *1 + k *2 - m 1ω2 ( )k *2 + k *3 - m 2ω2 - k *2 2
；

β=
k *1 k *2 + k *2 2 + ( )k *1 + k *2 - m 1ω2 ( )-k *2 + m 2ω2

( )k *1 + k *2 - m 1ω2 ( )k *2 + k *3 - m 2ω2 - k *2 2
。

将式（9）和（10）代入式（4）后可得到仅包含钢轨

位移的曲线轨道动力平衡方程。

2 曲线轨道-TRD模型动力响应求解

本文通过引入无限周期结构理论以及曲线轨道

梁的数学模态，分别求解移动和固定单位谐振荷载

作用下曲线轨道在频域内的动力响应，轨道的时域

动力响应结果可由逆 Fourier变换得到。具体的，将

周期离散支承的曲线轨道视为“基本元”长度为 L的

无限周期结构，将其映射到圆形轨道［15］，则曲线钢轨

在频域内的动力响应具有如下周期性关系［16］：

û ( z⌢，ω，ωF)= ei ( )ωF - ω nL/v ⋅ û ( z，ω，ωF) （11）

式中 z为钢轨上任意一点 z
⌢
在基本元内的映射点，

满足 z
⌢
= z+ nL (0≤ z< L)，n为基本元个数。

构造满足下式的辅助函数 P̂ ( z，ω，ωF )：
P̂ ( z，ω，ωF )= û ( z，ω，ωF ) e-i(ωF/v- ω/v ) z （12）

即可发现辅助函数为满足下式的周期性函数的

形式：

P̂ ( z+ L，ω，ωF )= P̂ ( z，ω，ωF ) （13）
可进一步通过 Fourier级数将其表示为：

P̂ ( z，ω，ωF )= ∑
n=-∞

+∞

Cn (ω，ωF ) eiξn z （14）

式中 Cn (ω，ωF )是 Fourier级数系数；ξn= 2πn/L。
结合式（12）和（14）可得钢轨频域动力响应的级

数表达：

û ( z，ω，ωF )= ∑
n=-∞

+∞

Cn (ω，ωF )V̂ n ( z，ω，ωF ) （15）

式中 V̂ n ( z，ω，ωF )= ei( ξn+ ωF/v- ω/v ) z为移动谐振荷载

作用下的曲线钢轨模态［17］，令 κ= ( )ω- ωF v，此时

V̂ n ( z，κ，ωF )= ei( ξn- κ ) z。

由此，曲线钢轨不同方向的位移及扭转可表

示为：
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û i( z，κ，ωF)= ∑
n=-∞

+∞

U i
n ( )κ，ω F V̂ n ( z，κ，ωF)，

i= x，y，z （16）

φ̂ j( z，κ，ωF)= ∑
n=-∞

+∞

Φ j
n ( )κ，ωF V̂ n ( z，κ，ωF)，

j=x，y，z （17）
式中 对应于钢轨 x，y，z方向位移和扭转变形各阶

模态的模态坐标分别为 U i
n (κ，ωF) ( i= x，y，z )和

Φ j
n (κ，ωF) ( j= x，y，z )。实际编程计算时，轨道梁模

态 V̂ n ( z，κ，ωF )取满足计算精度要求的有限项。

2. 1 移动谐振荷载作用下曲线轨道 -TRD模型

动力响应求解

取 2N+1 项 钢 轨 模 态 ，记 为 NMR=2N+1
（-N~+N），之后将式（16）和（17）代入式（1）~

（6），同时在方程两边同乘 V̂m ( z，κ，ωF)-1 =e-i ( )ξn- κ z

（m∈［-N，N］）,之后在方程两边同时对 z在 [0，L ]
上进行积分，根据模态坐标的正交性与Dirac函数的

筛选特性可得：

Kx AG ∗L ( ξm- κ ) 2U x
m- m (ωF + vκ ) 2LU x

m-
Kx AG ∗ + E ∗A

R
Li ( ξm- κ )U z

m+ Kx AG ∗Li ( ξm- κ ) Φ y
m+

E ∗A
R2 LU x

m+ k ∗x∑
j= 1

N r

ûx ( )z rj V̂ -1
m ( )z rj = 1

v
eiκzF0∫

0

L

e-iξm z dz （18）

Kx AG ∗ + E ∗A
R

Li ( ξm- κ )U x
m+ E ∗AL ( ξm- κ ) 2U z

m+
Kx AG ∗

R2 LU z
m-

m ( )ωF + vκ
2
LU z

m-
Kx AG ∗

R
LΦ y

m= 0 （19）

-Kx AGLi ( ξm- κ )U x
m-

Kx AG ∗

R
LU z

m+ EIy L ( ξm- κ ) 2Φ y
m+ Kx AG ∗LΦ y

m- ρIy(ωF + vκ ) 2LΦ y
m= 0（20）

-Ky AG ∗L ( ξm- κ ) 2U y
m+ Ky AG ∗Li ( ξm- κ ) Φx

m- m (ωF + vκ ) 2LU y
m+ k *y∑

j= 1

N r

ûy( z rj) V̂ -1
m ( z rj)-

∑
e= 1

N c

( )k ∗1 A+ k ∗3 B ûy( )z ck V̂ -1
m ( )z ck = 1

v
eiκzF0∫

0

L

e-iξm z dz （21）

Ky AG ∗Li ( ξm- κ )U y
m- E ∗ Ix L ( ξm- κ ) 2Φx

m- ( G ∗ Id
R
+ Ky AG ∗) LΦ x

m-

ρIx ( )ωF + vκ
2
LΦ x

m-
E ∗ Ix+ G ∗ Id

R
Li ( )ξm- κ Φ z

m= 0 （22）

- E ∗ Ix+ G ∗ Id
R

Li ( ξm- κ ) Φx
m+ G ∗ Id L ( ξm- κ ) 2Φ z

m- ρI0 (ωF + vκ ) 2LΦ z
m+

E ∗ Ix
R2 LΦ

z
m+ k *φ∑

j= 1

N r

φ̂ z ( )z rj V̂ -1
m ( )z rj = h

v
eiκzF0∫

0

L

e-iξm z dz （23）

整理式（18）~（23），可得：

G (κ，ωF)C (κ，ωF)= P (κ，ωF) L eiκzF0 v （24）

式中 G (κ，ωF)为（NMR×6）阶已知方阵；C (κ，ωF)
为待求的NMR×6阶钢轨模态坐标列向量，记为

C ( )κ，ωF =

[U x
-N，⋯，U x

N，U z
-N，⋯，U z

N，Φ y
-N，⋯，Φ y

N，

]U y
-N，⋯，U y

N，Φ x
-N，⋯，Φ x

N，Φ z
-N，⋯，Φ z

N
T；

P (κ，ωF)为 NMR×6阶外荷载列向量，其第 j行的

值满足下式：

Pj(κ，ωF)=
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1， j= N+ 1
1， j= NMR× 3+ N+ 1
1， j= NMR× 5+ N+ 1
0， j=其他

（25）

将式（25）代入式（24）即可求得各阶模态对应的

模态坐标，即：

C (κ，ωF)= G (κ，ωF)-1 PL eiκz F0 v （26）
将式（26）代入式（16）及（17）后，根据式（11）的

周期性关系，可最终求得钢轨上 z
⌢
点处的位移振动

响应：

D
⌢ ( z⌢，κ，ωF)= e-inκL D̂ ( z，κ，ωF)=
e-inκL B ( z，κ，ωF)C (κ，ωF)=
e-inκL B ( z，κ，ωF)G-1 (κ，ωF) P Leiκz F0 v （27）

式中 D
⌢ ( )z

⌢
，κ，ωF =

é
ë
êêêêux ( )z

⌢
，κ，ωF ，uz( )z

⌢
，κ，ωF ，φy( )z

⌢
，κ，ωF ，

ù
û
úúúúuy( )z

⌢
，κ，ωF ，φx ( )z

⌢
，κ，ωF ，φz( )z

⌢
，κ，ωF

T

；
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D̂ ( z，κ，ωF)=
[ ux ( )z，κ，ωF ，uz( )z，κ，ωF ，φy( )z，κ，ωF ，

]uy( )z，κ，ωF ，φx ( )z，κ，ωF ，φz( )z，κ，ωF
T
；

B ( z，κ，ωF)是由曲线轨梁模态构成的 6× (6×NMR)
阶矩阵，具体表示为：

B ( z，κ，ωF)=
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úB ′ 0 0 0 0 0
0 B ′ 0 0 0 0
0 0 B ′ 0 0 0
0 0 0 B ′ 0 0
0 0 0 0 B ′ 0
0 0 0 0 0 B ′

其中，B ′= é
ëe

i ( )ξ-N- κ ，⋯，ei ( )ξN- κ ù
û，为已知 NMR阶行

向量；0为NMR阶零向量。

2. 2 固定谐振荷载作用下曲线轨道 -TRD模型

动力响应求解

通过对 2.1节得到的曲线轨道频域振动响应进

行逆 Fourier变换可得其时域振动响应：

D ( z
⌢
，t，ωF )=

1
2π ∫-∞

+∞

D̂ ( z
⌢
，ω，ωF ) eiωtdω=

1
2π ∫-∞

+∞

D̂ ( z
⌢
，κ，ωF ) ei(ωF + vκ ) t vdκ =

[ 12π ∫-∞
+∞

Le-iκ ( nL- zF0 ) B ( z，κ，ωF )G ( κ，ωF )-1 ·

P ( κ，ωF ) eivκtdκ ] eiωF t （28）
取式（28）中的荷载移动速度 v= 0，即可得到固

定谐振荷载作用下，钢轨位移时域响应：

D ( z
⌢
，t，ωF )=[

1
2π ∫-∞

+∞

Le-iκ ( nL- zF0 ) B ( z，κ，ωF ) ·

G ( κ，ωF )-1 P ' ( κ，ωF ) dκ ] eiωF t （29）
由式（29）可知，固定谐振荷载作用下，钢轨的时

域振动响应也是简谐的，且其位移最大值为：

Dmax ( z
⌢
，t，ωF )=

1
2π ∫-∞

+∞

Le-iκ ( nL- zF0 ) B ( z，κ，ωF ) ·

G ( κ，ωF )-1 P ' ( κ，ωF ) dκ （30）
通过求解不同激振频率固定谐振荷载作用下的

曲线轨道钢轨的位移时域振动响应幅值，即可得到

曲线轨道的频率响应函数。

3 TRD 对曲线轨道动力特性影响

分析

本节在前文理论推导基础之上，使用 MAT‑
LAB软件进行编程，对曲线轨道安装 TRD前后的

动力特性进行计算分析。

首先对理论推导和编程计算结果的正确性进行

验证。文献［18］给出了求解移动谐振荷载作用下直

线轨道振动响应的解析方法。与其选用相同的计算

参数，利用本文方法计算了激振频率为 250 Hz的单

位谐振荷载以 v=60 km/h的速度移动时，直线轨道

在 z=30 m位置处的钢轨振动加速度响应，两种方法

的计算结果如图 3所示。可以看出两种计算方法所

得结果吻合良好，验证了本文理论和编程的正确性。

Wu［9］给出了求解安装单质量块 TRD的直线

Euler‑Bernoulli梁动力响应的时域算法，并得到了固

定单位谐振荷载作用下梁跨中处的垂向动位移曲

线。为进一步说明本文方法可应用于研究 TRD对

轨道振动响应特性的影响，应用本文频域方法对该

问题进行计算，两种方法所得结果如图 4所示。

由图 4可以看出，两种方法计算得到的梁跨中

处的振动响应吻合度极高，进一步说明可利用本文

方法对 TRD对钢轨振动响应的影响进行研究。接

下来，本文将基于此方法，对安装双质量块 TRD的

普通整体道床轨道的动力响应进行计算。轨道及扣

件参数如表 1所示，TRD参数如表 2所示。在表 2
所示参数下，利用结构动力学［19］中双自由度体系的

自振频率计算方法可得 TRD的两阶自振频率分别

为 250和 700 Hz。

图 4 安装有TRD的直线梁跨中处位移频响函数

Fig. 4 FRFs of the beam with TRD at mid-span point

图 3 激振频率为 250 Hz的移动谐振荷载作用下钢轨振动

加速度响应图

Fig. 3 The acceleration response in the time domain of the
rail under a moving vertical harmonic load（f=250 Hz）
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3. 1 曲线轨道频率响应特性分析

为探究TRD对曲线轨道频响特性的影响，本节

计算了垂向固定单位谐振荷载作用时，安装TRD前

后曲线轨道钢轨跨中处（z=24 m）和扣件处（z=
24.3 m）的位移频响函数。计算不同工况时，保证该

工况下的激振点和拾振点位于相同位置。曲线钢轨

的垂向位移频响函数计算结果如图 5所示，由此

可见：

（1）未安装TRD前，计算所得曲线钢轨的垂向一

阶自振频率和一阶 pinned‑pinned共振频率分别为 149
和 1160 Hz。文献［19］给出了单位长度 Timoshenko
梁与扣件构成的含阻尼单自由度弹簧‑质量系统的垂

向自振频率计算公式为
1
2mL 4kymL- c2y ( )2π ；同

时 给 出 离 散 支 撑 Timoshenko 梁 垂 向 第 n 阶

pinned‑pinned 共 振 频 率 计 算 公 式 f nppn=

n2 π
2L2

EIx
m

ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
1+ n2 π2 Ix

L2A

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1+

2 ( )1+ μ
Ky

。 根 据 表

1所示参数，通过公式求得钢轨垂向一阶自振频率

和一阶 pinned‑pinned共振频率分别为 153和 1136
Hz。由此可见，本文计算结果与理论结果基本相

等，进一步验证了本文计算方法和结果的正确性。

（2）跨中处出现钢轨垂向一阶 pinned‑pinned共
振 响 应 峰 值 ，扣 件 处 出 现 钢 轨 垂 向 一 阶

pinned‑pinned反共振响应峰值。安装 TRD后，钢轨

的 pinned‑pinned共振响应和反共振响应均得到较大

程度地抑制。

（3）装配 TRD后，轨道系统自重增加导致系统

自振频率向低频方向移动。无论在跨中位置还是扣

件位置处，曲线钢轨在 200~750 Hz频段内的振动

响应均有所减小且在 TRD两阶自振频率（250和
700 Hz）处减小明显，这是由于 TRD的装配提高了

轨道系统在TRD两阶自振频率围成的频段范围内，

尤其是TRD自振频率处的阻尼，使钢轨在该频段内

的振动能量被消散，减小了钢轨的振动响应。

表 1 T60钢轨及DTVI2扣件参数表［13］

Tab. 1 Parameters of the T60 rail and the DTVI2
fastener［13］

参数

钢轨质量m/(kg·m−1)
钢轨弹性模量 E/(N·m−2)
钢轨剪切模量G/(N·m−2)
钢轨截面惯性矩 Ix/m4

钢轨截面扭转常数 Id/m4

钢轨截面极惯性矩 I0/m4

钢轨损耗因子 η

钢轨密度 ρ/(kg·m−3)
钢轨泊松比 μ

曲线半径 R/m
扣件间距 L/m
第一个扣件的位置 z/m
钢轨截面垂向剪切因子Ky

钢轨截面横向剪切因子Kx

横向支承刚度 kx/(MN·m−1)
横向支承阻尼系数 cx/(kN·s·m−1)
垂向支承刚度 ky/(MN·m−1)
垂向支承阻尼系数 cy/(kN·s·m)
纵向支承刚度 kz/(MN·m−1)
纵向支承阻尼系数 cz/(kN·s·m)
扭转支承刚度 kφ/(MN·m·rad−1)
扭转支承阻尼系数 cφ/(N·m·s·rad−1)

数值

60.64
2.059×1011

7.919×1010

3.217×10-5

0.2151×10-5

3.714×10-5

0.01
7830
0.3
300
0.6
0.3
0.5329
0.4507
41.67
27.83
66.67
50
41.67
27.83
375
266.67

表 2 TRD参数表［7］

Tab. 2 Parameters of the TRD［7］

参数

底部刚体M1质量m1/kg
顶部刚体M2质量m2/kg
连接刚度 k1/(MN·m−1)
连接刚度 k2/(MN·m−1)
连接刚度 k3/(MN·m−1)

数值

8.4
3.6
156
7.2
1.8

图 5 曲线钢轨垂向位移频响函数

Fig. 5 Vertical FRFs of the curved rail with or without TRD
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3. 2 曲线轨道系统垂向钢轨振动衰减率分析

钢轨振动衰减率能够表征轨道结构对钢轨在某

频段内振动的抑制能力，钢轨振动衰减率越大说明

该轨道系统的阻尼越大，对钢轨振动的抑制作用越

明显。图 6给出了安装 TRD前后曲线轨道系统的

垂向钢轨振动衰减率。由图可知：

（1）在钢轨 pinned‑pinned共振频率处，轨道的钢

轨振动衰减率最小，表明轨道系统在此频段内的阻

尼值较小，钢轨振动较为剧烈。

（2）TRD的安装极大地提高了曲线轨道系统在

200 Hz以上的钢轨振动衰减率，在某些频段内作用

效果尤其显著，其中，轨道系统在 TRD两阶自振频

率处和钢轨 pinned‑pinned共振频率处的钢轨振动衰

减率显著提升，说明轨道系统在相应频率处的阻尼

大大提高，钢轨的振动响应相应减小。

3. 3 TRD在不同半径轨道中的效果研究

文献［20］中指出，曲线轨道存在弯扭耦合振动

特性且曲线半径对其影响较大，当计算与激振力方

向成正交方向的轨道位移响应时，曲线半径的大小

对位移响应的结果有显著影响。故本节对横向固定

谐振荷载作用于不同曲线半径的钢轨时，TRD对其

垂向位移频响特性的影响进行探究。图 7给出了曲

线半径为 300 m时，TRD安装前后钢轨跨中处在横

向固定单位谐振荷载作用下的垂向位移频响函数。

图 8给出了曲线半径分别为 100，300，800 m以及直

线轨道情况下，安装TRD前后钢轨跨中处在横向固

定谐振荷载作用下的垂向位移频响函数。

由图 7可知：当在横向固定谐振荷载作用下，钢

轨的垂向位移振动响应较为复杂。垂向位移频响函

数同时受钢轨的自振频率以及其横向、垂向和扭转

模态影响。在TRD自振频率附近的频段内，钢轨的

振动响应受到一定程度的抑制，且TRD能够大幅减

小钢轨在某些峰值频率处（1200 Hz，1750 Hz）的振动

响应。总的看来，安装TRD后钢轨的振动响应在全

频段基本不高于未装配 TRD时钢轨的振动响应。

由图 8（a）可知：在横向固定荷载作用下，不同半径

的曲线钢轨在未装配TRD前，钢轨垂向频响函数曲

线的走势一致，仅在数值上有较大差别，曲线半径越

大其振动响应越小，直线轨道情况下最小。图 8（b）
表明：装配 TRD后，钢轨垂向频响函数曲线的特点

与装配 TRD前相似，即频响函数曲线走势基本一

致，但在数值上随半径的增加而减小。综合图 7和
图 8可知，对于任何半径的钢轨，在横向荷载作用下，

TRD对其在垂向上的振动响应均有一定的抑制作用。

图 7 TRD安装前后横向固定谐振荷载作用下半径为 300 m
钢轨跨中的垂向位移频响函数

Fig. 7 Vertical FRF of rail with or without TRD at mid-span
point under a lateral fixed harmonic load（R=300 m）

图 6 TRD装配前后轨道钢轨垂向振动衰减率

Fig. 6 Vertical decay rate of the rail with or without TRD

图 8 横向固定谐振荷载作用下安装 TRD前后的不同半径
钢轨跨中的垂向位移频响函数

Fig. 8 Vertical FRF of the rail with or without TRD at mid-

span point with different radius subjected to a lateral
fixed harmonic load
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3. 4 移动谐振荷载作用下轨道的振动特性分析

为探究移动谐振荷载作用下 TRD对轨道振动

的抑制效果，本节计算了激振频率从 0到 1500 Hz的
垂向单位谐振荷载以 60 km/h的速度沿钢轨中心线

运动时，TRD安装前后钢轨跨中位置处（拾振点坐

标为 24 m）的时域垂向位移响应峰值，如图 9所示。

图 10和 11分别给出了激振频率为 250 Hz和 700 Hz
（与 TRD自振频率相同）时的垂向移动单位谐振荷

载作用下钢轨振动响应时程和频谱图，进一步探究

TRD的作用效果。

从图 9~11可以看出：

（1）移动谐振荷载作用下，荷载激振频率对钢轨

动力响应有显著影响。以钢轨的自振频率为界，当

移动荷载的激振频率小于钢轨的自振频率时，钢轨

的时域振动响应峰值随荷载激振频率的增大而增

大；当荷载激振频率大于轨道系统自振频率时，钢轨

的时域响应最大值随荷载激振频率的增大而减小。

当移动荷载的激振频率在轨道 pinned‑pinned共振频

率附近，钢轨的振动时域响应最大值得到显著提高。

（2）安装 TRD后，当移动荷载的激振频率小于

钢轨的自振频率时，钢轨振动的时域响应最大值有

一定程度的增加；当移动荷载的激振频率大于钢轨

自振频率时，TRD的安装明显减小了钢轨时域振动

响应峰值。且当移动荷载的激振频率等于 TRD的

自振频率和轨道系统的 pinned‑pinned共振频率时，

TRD对钢轨振动时域响应最大值的抑制作用更为

显著。

（3）当移动荷载激振频率与TRD的两阶自振频

率相同时，曲线钢轨在时域内的振动响应时长和幅

值均明显减小，TRD的减振效果显著。

（4）由频谱图可知，安装TRD后，钢轨振动响应

图 11 激振频率为 700 Hz的移动谐振荷载作用下的钢轨

振动响应图

Fig. 11 Vertical dynamic response of the rail at mid-span point
under a vertical moving harmonic load（f=700 Hz）

图 9 安装 TRD前后不同频率移动谐振荷载作用下的钢轨

跨中处时域位移响应最大值

Fig. 9 Rail’s vertical displacement amplitude in the time do‑
main under moving vertical harmonic load with differ‑
ent frequencies with or without TRD

图 10 激振频率为 250 Hz的移动谐振荷载作用下的钢轨

跨中处振动响应图

Fig. 10 Vertical dynamic response of the rail at mid-span
point under a vertical moving harmonic load（f=
250 Hz）
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峰值减小，且钢轨在TRD自振频率附近频段内的振

动响应呈现减小的趋势；在远离TRD自振频率的频

段中，钢轨的振动响应在安装 TRD 前后变化不

明显。

4 结 论

（1）TRD 对 由 于 离 散 支 承 引 起 的 曲 线 钢 轨

pinned‑pinned共振具有明显的抑制作用，同时能够

有效降低曲线钢轨在 TRD自振频率附近频段内的

振动响应。

（2）安装 TRD后，轨道系统的垂向钢轨振动衰

减率在较大频率范围内得到提升。在 TRD的自振

频率以及钢轨的一阶 pinned‑pinned共振频率处，钢

轨的振动衰减率显著提升，轨道系统的阻尼得到有

效地提高，对减小钢轨振动有积极作用。

（3）TRD的安装能有效抑制横向荷载作用下

钢轨的垂向振动响应，且其对半径不同钢轨的垂向

振动响应均有一定的抑制效果。

（4）垂向移动谐振荷载作用下，随激振频率的

增加，钢轨在时域内振动的垂向位移响应峰值先增

大后减小。当荷载激振频率高于轨道自振频率时，

TRD对轨道振动呈现抑制效果；且当荷载激振频率

与TRD自振频率、轨道 pinned‑pinned共振频率相等

时，TRD对钢轨振动的抑制效果尤为显著，钢轨振

动时长和幅值均明显减小。
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The influence of the tuned rail damper（TRD）on the dynamic response
of the curved track

TAN Xin-yu，LIU Wei-feng
（School of Civil Engineering，Beijing Jiaotong University，Beijing 100044，China）

Abstract: A curved track-TRD analytical model is established in this paper. The TRD has two natural frequencies and the curved
track is simulated by the discretely supported Timoshenko beam based on the theory of infinite-periodical structure. By using mode
superposition method in frequency domain，the dynamic response of one point on the track can be obtained by calculating the track
dynamic response at the corresponding point in a basic cell. After obtaining the dynamic response of the curved track-TRD model，
some conclusions can be drawn. TRD is effective on controlling the track vibration in a broad frequency range and restraining the
pinned-pinned resonance of the track. The rail decay rate increases after the TRD is installed. TRD can restrain the dynamic re‑
sponse of tracks with different radius. The dynamic response of the track under a moving harmonic load is reduced when the load
frequency is higher than the first order natural frequency of the track. The vibration response of the track is significant reduced when
the excitation frequency of the moving load is equal to the natural frequencies of the TRD or the frequency of the track pinned-

pinned resonance.

Key words: curved track；tuned rail damper；analytical model in frequency domain；dynamic characteristics；frequency response
function
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