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摘要: 为模拟人体行走过程中的力学行为，运用多刚体模型对人体进行简化建模，建立了四刚体‑四自由度的人

体动力学模型。运用欧拉‑拉格朗日方程的方法推导了动力系统摆动阶段动力学方程。为了使四刚体模型的

行走具有拟人性，使用贝塞尔曲线对驱动自由度的运动轨迹进行了规划，从而将多自由度的运动方程简化为

求解单自由度常微分方程的边界值问题。将数值模拟结果与试验和荷载模型进行对比，验证了所建立模型的

可行性。
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引 言

在建筑中，人体完成步行、跳跃、奔跑、屈伸、上

下楼梯等动作时，施加于结构上的动力作用可引起

工 程 结 构 的 振 动 ，严 重 时 会 影 响 结 构 的 正 常 使

用［1‑3］。例如英国伦敦千禧桥，由于结构设计时未重

视人致荷载对结构的影响［4］，低估了人与结构间的

相互作用［5］，在开放 3天后桥梁就因为严重的人致振

动问题而不得不关停。

以往对结构进行动力响应分析时，一般将人体

看作外部动荷载或附加质量［1］。但大量的试验数据

表明，即便是静止人体，对结构的作用也不能单纯等

效为静荷载。土木工程结构中人不仅作为外部荷载

激励结构，同时能够改变所在结构的频谱特性［6］。

Nimmen等［7］发现人体对结构动力特性的影响与姿

态有关；刘泽龙等［8］采用 IDA方法对教学楼进行地

震动响应分析，指出相较于空载和静止人群工况，结

构在运动人群工况下动力响应最大。在设计人群密

集的建筑结构时，需要对人与结构相互作用进行充

分考虑，确定一个合理的人体动力模型愈发重要。

基于人体行走时的物理特性所建立的运动模

型能反映人与结构间的相互作用。学者们对单质

点、倒立摆、多刚体等模型进行过研究。 Bocian
等［9］使用倒立摆模型进行人行桥系统动力计算，与

测力跑步机上实测足底力结果吻合较好；Qin等［10］

为支撑杆件添加时变刚度阻尼，得到可用于结构分

析的倒立摆模型。前述模型通过直接定义人体动

力属性代替行走过程中各体段姿态改变对运动的

影响，进而固定了模型的运动形式。其中经典的倒

立摆模型，刚性杆件无法产生变形，使得质心的运

动轨迹与实际值相差较大，进而造成了受力性能存

在较大差异。

人体正常运动时，骨骼以及附属肌肉颤动对运

动影响有限。将人体骨骼及外部组织视为刚体，人

体可划分为多个刚体组成的运动系统。多刚体模

型可以很好地再现人体运动轨迹。张梦诗等［11］通

过实测步行轨迹，利用十五刚体模型对人步行进行

轨迹重构并对比实测步行荷载，验证了多刚体模型

模拟步行荷载的可行性；Mazzoleni等［12］使用此类

模型完成人体跳跃荷载的重构。上述刚体模型通

过代入实测轨迹，得到拟合结果较好的步行荷载曲

线，研究思路与时域力荷载模型类似，但未建立模

型动力方程。

基于此，本文拟建立简化人体多刚体模型，类比

人体行走驱动模式，在各关节施加扭矩，并利用反馈

线性化控制方法调节模型扭矩输入，使模型能完成

拟人行走。模型忽略人体运动时变化幅度较小的躯

干，采用四刚体建模，对象分别为下肢的大小腿。并

建立摆动阶段的动力方程，求解模型行走时程。从

模型行走轨迹和力学性能出发，判断模型行走拟人

程度，并验证模型对不同身高、体重人体的适用性。
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1 模型建立

1. 1 动力学方程

正常人体行走单个步行周期为一侧下肢完成从

足跟着地到再次落地的过程，包括该下肢的支撑相

与摆动相。在忽略人体行走左右腿区别后，模型单

个行走周期定义为单腿完成一次摆动与碰撞切换过

程。将人体沿矢状面简化为平面内多刚体模型，以

描述人正常行走。

本文对人体进行简化，躯干及以上简化成单个

质点，大腿和小腿简化为四个均匀分布的刚性杆，编

号为 1~4，四个刚性杆之间以及支撑点与地面之间

连接为铰接，驱动力简化为集中在连接节点①~③
处的力矩。各物理量定义如图 1所示，其中大腿与

小腿等长，长度为 l，质量分别为 mt，ms，集中于刚体

质心，躯干与髋关节的集中质量为m1。根据欧拉‑拉
格朗日方程，建立模型摆动阶段运动方程如下：
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式中 q=[ θ，q2，q3，q4 ]T 为角位移，以逆时针转动

为正；θ表示髋关节节点③与模型触地点连线相对

于 y轴的角度，为欠驱动自由度；qa=[ q2，q3，q4 ]T，
分别为刚性杆 j（j=2，3，4）相对于刚性杆 j-1的转

动角度，为驱动自由度；M ( q )∈ R 4× 4 为惯性矩阵，

M11 为 惯 性 矩 阵 中 第 一 个 元 素 ；h 1 ( q，q̇ )∈ R 1×1，

h 2 ( q，q̇ )∈ R 3×1包含方程中离心力、科氏力和重力，

其表达式见附录，以及文献［13］；u=[ u1，u2，u3 ]T 为
模型各关节处独立驱动力矩；B ∈ R 4× 3为外力矩位

置矩阵，其数值根据广义力定义求得：
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1. 2 碰撞切换

多刚体系统发生碰撞过程时，常以模型碰撞后

的角速度作为未知量，假定碰撞前后模型位形不变，

根据冲量定理建立方程。但是这种方法计算量大，

且迭代不易收敛。实际上人作为一种智慧生物，其

在支撑腿蹬地与摆动腿足部完全触地过程中存在着

复杂的机制以使人体能够稳定地切换到下一步态。

模拟人体这种生物力学机制大大超出了本文的范

围，作者更关心切换的目标，即触地碰撞后任意一肢

的速度等于另外一肢的上一步初始速度。本文假定

这个目标能实现，不讨论如何实现这个目标。

2 模型行走

区别于传统结构动力学已知外界激励求解结构

响应的问题，行走模型运动方程（1）中驱动力矩 u并

不能预先知道，并且随意假定 u也不能使模型完成拟

人行走，甚至可能导致数值模拟失败。为了克服这

个困难，本文提出如下方法：对驱动自由度 qa在整个

摆动阶段的时程进行规划（在文中称为规划轨迹

qa，，d），代入式（1）可得对应此规划轨迹驱动力 u的时

程（此后称为规划力矩 ud）；考虑人与结构相互作用以

及人运动过程中可能受到的外部扰动（例如结构振

动、地震作用等），模型实际轨迹 qa与规划轨迹 qa，，d之

间可能产生误差，因此需要反馈线性化控制方法对

驱动力矩 u进行动态调整，以此完成模型行走仿真。

2. 1 步态规划

为使多刚体模型进行拟人行走，首先需对系统

进行步态规划。本文使用劳斯规约法进行步态规

划。劳斯规约法是一种几何降维法，针对对称性循

环动力系统，采用单个运动周期内具有单调特性的

循环变量作为系统基本变量，降低系统维度以达到

简化求解目的［14］。双足行走动力系统进行向前行走

行为时，支撑腿与地面间夹角 θ在单行走周期内具

有单调递减性，如图 1所示。利用此特性，将平面内

行走的多变量运动系统用 θ进行描述。

对于模型平面步行的摆动阶段，将驱动自由度

qa时程假定为变量 θ的函数，通常采用如下形式的

贝塞尔函数：

qa，d ( s) =∑
k= 0

n= 3

αa，k
3！

k！( 3- k )！
sk ( 1- s )3- k （3）

与初始定义的 qa相区分，式中 d表示规划量；

αa，k为规划系数，控制轨迹形状。以 q2，d为例，q3，d，q4，d
形式可类比：

q2，d ( s )= α2，0 ( 1- s )3 + 3α2，1 s ( 1- s )2 +
3α2，2 s2 ( 1- s )+ α2，3 s3 （4）

图 1 人体简化模型及扭矩作用形式

Fig. 1 Four rigid body model and torque action form for
human walking
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式中 s= θ- θ i
θ f - θ i

为关于 θ归一化的自变量，在单个

步行周期内满足 0≤s≤1；下标 i，f表示一步的初始

和结束状态，下同。α2，k为贝塞尔曲线系数，k=0~
3。将式（4）对时间求导可得：

q̇2，d =
θ̇

θ f - θ i
[ 3( α2，1 - α2，0 ) ( 1- s )2 + 6( α2，2 -

α2，1 ) ( s- s2 )+ 3( α2，3 - α2，2 ) s2 ] （5）
式中 s=0和 s=1对应模型周期的初始和终止时

刻，对 qa的边界条件有：

q2，d |s= 0 = q2i；q2，d |s= 1 = q2f （6）
q̇2，d |s= 0 = q̇2i；q̇2，d |s= 1 = q̇2f （7）

由式（4）~（7）可得：
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（8）

将驱动自由度规划轨迹 qa，，d代入式（1）后，可得

到关于变量 θ的单自由度运动方程：

M 11 θ̈+M 12 q̈a，d ( θ，θ̇，θ̈ )+ h 1 ( θ，θ̇ )= 0 （9）
注意，以上方程不仅需要满足初始条件，即：

|θ
t= 0
= θ i； |θ̇

t= 0
= θ̇ i （10）

还须满足模型单个行走周期的终止条件：

|θ
t= t f
= θ f； |θ̇

t= t f
= θ̇ f （11）

式中 tf为常微分方程（9）求解的终止时刻，其判断

依据为摆动腿末端与地面发生接触。

2. 2 单步行走状态

摆动腿末端判定与地面接触后，多刚体模型当

前行走周期结束，模型碰撞前的状态即为此行走周

期的终止状态 [ q f，q̇ f ]T。摆动腿触地判定条件为

y s ( q )= 0，ẏ s ( q，q̇ )< 0，ys 为摆动腿末端的 y 坐标

（刚体 4端点）。如图 2所示，摆动腿触地后，支撑腿

与摆动腿互换，相应的位形坐标转换关系可表示为：

q i ( n+ 1)= Tq f n （12）
其中：

T=
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（13）

假定人体以稳定的周期步态行走，即下一周期

内运动轨迹与上一周期的轨迹相同，各个行走周期

的起始状态间也存在对应关系，可表述为：

q i ( n+ 1)= q i n （14）
由式（12）和（14）可得单个行走周期内终止位形

和初始位形的关系：

q f n= T-1q i n （15）
单个行走周期内，模型的起始位形与终止位形

需满足式（15）。由于变量 qa与 θ间引入式（3）规划

的轨迹关系，原四刚体行走模型微分方程组简化为

仅关于 θ的常微分方程（9）。求解式（9）可得欠驱动

角度 θ的轨迹，归一化后代入式（3）得到此解对应驱

动自由度规划轨迹。根据贝塞尔曲线性质，驱动自

由度 qa初始与终止条件能自动满足，无需进行验证。

但是，qa的轨迹与欠驱动初始和终止状态相关。

变量 θ的初始与终止位形须满足式（15），本文

假定已知欠驱动初始角度，按式（15）确定欠驱动终

止角度。将 θ̇ i和 θ̇ f列为未知量，以按方程（9）计算得

到的终止值与预设终止值相等为目标进行迭代，从

而得到满足初始和终止边界条件的欠驱动角位移时

程，进而根据贝塞尔函数式（3）得到驱动自由度角位

移的规划时程 qa，d。

至此欠驱动行走步态规划可转化为如下问题。

在给定的 [ θ i，θ f ]T下，寻找特定的关于 θ的起始与终

止速度量 [ θ̇ i，θ̇ f ]T，使方程（9）存在满足边界条件的

可行解，并能同时满足一系列关于行走的不等式约

束：包括欠驱动角速度始终小于零，即 θ̇< 0；以及支

撑足与地面不发生滑动，即 | tan θ | < μ，上述约束能

保证多刚体模型行走时符合日常观测。

2. 3 反馈线性化控制

人体在静止地面上行走时，若外界环境不存在扰

动，则其能稳定地进行周期性行走。但实际上，人体

行走时存在受到外界扰动的可能性，尤其是在人‑结构

相互作用体系中，结构的动力响应会影响到人体行走

行为。在这种情形下，动力方程组（1）右侧存在扰动

力项，即关于欠驱动自由度 θ的动力方程（9）右侧存在

图 2 前后步位形切换

Fig. 2 Shape between front and rear steps
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扰动力。对人体行走这一动力系统引入控制器，动态

调整系统的输入扭矩 u，以减小各驱动自由度与预设

的规划轨迹间因外部扰动导致的误差。

如图 3所示为模型控制器的设计思路，动力系统

的输出为误差函数 y= qa- qa，d。由于输出 y与输入

u间的强非线性，本文使用反馈线性化方法，将 u设

计为由规划轨迹相关的前馈项，以及与 y相关的反馈

项构成，使系统的实际输出与规划轨迹的误差 y，关

于 y的一阶、二阶导数均为零，详见文献［15］。

2. 4 人-结构相互作用

本文的目的是建立人体行走的多刚体模型，人

与结构相互作用并不是本文的研究重点，但本文的

基本方法可以直接考虑人与结构的相互作用。下面

仅从概念上对人与结构相互作用进行讨论。以地面

为绝对坐标系建立动力学方程，可得到人与结构耦

合的运动方程：

ì
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ïïïï

ïïïï

M s ẍ+ C s ẋ+ K s x= F h

M h q̈+ H ( )q，q̇ = Bu+ ∂r st
∂q ( )-F h +∑

i= 1

n= 5 ∂r i
∂q F i

（16）
式中 Ms，Cs，Ks，分别表示结构质量、阻尼和刚度矩

阵列；x表示人致荷载作用下结构动力响应；Fh为模

型行走足底力，作用点为人体与结构接触处；足底力

的反作用力转化为广义力后变为零，即模型运动方

程右侧第二项为零。结构发生振动时，人体模型相

对坐标系原点运动，模型作为运动于结构上物体，各

质心处存在由结构产生的惯性力，F i=[ Fxi，Fyi ]T表
示模型所受惯性力，i= 1，2，⋯，5，更具体的可见文

献［13］。结构的振动将会影响到模型的实际行走轨

迹，同时会改变四刚体模型对楼面的作用力，体现了

人‑结构间的相互作用。

3 模型仿真

步行是人通过下肢双足的交替动作移动机体的

活动。步态分析利用生理学知识和力学概念等，对

不同人步行时的姿态、行为特征进行分析对比。常

用的步态分析参数包括行走时间参数如行走频率、

行走时间、双足支撑期占比；时空参数如下肢关节运

动角度时程，行走步长；动力学参数如人行激励力、

关节输入扭矩等。通常针对人与结构行为进行力学

分析时，更关注人致荷载在建筑结构中可能引起的

共振现象，对人行走频率更为敏感。相应地，在建立

荷载模型时，其模型参数也表达为以人行频率作为

自变量的函数。因此，本文进行模型行走轨迹和力

学性能的结果验证时，同样以人行频率作为自变量。

对四刚体双足行走模型进行仿真验证，行走模

型参数如表 1所示。设定模型质量参数时，参考中

国男性青年人体体段质心位置［16］，以及中国男性青

年质量分布［17］。为保持模型质心位置与正常人体一

致，参考二自由度行走模型［10］，将大小腿长度定为

0.6 m，模型行走时质心位于 1.02 m附近，详见图 1。
表 2展示步速为 1.12 m/s时，一种可行的初始和终

止状态值。

3. 1 模型仿真步态对比

图 4为多刚体模型在其行走周期内的运动轨

迹。为与人体步行轨迹进行对比分析，图中展示了

多刚体模型两个行走周期。可以看出，与实际人行

走时运动轨迹相比，多刚体模型能够较好地模拟人

体的运动特征：右膝屈曲角度增加至最大值，左腿完

成抬腿动作；右膝屈曲角度逐渐减小，此时模型质心

位于右腿上方；在右腿站立相后期，大腿与小腿间相

对角度接近于零，摆动腿左腿接近触地；摆动腿切换

后，右腿迈步相开始，其膝关节屈曲角度变大，并加

图 3 控制器结构

Fig. 3 Controller structure

表 1 模型物理参数

Tab. 1 Parameters of four rigid body model

参数

大(小)腿长 l

上部人体质量m1

大腿质量mt

小腿质量ms

总质量

单位

m
kg
kg
kg
kg

数值

0.6
45
9
3
69

表 2 步速 1. 12 m/s的初始和终止状态值

Tab. 2 Initial and terminal state values of walking speed
at 1. 12 m/s

变量

θ

q2
q3
q4

θ̇
q̇2
q̇3
q̇4

单位

rad
rad
rad
rad
rad/s
rad/s
rad/s
rad/s

初值

0.314
0.019
-0.506
-0.224
-1.087
5.837
1.213
-8.105

终值

-0.294
0.224
0.506
-0.019
-1.2
5.9
-3
2
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速向前摆动；右肢达到膝关节最大屈曲位置，此时摆

动腿右腿刚与支撑腿左腿发生交错；摆动相后期，髋

关节达到最大屈曲角度，右腿触地。

图 5为各自由度在单个行走周期内的时程，与

事先约定的相同，欠驱动角度 θ在仿真时呈现出单

调性；q2形状类似于正弦曲线；q3为两大腿间相对角

度，在行走时，摆动腿向前，则 q3角逐步增大，在触地

前摆动腿回落，此时 q3角减小；q4始终小于零。

建模时对人体步态进行若干简化，实际上多刚

体模型的行走在忽略了左右腿区别后，周期为实际

人体行走周期的一半。图 6展示了通过捕捉髋关

节、膝关节处标记点运动轨迹，利用图像识别技术得

到支撑腿的完整周期角度时程。对比多刚体模型行

走时的时程曲线，证实了模型行走轨迹的拟人性。

上述表达为针对人行走步态的主观描述，表 3
为模型步态量化指标。以一名青年男性为受试对

象，在平整且大小合适的鞋底放置测力鞋垫，对人体

周期行走时的力学性能进行测试，更详细的方案见

文献［18］。在步态参数的描述中，步长、步频、步速

满足两种数据即说明当前步态与对应实测人行走步

态拟合较好。荷载峰值因子由荷载时程峰值与人体

自重计算得到，表征模型力学性能，观察到刚体模型

与实测和荷载模型在相同频率情况下吻合较好。

3. 2 模型足底力验证

许多学者尝试直接对人行足底力进行测量，本文

采用文献［19］中由中国人体步行数据拟合得到的傅

里叶级数荷载模型，来表示单步步行竖向荷载曲线：

fx，y ( t )= G
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúα0 +∑

i= 1

n

αn sin (
2πi
T
t+ φn ) （17）

式中 n为模型阶数；αn，φn称为第 n阶动载因子和

相位角，详见文献［19］。

如图 7所示为在给定四种不同步行频率的情况

下，单步行走的竖向荷载规则化时程曲线的对比。

可以观察到，刚体模型的步频与步长能较好地与实

测模型吻合，且竖向荷载曲线呈现出“M”型，与实测

差距较小，总体在可接受范围内。竖向荷载峰值与

两类模型对比吻合较好，但后续的峰谷及第二峰值

有一定差距。以图 7（a）为例，对比实测值数据，竖

向荷载峰值相差在 10%以内，图中峰谷相差 25%，

图 5 各个自由度 q在一个行走周期内的时程曲线

Fig. 5 Time history for rotation angle of each degree-
of-freedom q given a walking cycle

表 3 步态参数对比

Tab. 3 Gait parameter comparison

步态参数

步长/m
步频/Hz
步速/( m·s-1)

竖向荷载峰值因子

刚体

模型

0.7151
2.03
1.453
1.234

实测 [18]

0.695
2

1.39
1.285

荷载模型 [19]

-

2
-

1.245

图 4 逐帧人体模型行走图

Fig. 4 Schematic drawing of human walking during one cycle
frame by frame

图 6 周期行走角度时程对比

Fig. 6 Periodic walking angle comparison
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第二峰值相差 5%。

3. 3 模型参数化分析

为观察人体身高体重对行走荷载时程的影

响，进行模型的不确定性仿真。选取 1.56 Hz时模

型的初始与终止状态，对杆长与各集中质量进行

参 数 摄 动 ，观 察 模 型 完 成 十 步 周 期 行 走 的 仿 真

结果。

图 8分别展示模型杆长与质量变化对行走力学

性能的影响。在相同初始与终止状态下，杆长改变

会影响行走步频，而步频变化导致竖向力与水平力

大小发生变化。在相同的步态规划和质量分布情况

下，呈比例更改体重对规则化地面接触力影响较小。

3. 4 模型扰动分析

在模型上施加 EL Centro 波竖向分量，比较

0.1g，0.05g峰值加速度时模型荷载响应，动力方程

如下：

Mq̈+ H ( q，q̇ )= Bu+ ∂r
∂q FE （18）

式中 FE为地震作用，各质心处地震作用为 FE i=
-mi ẍ g；r表示地震作用定位向量，ri为模型质心处坐

标。图 9为模型存在竖向扰动时，模型地面接触力的

变化。对比无扰动时的仿真结果，可观察到在 0.1g
峰值加速度情况下，竖向地面接触力规则化峰值增

大 3%，在一定大小竖向扰动下模型能稳定行走。

图 8 模型参数仿真

Fig. 8 Model parametric simulation

图 7 不同步频竖向力时程对比

Fig. 7 Comparison of vertical forces at different walking fre‑
quencies
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4 结 论

本文通过将人体沿矢状面进行简化，建立四刚

体行走模型，对人行走这一行为进行模拟。结果显

示，模型行走行为符合日常经验，竖向规则化力基本

能够反映人的行走力学性能，峰值大小与试验结果

吻合较好，可运用于人与结构相互作用数值模拟计

算中。
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Four rigid-body model for human walking and its walking load analysis
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Abstract: In order to simulate the mechanical behavior of the human body during walking，the multiple-rigid-body model was used to
simplify the human bipedal walking behavior，and a four-rigid body，four-degrees-of-freedom human body dynamic model was estab‑
lished. The dynamic equation of motion during the swing phase of the dynamic system was derived using Euler-Lagrange equation. In
order to mimic the real human locomotion behavior，the Bézier curve was used to plan the trajectory of the driving degree-of-freedom，

and the multiple degrees-of-freedom equations of motion was simplified into a single degree-of-freedom system which was solved as a
boundary value problem. The numerical simulation results were compared with the actual test and the load model，reasonable feasibili‑
ty was verified.
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附 录

M矩阵以及 h1和 h2表达式，如果直接用变量 q表示方程组（1）中的M，h项，公式将过于复杂。令 p= Aq

A=

é
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ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê
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ú
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ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú1 - 12 0 0

1 1
2 0 0

1 1
2 1 0

1 1
2 1 1

则M ( q) = ATD ( p) A，h ( q，q̇) = ATH ( p，ṗ) A，D矩阵与M矩阵均为对称阵，仅列出一半。关于 D

矩阵内各元素为：
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d 11 = (m 1 + 2m t +
5
4 m s) l 2，d 12= (m 1 +

3
2 m t + m s) l 2 cos ( p1 - p2)，

d 13 =-( 12 m t + m s) l 2 cos ( p1 - p3)，

d 14 =-
1
2 m s l 2 cos ( p1 - p4)，d 22 = (m 1 +

5
4 m t + m s) l 2，d 23 =-( 12 m t + m s) l 2 cos ( p2 - p3)，

d 24 =-
1
2 m s l 2 cos ( p2 - p4)，d 33 = ( 14 m t + m s) l 2，d 34 =- 12 m s l 2 cos ( p3 - p4)，d 44 = 1

4 m s l 2。

H矩阵内各元素为：

H 1 ( p，ṗ) = (m 1 +
3
2 m t + m s) ṗ22 l 2 sin ( p1 - p2 )- ( 12 m t + m s) ṗ23 l 2 sin ( p1 - p3) - 1

2 m s l 2 ṗ24 sin ( p1 -

p4) - lg (m 1 + 2m t +
3
2 m s) sin p1，

H 2( p，ṗ) =-m 1 l 2 ṗ21 sin ( p1 - p2) - 1
2 m t l 2[ ]3ṗ21 sin ( p1 - p2) + ṗ23 sin ( p2 - p3) -

1
2 m s l 22 [ ]ṗ21 sin ( p1 - p2) + 2ṗ23 sin ( p2 - p3) + ṗ24 sin ( p2 - p4) - lg (m 1 +

3
2 m t + m s) sin p2，

H 3 ( p，ṗ) = 1
2 m t l 2 ṗ [ ]2

1 sin ( p1 - p3) + ṗ22 sin ( p2 - p3) + 1
2 m s l 2[2ṗ21 sin ( p1 - p3) + 2ṗ22 sin ( p2 - p3)

- ṗ24 sin ( p3 - p4) ]+ lg ( 12 m t + m s) sin p3，
H 4 ( p，ṗ) =-12 m s l 2[ ]ṗ21 sin ( )p1 + p4 + ṗ22 sin ( )p2 + p4 + ṗ23 sin ( )p3 - p4 + 1

2 m s lg sin p4。
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