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摘要: 分数阶导数模型是描述黏弹性材料本构关系的理想模型。进行了分数阶导数线性系统非平稳随机振动的灵

敏度分析。建立分数阶导数系统动力响应的时域显式表达式；采用灵敏度分析的直接求导法或伴随变量法，推导系

统动力响应灵敏度的时域显式表达式；提出分数阶导数系统响应统计矩灵敏度高效计算的时域显式方法。所提出

的基于直接求导法和伴随变量法的时域显式方法，分别适用于少设计变量和多设计变量两种情况下的响应统计矩

灵敏度分析。以非平稳地震激励下设置分数阶导数黏弹性阻尼器的层剪切结构为数值算例，验证了所提方法的计

算精度和计算效率。
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引 言

理论和实验研究表明，分数阶导数模型能够同

时模拟黏弹性材料的应力松弛特性和蠕变特性，是

描述黏弹性材料本构关系的理想模型［1⁃2］。近年来，

在结构振动领域，分数阶导数模型已被广泛用于描

述黏弹性阻尼器的力学行为［3⁃5］。

分数阶导数系统的随机振动分析已引起了不少

学者的关注。Spanos和 Zeldin［6］提出了分数阶导数

线性系统平稳随机振动的频域分析方法。Agraw⁃
al［7］给出了分数阶导数单自由度线性系统平稳或非

平稳随机振动的时域解析解答。Di Paola等［8］基于

Lyapunov矩方程法求解了分数阶导数线性振子的

平稳或非平稳随机响应。上述研究属于线性随机振

动分析范畴。在非线性随机振动分析方面，Spanos
和 Evangelatos［9］利用蒙特卡罗模拟和统计线性化法

分别求解了平稳白噪声激励下分数阶导数非线性振

子的响应统计量。孙春艳和徐伟［10］借助随机平均法

和统计线性化法，研究了分数阶导数单自由度非线

性系统在平稳白噪声下的响应功率谱密度估计。

Xu和 Li［11］采用概率密度演化法对设置分数阶导数

黏弹性阻尼器的单自由度非线性随机结构进行了动

力可靠度分析。更多关于分数阶导数系统随机振动

分析的研究可参考文献［12⁃14］。

灵敏度分析是结构优化、模型修正和结构损伤

识别等问题面临的重要课题。Kobelev［15］研究了分

数阶导数线性非保守系统的失稳临界荷载灵敏度。

Martinez ⁃Agirre和 Elejabarrieta［16］求解了分数阶导

数悬臂梁线性结构的特征值和特征向量灵敏度。

Lewandowski和 Łasecka⁃Plura［17］研究了设置分数阶

导数黏弹性阻尼器线性结构的动力特性灵敏度。Li
等［18］和Yun等［19］对黏弹性阻尼线性系统进行了动力

响应灵敏度分析，他们的方法同样适用于分数阶导

数系统。上述研究仅考虑了分数阶导数线性系统动

力特性或确定性动力响应的灵敏度，而针对分数阶

导数系统随机振动灵敏度问题的研究目前尚未见到

有文献报道。另一方面，黏性阻尼线性系统随机振

动灵敏度问题的研究则相对成熟，相关研究可参考

文献［20⁃21］。

近年来提出的一类非平稳随机振动时域显式方

法［22⁃25］，通过构建结构动力响应及其灵敏度的时域

显式表达式，能够在时域内直接建立非平稳响应统

计矩及其灵敏度的显式列式，实现任意时刻和自由

度的降维计算，并应用于非平稳随机激励下的结构

拓扑优化，具有理想的计算精度和计算效率。在上

述研究的基础上，本文将时域显式方法进一步发展

应用于分数阶导数线性系统的非平稳随机振动灵敏
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度分析。首先构建分数阶导数系统动力响应的时域

显式表达式；进而采用灵敏度分析的直接求导法或

伴随变量法，推导系统动力响应灵敏度的时域显式

表达式；最终利用统计矩的运算规律，建立系统非平

稳响应统计矩灵敏度的时域显式列式。以非平稳地

震激励下设置分数阶导数黏弹性阻尼器的层剪切结

构为数值算例，验证了所提方法的计算精度和计算

效率。

1 分数阶导数系统动力响应时域显式

表达式

分数阶导数多自由度线性系统的运动方程可以

表达如下：

MÜ ( t )+ CU̇ ( t )+ KU ( t )+
C α Dα

tU ( t )= LF ( t ) （1）
式中 M，C，K和 C α 分别为质量矩阵、黏性阻尼矩

阵、刚度矩阵和分数阶导数阻尼矩阵；U ( t )，U̇ ( t )和
Ü ( t )分别为位移向量、速度向量和加速度向量；

Dα
tU ( t )表示对位移向量 U ( t )关于时间 t求 α ( 0≤

α< 1 )阶导数；F ( t )为非平稳随机激励；L为随机激

励定位向量。

分数阶导数的定义有很多种，其中最常用的有

Riemann ⁃ Liouville（RL）定义、Caputo（C）定义和

Grunward⁃Letnikov（GL）定义。GL定义在数值计

算中是最适用的，它可以表达为［26］：

Dα
tU ( t )= lim

Δt→ 0
nΔt= t

( Δt )-α∑
k= 0

n

GLkU ( t- kΔt ) （2）

式中 Δt为时间步长；n为时间步数；GLk 为 GL系

数，它可以表达为［9］：

GLk=(-1 )k( )αk = Γ ( k- α )
Γ (-α )Γ ( k+ 1 )

，

0≤ k≤ n （3）
式中 Γ ( · )表示 Gamma函数。利用 Gamma函数

的性质，GL系数可以用如下递推关系式进行计算：

GL 0=1，GLk=
k- α-1

k
GLk-1，1≤ k≤ n （4）

定义分数阶导数系统的状态向量如下：

V ( t )=[U T ( t ) U̇ T ( t ) Dα
tU T ( t ) ]T （5）

采用 Newmark⁃β数值积分法求解式（1），能够

推导得到系统状态向量的递推公式为（推导过程见

附录）：

V i= Q 1 LFi- 1 + Q 2 LFi+ TV i- 1 +

T 1∑
k= 1

i

wkV i- k， 1≤ i≤ n （6）

式 中 wk=(Δt )-αGLk ( 0≤ k≤ n )；V i= V ( ti )，

V i- 1 = V ( ti- 1 )，V i- k= V ( ti- k )，Fi= F ( ti )，Fi- 1 =
F ( ti- 1 )，其 中 ti= iΔt，ti- 1 =( i- 1 )Δt，ti- k=( i-
k ) Δt；Q 1，Q 2，T和 T 1只与结构参数有关，它们的表

达式以及推导过程见附录。

不 失 一 般 性 ，假 定 V 0 = V ( 0 )= 0 和 F 0 =
F ( 0 )= 0，基于式（6）能够推导得到系统状态向量的

时域显式表达式为：

V i= A i，1F 1 + A i，2F 2 +⋯+ A i，i F i=
A iF [ i ]，1≤ i≤ n （7）

式中 F [ i ]=[ F 1 F 2 ⋯ Fi ]T；A i=[ A i，1 A i，2 ⋯
A i，i ]，其中系数向量 A i，j ( 1≤ j≤ i≤ n )可以由以下

闭合公式进行计算：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

A 1，1 = Q 2 L

A 2，1 =(TQ 2 + Q 1 ) L+ w 1T 1A 1，1

A i，1 = TA i- 1，1 + T 1∑
k= 1

i- 1

wkA i- k，1， 3≤ i≤ n

A i，j= A i- 1，j- 1， 2≤ j≤ i≤ n

（8）

根据式（8）所揭示的系数向量之间的内在关系，

仅系数向量 A i，1 ( 1≤ i≤ n )需要计算和存储，其余

系数向量均可以用 A i，1 ( 1≤ i≤ n )表示。应当指

出，系数向量 A i，1具有明确的物理意义，它表示在 t1
时刻作用的单位脉冲激励 f ( t )（如图 1所示）下系统

在 ti时刻的状态向量。因此，系数向量 A i，1 ( 1≤ i≤
n )的计算量相当于对分数阶导数系统进行 1次响应

时程分析。

一般而言，人们只关注系统的某些关键响应，并

不需要求出系统中所有的响应。假设 ri为所关注的

关键响应，如位移响应、速度响应、位移响应分数阶

导数或构件内力响应等，则由式（7）能够得到关键响

应 ri的时域显式表达式为：

ri= qTV i= ari，1F 1 + ari，2F 2 +⋯+ ari，i F i=
a riF [ i ]，1≤ i≤ n （9）

式 中 a ri=[ ari，1 ari，2 ⋯ ari，i ]，其 中 ari，j= qTA i，j

( 1≤ j≤ i≤ n )；q=[ qTD qTV qTα ]T 为转换向量，其

中 qD，qV和 qα 分别为针对位移响应、速度响应和位

移响应分数阶导数的转换向量。当 ri 为 V i 中的某

一位移响应、速度响应或位移响应分数阶导数时，q

中除与该位移响应、速度响应或位移响应分数阶导

数对应的元素为 1外，其余元素均为 0。当 ri为某一

构件内力响应时，q依赖于相应的本构关系。

图 1 单位脉冲激励 f ( t )
Fig. 1 The unit impulse excitation f ( t )
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2 基于直接求导法的动力响应灵敏度

时域显式表达式

假设 θ为分数阶导数系统中的一个设计参数，

则对运动方程（1）两端同时关于参数 θ求导能够得

到以下灵敏度方程：

M
∂Ü ( t )
∂θ + C

∂U̇ ( t )
∂θ + K

∂U ( t )
∂θ +

C α

∂Dα
tU ( t )
∂θ = ∂L

∂θ F ( t )-[
∂M
∂θ Ü ( t )+

∂C
∂θ U̇ ( t )+

∂K
∂θ U ( t )+

∂C α

∂θ D
α
tU ( t ) ] （10）

式中 ∂M ∂θ，∂C ∂θ，∂K ∂θ，∂C α ∂θ和 ∂L ∂θ分别为

矩 阵 M，C，K，C α 和 L 关 于 参 数 θ 的 灵 敏 度 ；

∂U ( t ) ∂θ，∂U̇ ( t ) ∂θ，∂Ü ( t ) ∂θ 和 ∂Dα
tU ( t ) ∂θ 分 别

为响应向量U ( t )，U̇ ( t )，Ü ( t )和Dα
tU ( t )关于参数 θ

的灵敏度。

由式（10）可以看出，灵敏度方程的求解依赖于

运动方程（1）的求解。由式（1）可将 Ü ( t )表达为：

Ü ( t )=M-1 [ LF ( t )- C α Dα
tU ( t )- CU̇ ( t )-

KU ( t ) ] （11）
将式（11）代入式（10）可得：

M
∂Ü ( t )
∂θ +C ∂U̇ ( t )∂θ +K ∂U ( t )∂θ +C α

∂Dα
tU ( t )
∂θ =

L 1F ( t )+L 2V ( t ) （12）
式中 V ( t )如式（5）所示；L 1和 L 2可以表达为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

L 1=
∂L
∂θ-

∂M
∂θ M

-1 L

L 2=
é
ë
êêêê
∂M
∂θ M

-1K-∂K∂θ
∂M
∂θ M

-1C-∂C∂θ
ù
û
úúúú

∂M
∂θ M

-1C α-
∂C α

∂θ

（13）

对比式（1）和式（12）可知，灵敏度方程和运动方

程在形式上是一致的。因此，与式（6）类似，系统状

态向量灵敏度的递推公式可以表达为：

∂V i

∂θ = Q 1 ( L 1Fi- 1 + L 2V i- 1 )+ Q 2 ( L 1Fi+ L 2V i )+

T
∂V i- 1

∂θ + T 1∑
k= 1

i

wk

∂V i- k

∂θ ， 1≤ i≤ n （14）

假定系统的初始条件为 V 0 = 0，并且初始条件

与设计参数 θ无关，即 ∂V 0 ∂θ= 0，则基于式（6）和

（14）能够推导得到系统状态向量灵敏度的时域显式

表达式为：

∂V i

∂θ = B i，1F 1 + B i，2F 2 +⋯+ B i，i F i=

B iF [ i ]，1≤ i≤ n （15）

式中 F [ i ]=[ F 1 F 2 ⋯ Fi ]T；B i=[ B i，1 B i，2 ⋯ B i，i ]，
其中系数向量 B i，j ( 1≤ j≤ i≤ n )可以由以下闭合

公式进行计算：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

B 1，1 = Q 4

B 2，1 = TQ 4 + Q 3 + w 1T 1B 1，1 + T 2A 1，1 + w 1T 3A 1，1

B i，1 = TB i- 1，1 + T 1∑
k= 1

i- 1

wkB i- k，1 + T 2A i- 1，1 +

T 3∑
k= 1

i- 1

wkA i- k，1， 3≤ i≤ n

B i，j= B i- 1，j- 1， 2≤ j≤ i≤ n

（16）
式中：

Q 3 = Q 1 L 1 + Q 2 L 2Q 1 L， Q 4 = Q 2 L 1 + Q 2 L 2Q 2 L，

T 2 = Q 1 L 2 + Q 2 L 2T， T 3 = Q 2 L 2T 1 （17）
与式（8）类似，式（16）同样揭示了系数向量

B i，j ( 1≤ j≤ i≤ n )之间的内在关系，仅 B i，1 ( 1≤ i≤
n )需要进行计算和存储，其余系数向量均可以用

B i，1 ( 1≤ i≤ n )表示。与 A i，1 类似，系数向量 B i，1 同

样具有明确的物理意义，它表示在 t1时刻作用的单

位脉冲激励 f ( t )（如图 1所示）下，系统在 ti时刻的状

态向量灵敏度。因此，系数向量 B i，1 ( 1≤ i≤ n )的
计算量相当于对分数阶导数系统进行 1次响应灵敏

度时程分析。

记式（9）中关键响应 ri 关于参数 θ的灵敏度为

∂ri ∂θ，则由式（15）可得 ∂ri ∂θ的时域显式表达式为：

∂ri
∂θ = qT

∂V i

∂θ = bri，1F 1 + bri，2F 2 +⋯+ bri，i F i=

b riF [ i ]， 1≤ i≤ n （18）
式 中 b ri=[ bri，1 bri，2 ⋯ bri，i ]，其 中 bri，j= qT B i，j

( 1≤ j≤ i≤ n )。
假设考虑 m个设计参数，则基于直接求导法构

建关键响应 ri关于所有参数灵敏度的时域显式表达

式，计算量相当于对分数阶导数系统进行 m次响应

灵敏度时程分析。当所涉及的设计参数数目较多

时，上述方法计算量较大，此时可基于伴随变量法构

建关键响应灵敏度的时域显式表达式。

3 基于伴随变量法的动力响应灵敏度

时域显式表达式

设 r ( ~t )为所关注
~
t时刻的位移响应或构件内力

响应，则响应 r ( ~t )可以表达为以下积分形式：

r ( ~t )= qTDU (
~
t )=∫

0

td

qTDU ( t ) δ ( t-
~
t ) dt （19）

式中 td为位移响应U ( t )的持续时长；qD为针对位

移响应的转换向量；δ ( · )为Dirac函数。

为了计算响应 r ( ~t )关于参数 θ的灵敏度，引入
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一 任 意 伴 随 向 量 λ ( t )，并 定 义 一 个 新 的 变 量

ψ ( ~t )为：

ψ ( ~t )= r ( ~t )+∫
0

td

λT ( t ) [ MÜ ( t )+ CU̇ ( t )+

KU ( t )+ C α Dα
tU ( t )- LF ( t ) ] dt （20）

由于运动方程（1）在任意时刻恒成立，ψ ( ~t )恒等

于 r ( ~t )，所以它们关于参数 θ的灵敏度也恒等，即：

∂ψ ( ~t )
∂θ = ∂r ( ~t )

∂θ （21）

对式（20）左右两端同时关于参数 θ求导，并进

行分部积分，整理后可得：

∂ψ ( ~t )
∂θ =∫

0

td ∂qTD
∂θ U ( t ) δ ( t-

~
t ) dt+

∫
0

td

λT ( t ) é
ë
êêêê
∂M
∂θ Ü ( t )+

∂C
∂θ U̇ ( t )+

∂K
∂θ U ( t )+

∂C α

∂θ D
α
tU ( t )-

∂L
∂θ F ( t )

ù
û
úúúú dt+

∫
0

tdé

ë

ê

ê
êê
ê

ê
λ̈T ( t )M- λ̇T ( t )C+ λT ( t ) K+

lim
Δt→0

nΔt= td- t

∑
k=0

n

wk λT ( t+ kΔt )C α+ qTD δ ( t-
~
t )
ù

û

ú
úú
ú
ú
ú ∂U ( t )

∂θ dt+

|

|

|
||
|
|
|

λT ( t )M ∂U̇ ( t )
∂θ

td

0

-
|

|

|
||
|

λ̇T ( t )M ∂U ( t )
∂θ

td

0

+

|

|

|
||
|

λT ( t )C ∂U ( t )∂θ

td

0

（22）

尽管式（22）对任意的伴随向量 λ ( t )都成立，但

为了避免计算位移向量的灵敏度 ∂U ( t ) ∂θ，可选择

一伴随向量以消除其中含 ∂U ( t ) ∂θ的积分项，得到

以下伴随方程：

Mλ̈ ( t )- Cλ̇ ( t )+ Kλ ( t )+

C α lim
Δt→ 0

nΔt= td - t

∑
k= 0

n

wk λ ( t+ kΔt )=-qDδ ( t-
~
t ) （23）

假定系统的初始位移和速度与设计参数 θ无

关 ，则 有 ∂U ( 0 ) ∂θ= ∂U̇ ( 0 ) ∂θ= 0。 同 时 ，令 式

（22）的后三项均等于 0，得到以下终值条件：

λ ( td )= 0， λ̇ ( td )= 0 （24）
此时，式（23）和（24）组成一个关于伴随向量

λ ( t )的终值问题。为求解该问题，可采用变量代换

s= td - t将终值问题转换成初值问题，即：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

M
d2Λ( s )
ds2

+ C
dΛ( s )
ds + KΛ( s )+

C α Dα
s Λ( s )= P ( s )

Λ( 0 )= 0，
dΛ( 0 )
ds = 0

（25）

式 中 P ( s )=-qDδ ( s-
~
s ) 表 示 在 时 刻 s= ~

s=

td -
~
t作用的脉冲激励；伴随向量 Λ( s )= λ ( td - s )；

Dα
s Λ( s )表示对 Λ( s )关于 s求 α ( 0≤ α< 1 )阶导数，

可表达为：

Dα
s Λ( s )= lim

Δt→ 0
nΔt= s

∑
k= 0

n

wkΛ( s- kΔt ) （26）

对比伴随方程（25）和运动方程（1）可知两者在

形式上是一致的，所以式（25）同样可以采用 New⁃
mark⁃β数值积分法进行求解。一旦获得伴随向量

Λ( s )= Λ( td - t )= λ ( t )后，由式（21）和（22）即可得

到响应 r ( ~t )的灵敏度为：

∂r ( ~t )
∂θ =∫

0

td ∂qTD
∂θ U ( t ) δ ( t-

~
t ) dt+

∫
0

td

ΛT ( td - t ) é
ë
êêêê
∂M
∂θ Ü ( t )+

∂C
∂θ U̇ ( t )+

∂K
∂θ U ( t )+

∂C α

∂θ D
α
tU ( t )-

∂L
∂θ F ( t )

ù
û
úúúú dt （27）

若关注时刻
~
t= ti= iΔt的响应 ri= r ( ti ) ( 1≤

i≤ n )，为简单起见，可令 td = ti+ 1 =( i+ 1 )Δt，此时

P ( s )表示在时刻 s=Δt作用的脉冲激励。假定

U ( 0 )= U̇ ( 0 )= 0 和 F ( 0 )= 0，由式（1）和（2）可知

Ü ( 0 )= 0和 Dα
tU ( 0 )= 0，又因为 Λ( 0 )= 0，所以式

（27）可以采用梯形积分公式求解如下：

∂ri
∂θ =

∂qTD
∂θ U i+∑

k= 1

i

ΛT
i- k+ 1 ( ∂M∂θ Ü k+

∂C
∂θ U̇ k+

∂K
∂θ U k+

∂C α

∂θ D
α
tU k-

∂L
∂θ Fk) Δt，

1≤ i≤ n （28）
式中 Λ i- k+ 1 = Λ( ti- k+ 1 ) ( 1≤ k≤ i≤ n )。

由式（11）可知：

Ü k=M-1 ( LFk- C α Dα
tU k- CU̇ k- KU k )，

1≤ k≤ i≤ n （29）
将式（29）代入式（28）可得：

∂ri
∂θ =

∂qTD
∂θ U i-∑

k= 1

i

ΛT
i- k+ 1 ( L 1Fk+ L 2V k ) Δt，

1≤ i≤ n （30）
式 中 V k=[U T

k U̇ T
k Dα

tU T
k ]T ( 1≤ k≤ i≤ n )；L 1

和 L 2如式（13）所示。

由式（7）可得响应U i的时域显式表达式为：

U i= AU
i，1F 1 + AU

i，2F 2 +⋯+ AU
i，i F i=

AU
i F [ i ]，1≤ i≤ n （31）

式中 AU
i =[ AU

i，1 AU
i，2 ⋯ AU

i，i ]，其中 AU
i，j 取自系

数向量A i，j ( 1≤ j≤ i≤ n )中相应于U i的列向量。

将式（7）和（31）代入式（30）可得响应灵敏度

∂ri ∂θ的时域显式表达式为：
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∂ri
∂θ =

~
b
r

i，1F 1 +
~
b
r

i，2F 2 +⋯+ ~
b
r

i，i F i=
~
b
r

iF [ i ]，

1≤ i≤ n （32）

式中
~
b
r

i=[
~
b
r

i，1
~
b
r

i，2 ⋯ ~
b
r

i，i ]，其中：

~
b
r

i，j=
∂qTD
∂θ A

U
i，j-( ΛT

i- j+1 L 1+∑
k= j

i

ΛT
i-k+1 L 2A k，j ) Δt，

1≤ j≤ i≤n （33）
由式（8）所揭示的系数向量 A i，j ( 1≤ j≤ i≤ n )

之间的内在关系，可将式（33）改写成：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

~
b
r

i，1=
∂qTD
∂θ A

U
i，1-( ΛT

i L 1+∑
k=1

i

ΛT
i- k+1 L 2A k，1 ) Δt，

1≤ i≤n
~
b
r

i，j=
~
b
r

i-1，j-1， 2≤ j≤ i≤n

（34）

从式（34）可以看出，仅系数
~
b
r

i，1 ( 1 ≤ i≤ n )需

要进行计算和存储，其余系数均可以用
~
b
r

i，1 ( 1 ≤
i≤ n ) 表 示 。 在 已 获 得 系 数 向 量

A i，j ( 1 ≤ j≤ i≤ n ) 的 基 础 上 ，若 求 得 伴 随 向 量

Λ( s )，即可基于式（34）计算系数
~
b
r

i，j ( 1 ≤ j≤ i≤ n )
并构建响应灵敏度 ∂ri ∂θ的时域显式表达式（32）。

需要指出的是，基于伴随变量法构建响应 ri关于不

同参数灵敏度的时域显式表达式，只需要进行 1次
伴随方程求解，计算量相当于对分数阶导数系统进

行 1次响应时程分析。因此，当所涉及的设计参数

数目较多时，采用伴随变量法构建响应灵敏度的时

域显式表达式会比采用直接求导法具有更高的计

算效率，而当所涉及的设计参数数目较少时，采用

直接求导法会更加简单直接。

4 非平稳随机振动灵敏度分析的时域

显式方法

基于关键响应 ri的时域显式表达式（9），及其灵

敏度 ∂ri ∂θ的时域显式表达式（18）或（32），利用统

计矩的运算规律能够直接计算得到响应 ri的均值 μri
和方差 σ 2ri关于参数 θ的灵敏度为：

∂μri
∂θ = E(

∂ri
∂θ )= b riE( F [ i ] )， 1≤ i≤ n （35）

∂σ 2ri
∂θ = 2cov ( ri，

∂ri
∂θ )= 2( a

r
i ) cov ( F [ i ]，F [ i ] ) ( b ri )T，

1≤ i≤ n （36）
或

∂μri
∂θ = E(

∂ri
∂θ )=

~
b
r

iE( F [ i ] )， 1≤ i≤ n （37）

∂σ 2ri
∂θ = 2cov ( ri，

∂ri
∂θ )= 2( a

r
i ) cov ( F [ i ]，F [ i ] ) (

~
b
r

i )T，

1≤ i≤ n （38）
式中 F [ i ]的均值向量和协方差矩阵可以表达为：

E( F [ i ] )=[ μF ( t1 ) μF ( t2 ) ⋯ μF ( ti ) ]T （39）

cov ( F [ i ]，F [ i ] )=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úRF ( t1，t1 )- μF ( t1 ) μF ( t1 ) RF ( t1，t2 )- μF ( t1 ) μF ( t2 ) ⋯ RF ( t1，ti )- μF ( t1 ) μF ( ti )
RF ( t2，t1 )- μF ( t2 ) μF ( t1 ) RF ( t2，t2 )- μF ( t2 ) μF ( t2 ) ⋯ RF ( t2，ti )- μF ( t2 ) μF ( ti )

⋮ ⋮ ⋮
RF ( ti，t1 )- μF ( ti ) μF ( t1 ) RF ( ti，t2 )- μF ( ti ) μF ( t2 ) ⋯ RF ( ti，ti )- μF ( ti ) μF ( ti )

（40）

式 中 μF ( t )和 RF ( t，τ )分 别 为 非 平 稳 随 机 激 励

F ( t )的均值函数和自相关函数。

应当指出，式（35）~（38）为分数阶导数系统响

应统计矩灵敏度的时域显式列式，它建立了系统响

应统计量灵敏度与激励统计量之间的直接联系。式

（35）和（36）可以称作基于直接求导法的时域显式方

法，而式（37）和（38）可以称作基于伴随变量法的时

域显式方法。

5 数值算例

以图 2所示设置分数阶导数黏弹性阻尼器的层

剪切结构为数值算例，验证本文所提出的非平稳随

机振动灵敏度分析时域显式方法的计算精度和计算

效率。该结构每一层的质量和刚度分别为 mi=
1.8× 104 kg和 ki= 8.9× 105 kN m (1≤ i≤ N )，其
中 N为结构层数，在本算例中取 N= 20。采用瑞利

阻尼模型，取结构第 1阶和第 20阶模态的阻尼比为

ζ= 0.05。结构每一层均布置 1个黏弹性阻尼器，阻

尼器与楼层的夹角均为 η= arccos 0.8。所布置黏弹

性 阻 尼 器 的 阻 尼 力 模 型 取 为 分 数 阶 Kelvin 模

型［17］，即：

fd，i= kd，i ud，i+ cd，i Dα
t ud，i， 1≤ i≤ 20 （41）

式中 ud，i为第 i个黏弹性阻尼器两端节点的轴向相

对位移；kd，i和 cd，i分别为第 i个黏弹性阻尼器的刚度

系数和阻尼系数。在本算例中，取 α= 0.6，kd，i=
kd = 3× 105 kN/m和cd，i= cd = 2.5× 105 kN ⋅ sα/m
(1≤ i≤ 20 )。

结构受零均值非平稳地震激励 F ( t )的作用，

F ( t )取 为 均 匀 调 制 非 平 稳 随 机 过 程 ，即 F ( t )=
g ( t ) f ( t )。g ( t )为均匀调制函数，取为：

g ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

( t ta )2，
1，
e-δ ( t- tb )，

0≤ t≤ ta
ta≤ t≤ tb
tb≤ t≤ tc

（42）
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式 中 δ= 0.18，ta= 6 s，tb= 18 s，tc= 30 s。 f ( t )
为零均值平稳随机过程，其功率谱密度函数取为

Kanai⁃Tajimi谱［27］，即：

Sf (ω )=
ω 4g + 4ζ 2g ω 2gω2

(ω 2g - ω2 )2 + 4ζ 2g ω 2gω2
S0 （43）

式中 ω g= 15.708 rad/s，ζg= 0.6，S0= 0.005 m2/s3。
f ( t )的自相关函数可以表达为［28］：

Rf ( τ )=∫
-∞

+∞

Sf (ω ) eiωτdω=
πS0
2 e-ζgωg || τ ·

[ ]μ1 cos (ω dτ )+ μ2 sin (ω d |τ| ) （44）
式中：

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ω d = ω g 1 - ζ 2g

μ1 =
ω g ( 1+ 4ζ 2g )

ζg

μ2 =
ω g ( 1- 4ζ 2g )
1 - ζ 2g

（45）

相应地，F ( t )的自相关函数可以表达为：

RF ( t，τ )= g ( t ) g ( t+ τ )Rf ( τ ) （46）
考虑各层黏弹性阻尼器的刚度系数和阻尼系数

均同时变化，此时仅有 2个设计参数，分别为 kd和 cd。
分 别 采 用 基 于 直 接 求 导 法（Direct Differentiation
Method，DDM）和 伴 随 变 量 法（Adjoint Variable
Method，AVM）的时域显式方法（Explicit Time⁃Do⁃
main Method，ETDM）对图 2所示层剪切结构进行

非平稳随机振动灵敏度分析。同时，采用基于蒙特

卡罗模拟（Monte⁃Carlo Simulation，MCS）的有限差

分法（Finite Difference Method，FDM）计算随机振

动灵敏度的参考解，其中差分步长取为设计参数的

0.2%变化量，MCS的样本数取为 104。时程分析步

长取 Δt= 0.02 s，时程分析总长为 T= 30 s。三种计

算方法下结构顶层水平位移标准差关于 kd和 cd的灵

敏度结果分别如图 3和 4所示。从图中可以看出，基

于DDM的 ETDM和基于AVM的 ETDM计算结果

基本重合，且均与基于MCS的 FDM计算结果吻合

良好，说明所提方法具有理想的计算精度。此外，从

图 3和图 4还可以看出，顶层水平位移标准差灵敏度

时程的变化趋势明显受到式（42）所示均匀调制函数

的影响，说明在非平稳随机激励下分数阶导数系统

的随机响应灵敏度具有明显的非平稳特征。

上述三种方法的计算时间如表 1所示。从表中

可以看出，在设计参数只有 2个的情况下，基于

DDM的 ETDM和基于AVM的 ETDM计算时间分

别为 2.3和 2.1 s，均远少于基于MCS的 FDM计算

时间，说明所提方法具有理想的计算效率。这是因

为在基于MCS的 FDM中，需要对分数阶导数系统

进行大量的响应时程分析。而在 ETDM中，若基于

图 3 顶层水平位移标准差关于 kd的灵敏度时程

Fig. 3 Sensitivity time history of standard deviation of top-

storey displacement with respect to kd

图 4 顶层水平位移标准差关于 cd的灵敏度时程

Fig. 4 Sensitivity time history of standard deviation of top-

storey displacement with respect to cd

图 2 设置分数阶导数黏弹性阻尼器的层剪切结构

Fig. 2 A shear-type structure with viscoelastic dampers mod⁃
elled by fractional derivatives
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DDM构建响应灵敏度的时域显式表达式，计算量

仅相当于对分数阶导数系统进行 2次响应灵敏度时

程分析；若基于 AVM构建响应灵敏度的时域显式

表达式，只需要进行 1次伴随方程求解，计算量相当

于对分数阶导数系统进行 1次响应时程分析。

为了进一步考察所提方法在设计参数数目较多

时的计算效率，考虑各层黏弹性阻尼器的刚度系数

和阻尼系数各自不同变化，此时设计参数为 kd，i 和
cd，i ( 1≤ i≤ 20 )，共计 40个。采用基于 DDM的 ET⁃
DM和基于AVM的 ETDM分别计算顶层水平位移

标准差最大值关于刚度系数 kd，i和阻尼系数 cd，i ( 1≤
i≤ 20 )的灵敏度，计算结果分别如图 5和 6所示。

从图 5和 6可以看出，上述两种方法的计算结果基本

重合，这与图 3和 4所观察到的现象一致，同时还可

以看出顶层水平位移标准差的最大值对底层黏弹性

阻尼器刚度系数和阻尼系数的变化更敏感。

两种方法的计算时间如表 2所示。从表中可以

看出，当考虑 40个设计参数时，基于 AVM的 ET⁃
DM相比基于 DDM 的 ETDM 具有明显的效率优

势。这是因为在 ETDM中，若基于 DDM构建响应

灵敏度的时域显式表达式，计算量相当于对分数阶

导数系统进行 40次响应灵敏度时程分析；而基于

AVM构建响应灵敏度的时域显式表达式，则只需

要进行 1次伴随方程求解，计算量相当于对分数阶

导数系统进行 1次响应时程分析。

应当指出，本文所提方法还可以进一步应用于

分数阶导数系统非平稳随机振动优化设计中。特别

地，当考虑分数阶黏弹性阻尼器性能参数优化时，由

于所涉及的设计参数数目通常较少，可以采用基于

DDM的 ETDM进行灵敏度计算；当考虑分数阶黏

弹性阻尼器布局拓扑优化时，由于所涉及的设计参

数数目通常较多，可以采用基于 AVM的 ETDM进

行灵敏度计算。

6 结 论

基于灵敏度分析的直接求导法和伴随变量法，

分别推导了分数阶导数线性系统动力响应灵敏度的

时域显式表达式，提出了系统非平稳随机振动灵敏

度分析的时域显式方法，可快速获取系统关键响应

统计矩的灵敏度。数值算例结果表明，所提出的基

于直接求导法或伴随变量法的时域显式方法具有理

想的计算精度和计算效率。当设计参数数目较少

时，采用基于直接求导法的时域显式方法更加简单

直接；当设计参数数目较多时，采用基于伴随变量法

的时域显式方法计算效率更高。本文所提方法可与

图 5 顶层水平位移标准差最大值关于 kd，i ( 1 ≤ i≤ 20 )的
灵敏度

Fig. 5 Sensitivity of maximum standard deviation of top-sto⁃
rey displacement with respect to kd，i ( 1≤ i≤ 20 )

图 6 顶层水平位移标准差最大值关于 cd，i ( 1≤ i≤ 20 )的
灵敏度

Fig. 6 Sensitivity of maximum standard deviation of top-sto⁃
rey displacement with respect to cd，i ( 1≤ i≤ 20 )

表 2 ETDM的计算时间（40个设计参数）

Tab. 2 Computational time of ETDM（40 design parame⁃
ters）

计算内容

构建响应显式表达式

构建响应灵敏度显式表达式

计算响应统计矩灵敏度

合计

计算时间/s
基于DDM的

ETDM
0.3
12
1.4
13.7

基于AVM
的 ETDM
0.3
0.6
1.4
2.3

表 1 三种方法的计算时间（2个设计参数）

Tab. 1 Computational time of the three methods
（2 design parameters）

计算方法

基于DDM的 ETDM
基于AVM的 ETDM
基于MCS的 FDM

计算时间/s
2.3
2.1
3840
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非线性随机振动等效线性化法结合，用以求解分数

阶导数非线性系统的非平稳随机振动灵敏度问题，

有待进一步研究。
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Explicit time-domain method for sensitivity analysis of nonstationary
random vibration of systems with fractional derivatives

XIAN Jian⁃hua1，SU Cheng1，2

（1.School of Civil Engineering and Transportation，South China University of Technology，Guangzhou 510640，China；
2.State Key Laboratory of Subtropical Building Science，South China University of Technology，Guangzhou 510640，China）

Abstract: Fractional derivative models are capable of describing the constitutive behaviors of viscoelastic materials. This paper is
devoted to the sensitivity analysis of nonstationary random vibration of linear systems comprising fractional derivative terms. The
explicit time-domain expressions of dynamic responses are firstly established for the system with fractional derivatives. The sensitiv⁃
ities of dynamic responses are then derived using the direct differentiation method（DDM）or the adjoint variable method（AVM）.
On the basis of the explicit expressions of dynamic responses and their sensitivities，an explicit time-domain method（ETDM）is
proposed for efficient calculation of the sensitivities of statistical moments of responses. The proposed DDM- and AVM-based ET⁃
DM are applicable to the scenarios with less and more design variables，respectively. A numerical example involving a shear-type
structure under nonstationary seismic excitations and with viscoelastic dampers modelled by fractional derivatives is presented to
validate the computational accuracy and efficiency of the proposed method.

Key words: sensitivity of random vibration；fractional derivative；explicit time-domain method；direct differentiation method；ad⁃
joint variable method
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附录：公式(6)的推导过程

由式（1）可得 ti时刻的运动方程为：

MÜ i+ CU̇ i+ KU i+ C α Dα
tU i= LFi （A1）

式中Dα
tU i可由式（2）得到：

Dα
tU i= Dα

tU ( ti )=∑
k= 0

i

wkU i- k （A2）

Newmark⁃β数值积分法采用以下两个基本假定［29］：

Ü i= a0 (U i- U i- 1 )- a1U̇ i- 1 - a2Ü i- 1 （A3）
U̇ i= a3 (U i- U i- 1 )- a4U̇ i- 1 - a5Ü i- 1 （A4）

式中：

a0 =
1
βΔt 2

，a1 =
1
βΔt，a2 =

1
2β - 1，a3 =

γ
βΔt，a4 =

γ
β
- 1，a5 =

Δt
2 (

γ
β
- 2 ) （A5）

式中 γ和 β为与积分稳定性有关的参数，本文取 γ= 0.5，β= 0.25。
将式（A2）~（A4）代入式（A1）可得：
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M [ a0 (U i- U i- 1 )- a1U̇ i- 1 - a2Ü i- 1 ]+ C [ a3 (U i- U i- 1 )- a4U̇ i- 1 - a5Ü i- 1 ]+ KU i+

C α∑
k= 0

i

wkU i- k= LFi （A6）

由式（A6）可得：

U i=
~
K
-1
( LFi+ S 1U i- 1 + S 2U̇ i- 1 + S 3Ü i- 1 - C α∑

k= 1

i

wkU i- k ) （A7）

式中：

ì
í
î

~
K= a0M+ a3C+ K+ w 0C α

S1 = a0M+ a3C，S 2 = a1M+ a4C， S 3 = a2M+ a5C
（A8）

由式（A1）可得 Ü i为：

Ü i=M-1 ( LFi- C α Dα
tU i- CU̇ i- KU i ) （A9）

Ü i- 1也可以类似表达为：

Ü i- 1 =M-1 ( LFi- 1 - C α Dα
tU i- 1 - CU̇ i- 1 - KU i- 1 ) （A10）

将式（A10）代入式（A7）可得：

U i= R 1 LFi- 1 + R 2 LFi+ H 11U i- 1 + H 12U̇ i- 1 + H 13Dα
tU i- 1 -

~
K
-1
C α∑

k= 1

i

wkU i- k （A11）

式中：

ì
í
î

ïï

ïïïï

R 1 =
~
K
-1
S3M-1，R 2 =

~
K
-1

H 11 =
~
K
-1
( S1 - S 3M-1K )，H 12 =

~
K
-1
( S2 - S 3M-1C )，H 13 =-

~
K
-1
S3M-1C α

（A12）

将式（A10）和（A11）代入式（A4）可得：

U̇ i= R 3 LFi- 1 + R 4 LFi+ H 21U i- 1 + H 22U̇ i- 1 + H 23Dα
tU i- 1 - a3

~
K
-1
C α∑

k= 1

i

wkU i- k （A13）

式中

ì
í
î

R 3 = a3R 1 - a5M-1，R 4 = a3R 2

H 21 = a3 ( H 11 - I )+ a5M-1K，H 22 = a3H 12 - a4 I+ a5M-1C，H 23 = a3H 13 + a5M-1C α

（A14）

将式（A11）代入式（A2）可得：

Dα
tU i= R 5 LFi- 1 + R 6 LFi+ H 31U i- 1 + H 32U̇ i- 1 + H 33Dα

tU i- 1 -(w 0
~
K
-1
C α- I ) ∑

k= 1

i

wkU i- k （A15）

式中：

{R 5 = w 0R 1，R 6 = w 0R 2

H 31 = w 0H 11，H 32 = w 0H 12，H 33 = w 0H 13
（A16）

将式（A11），（A13）和（A15）合并可得式（6），式中：

Q 1 =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úR 1

R 3

R 5

，Q 2 =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úR 2

R 4

R 6

，T=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úH 11 H 12 H 13

H 21 H 22 H 23

H 31 H 32 H 33

，T 1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú-~K
-1
C α 0 0

-a3
~
K
-1
C α 0 0

-(w 0
~
K
-1
C α- I ) 0 0

（A17）
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