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摘要: 研究受简谐激励含分数阶阻尼的 SD振子系统的幅频响应特性，并与含整数阶阻尼的 SD振子系统对比。提

出求解系统运动微分方程刚度非线性的傅里叶等效模型，解决了系统运动微分方程刚度非线性不可积问题。使用

平均法求解等效系统运动微分方程，得到幅频响应解析表达式，基于 Lyapunov稳定性理论与 Routh判据建立周期

解稳定性判断条件，通过与数值方法结果对比，验证了幅频响应解析方法的正确性。研究表明，SD振子系统非线性

刚度项的傅里叶等效模型可以应用于系统大振幅运动的研究，大大提高了计算精度。阻尼系数相同时，分数阶阻尼

系统的幅频响应与整数阶阻尼系统相比其共振频率及振幅发生了很大的变化；改变分数阶系数，会改变分数阶阻尼

系统幅频响应骨架曲线，整数阶阻尼系统幅频响应骨架曲线不受影响；改变分数阶阶次时，分数阶阻尼系统振幅在

分界点两侧变化相反。
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1 概 述

Thompson等［1］研究简支梁时提出一个含非线

性特征的振子模型，该模型常被用于模拟梁的屈曲，

模型中弹簧因几何结构表现出非线性恢复力。Cao
等［2］以此基础提出SD振子模型，研究了受简谐激励作

用含黏性阻尼的 SD振子系统从光滑动力学行为转迁

为不连续动力学行为的现象，动力学微分方程为：

mẌ+ 2kX (1- L

X 2 + l 2 ) = 0 （1）

随后众多学者对 SD振子系统作了深入研究，因

为振子模型结构上具有几何非线性特征，在解析求

解时有一定困难。文献［3］使用三线性方程来等效

振子模型中几何非线性部分，使用半解析法分析了

光滑不连续振子受谐波激励下的混沌现象。研究发

现 SD振子系统光滑时具有和Duffing系统类似的双

阱动力学现象，当系统不连续时则具有类鞍点等非

标准动力学行为［4］。王建华等［5］使用广义胞映射图论

方法研究了 SD振子内部激变现象。陈恩利等［6］设计

了一个具有 SD振子系统光滑特征的非线性实验装

置，从实验角度验证了 SD振子模型具有周期振动、

周期 5振动、混沌运动等复杂的动力学行为，而且各

个实验参数具有良好的可调性。Chen等［7］系统性研

究了 SD振子的分岔行为，如叉型分岔、退化的Hopf
分岔、同宿分岔、二重极限环分岔、Bautin分岔、Bog‑
danov‑Takens分岔等。Han等［8］提出了含强无理非

线性项的水平刚性耦合 SD振子。文献［9］研究了分

段线性不连续的耦合 SD振子。Hao等［10］设计了基于

SD振子的准零刚度振子，使用 SD振子无理非线性

刚度项代替传统的泰勒级数近似方程，分析了该模

型在各参数下复杂的动力学行为。Li等［11‑13］研究了

受干摩擦的 SD振子奇点稳定性、分岔与黏‑滑振动

行为。Yang等［14］研究了在速度和位移反馈控制下含

时滞准零刚度 SD振子的主共振，受谐波激励与高斯

白噪声作用的含时滞负刚度 SD振子随机共振现象。

发现时滞反馈可以增强随机共振现象，并以 SD振子

为基础设计了结合压电和电磁转换的能量收集

器［15‑17］、一种多方向多稳定机构［18］，此机构可在超低

频激励下产生大幅度响应，进而从超低频振动源中

收集能量。Zhu等［19］以 SD振子为基础针对地震波设

计了一种二自由度准零刚度隔振器。
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目前诸多研究常在式（1）中引入整数阶阻尼模

型表示系统的耗散现象，但是简单的整数阶模型无

法准确描述耗散中存在的滞后现象，而分数阶模型

可以较准确地描述此类现象［20］。Caputo等［21］以分

数阶微分模型为基础建立耗散模型，并通过实验证

明该模型与铝、铜、玻璃、银、钢等材料的耗散曲线拟

合较好。Rossikhin等［22］使用分数阶模型描述悬索

桥自由振动的内摩擦现象，通过该模型得到与振动

固有频率相关的阻尼系数，同实验数据拟合较好。

文献［23］研究了分数阶阻尼模型在多种线性、非线

性迟滞系统中的应用。Padovan等［24］以Duffing系统

为基础，引入分数阶阻尼研究其对非线性系统的影

响，发现分数阶阶次同时影响响应的频率和幅值。

文献［25］使用两个阶数相独立的分数阶模型描述二

自由度系统的阻尼特性，研究了该系统自由振动时

能量交换与耗散过程；文献［26‑27］使用分数阶模型

描述黏弹性薄板的阻尼特性，研究其在 2/1等多种

内共振条件下的自由振动。Seredyńska等［28］研究发

现含分数阶阻尼的非线性摆、Duffing系统与整数阶

阻尼系统有明显不同。Sheu等［29］将分数阶阻尼引

入 Duffing系统，发现其对 Duffing系统动力学行为

有显著影响。Gao等［30］首次将分数阶 Duffing系统

扩展至复数域，研究了对称和非对称周期激励时系

统的混沌行为。Shen等［31‑32］使用平均法研究了分数

阶 Duffing振子主共振、超谐共振［33］，发现分数阶参

数对系统响应幅值与频率有显著影响。韦鹏等［34］研

究了分数阶 Duffing振子的亚谐共振。姜源等［35］使

用平均法得到了分数阶 Duffing振子的超谐与亚谐

联合共振。文献［36］研究了分数阶 van der Pol振子

的超谐与亚谐联合共振，发现分数阶参数对响应幅

值、频率、周期解的数目等存在显著影响。Niu等［37］

使用Melnikov方法研究了分数阶 Duffing系统的混

沌阈值。常宇健等［38］使用分数阶模型拟合出金属橡

胶阻尼器的非线性滞回曲线，与实验结果拟合较好。

非线性系统具有独特的动力学现象，如共振区

间的位移突跳、多解共存等，通过引入分数阶阻尼研

究系统响应，可以更准确地揭示系统复杂的动力学

特性，因此有必要研究含分数阶阻尼的 SD振子动

力学行为，研究结果可以为 SD振子系统的工程应

用提供理论指导。本文研究受简谐激励作用含分数

阶阻尼的 SD振子系统幅频响应。系统非线性刚度

项在微分方程积分计算时难以求解，现有文献常将

其展开为泰勒级数，这种方法在系统振幅较大时会

产生很大误差，导致得出错误的周期解、幅频响应等

结果。本文提出求解具有刚度非线性的微分方程傅

里叶等效模型，既保留系统非线性特征，又在较大的

振幅范围内有较高的计算精度。应用平均法求得等

效系统幅频响应解析表达式，通过 Lyapunov稳定性

理论与 Routh判据建立了系统周期解稳定性判断条

件。研究分数阶阻尼对系统幅频响应的影响，并与

含整数阶阻尼的 SD振子幅频响应进行对比，发现

分数阶阻尼系统幅频响应与整数阶阻尼系统响应幅

值、频率有很大不同。

2 含黏弹性阻尼的 SD振子运动方程

使用分数阶微分来描述系统耗散行为，分数阶

微分模型采用 Caputo形式［39］：

Dp [ X ( t ) ]= 1
Γ( 1- p ) ∫0

t X ' ( u )
( t- u )p

du （2）

式中 Γ( · )为 Gamma函数，计算式为 Γ( n+ 1 )=
nΓ( n )；p ( 0≤ p≤ 1 )为分数阶微分项阶次。将式

（2）代入式（1），此时系统模型如下：

mẌ ( t )+ cDp [ X ( t ) ]+

2kX ( t )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

1- L

l 2 + X 2 ( t )
= F 1 cos (ωt )（3）

式中 m为振子质量，X为振子位移，k为弹簧刚度，

L为弹簧原长，l为振子距一侧弹簧固定端的距离，c
为分数阶系数，p为分数阶阶次，F 1为外激励幅值，ω

为外激励频率。

对式（3）进行无量纲化，取：

2ζω 0 =
c
m

，ω 20 =
2k
m

，x= X
L
，α= l

L
，f= F 1

mL
可以改写为：

ẍ ( t )+ 2ζω 0Dp [ x ( t ) ]+

ω 20 x ( t )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

1- 1
x2 ( t )+ α2

= fcos (ωt ) （4）

设式（4）中刚度非线性项表达式为 P ( x ( t ) )=

ω 20 x ( t )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

1- 1
x2 ( t )+ α2

，因 为 P ( x ( t ) ) 形 式 复

杂，无法积分计算［3］。目前诸多文献常将 P ( x ( t ) )
展开为泰勒级数 Pt ( x ( t ) )：

Pt ( x ( t ) )= ω 20 (1- 1
α ) x ( t )-

ω 20∑
i= 1

∞
d2i

dx2i ( )x2 - 1 2i

22i ( 2i！)α2i+ 1
x2i+ 1 ( t ) （5）

本文将 P ( x ( t ) )展开为 8阶泰勒级数并忽略高

阶小量，通过计算可知展开时 x ( t )的偶次方项均为

0，则式（5）可表示为：

Pt ( x ( t ) )= ω 20 (1- 1
α ) x ( t )+ ω 20

2α3
x3 ( t )-

3ω 20
8α5

x5 ( t )+ 5ω 20
16α7

x7 ( t ) （6）

1069



振 动 工 程 学 报 第 35 卷

当展开阶数取 3阶时，将式（6）代入式（4），该

SD系统将变为具有黏弹阻尼特性的 Duffing系统。

泰勒级数法虽然解决了 P ( x ( t ) )无法积分计算的问

题，但是系统振幅较大时会产生很大误差，为提高解

析解数值仿真的精度，本文提出 P ( x ( t ) )的傅里叶

等 效 模 型 。 设 P ( x ( t ) ) 的 傅 里 叶 等 效 模 型

Pf ( x ( t ) )为：

Pf ( x ( t ) )= p0 +

∑
i= 1

I

[ ]picos ( )inx ( t ) + qisin ( )inx ( t ) （7）

式中 n，p0，pi，qi ( i= 1，2，3，…)为待定系数，I为近

似阶数。

取系统参数 m= 5，k= 5，分别于 α=0.1，0.6与
1.5时，SD振子非线性刚度项与不同近似阶数的傅

里叶变换结果如图 1~3所示。

由图 1可知，当 α= 0.1系统非线性较强时，随

着傅里叶近似阶数 I增大，等效模型精度提高，当

I= 5时，等效模型已经拥有较高精度。随着 α增

大，系统非线性减弱。如图 2所示，当 α= 0.6时，取

I= 3即可使等效模型拥有较高精度。当 α> 1时，

如图 3所示，系统弹簧由预压缩变为预拉伸，此时等

效模型取 I= 2即可拥有较高精度。分析图 1~3可
知，随着 α增大，使等效模型达到理想精度的傅里叶

近似阶数 I逐渐降低。本文为保证解析解的计算精

度，在后文求解时取 I= 8。
取 α=0.6，其余参数与前述相同，P ( x ( t ) )的 8阶

泰勒级数与 8阶傅里叶等效模型结果如图 4所示。

由图 4可知：系统位移较小时，x ∈ [-0.4，0.4 ]，
Pt ( x ( t ) )与 P ( x ( t ) )变化趋势一致；当位移 | x | >
0.4时，Pt ( x ( t ) )误差随 x增大而逐渐增加；当位移

| x | → 1时，Pt ( x ( t ) )误差极大。因此 Pt ( x ( t ) )虽
然表达式形式简洁，计算方便，但是适用性较差，

一旦系统位移响应较大（振幅较大），将产生很大

误差，可能导致计算结果完全错误。由图 4局部放

大图可知，虽然 Pf ( x ( t ) )在 P ( x ( t ) )的极大值点与

极小值点邻域内存在较小的误差，但是 Pf ( x ( t ) )在
较大的位移响应范围内与 P ( x ( t ) )拟合较好，几乎

完全重合。因此 Pf ( x ( t ) )的精度与适用范围均优

于 Pt ( x ( t ) )。故将式（7）代入式（4）可得：

ẍ ( t )+ 2ζω 0Dp [ x ( t ) ]+ Pf ( x )= fcos (ωt )（8）

图 1 α= 0.1时不同阶次非线性刚度 P ( x ( t ) )傅里叶等效

模型

Fig. 1 Fourier transform equivalent model of nonlinear stiff‑
ness P ( x ( t ) ) with different orders when α= 0.1

图 2 α= 0.6时不同阶次非线性刚度 P ( x ( t ) )傅里叶变换

结果

Fig. 2 Fourier transform equivalent results of nonlinear stiff‑
ness P ( x ( t ) ) with different orders when α= 0.6

图 3 α= 1.5时不同阶次非线性刚度 P ( x ( t ) )傅里叶变换

结果

Fig. 3 Fourier transform equivalent results of nonlinear stiff‑
ness P ( x ( t ) ) with different orders when α= 1.5

图 4 非线性刚度 P ( x ( t ) )等效模型

Fig. 4 Equivalent model of nonlinear stiffness P ( x ( t ) )
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3 含黏弹性阻尼的 SD振子主共振

假设式（8）的解具有以下形式：

x ( t )= acosφ （9）
式中 a为系统振动幅值，φ= ωt+ θ。根据平均法，

将式（9）代入式（8）可得到关于幅值和相位的方程：

ȧ=- sinφ
ω

R ( a，θ ) （10a）

aθ̇=- cosφ
ω

R ( a，θ ) （10b）

式中 R ( a，θ )= { aω2 cosφ- 2ζω 0Dp [ acosφ ]-
Pf ( acosφ )+ fcos (ωt ) }。

对式（10）中非分数阶项，关于 φ在 [ 0，2π]取积

分平均，可得：

ȧ1 =-
fsinθ
2ω （11a）

aθ̇1 =-
1
2ω [ ]aω2 + Pf2 ( a )+ f cos θ （11b）

式 中 Pf2 ( a )=-2∑
i= 1

8

qiBesselJ ( ima )；Pf2 ( a ) 中

BesselJ ( · )为第一类贝塞尔函数。

对式（10）中分数阶项在 [ 0，T ]内取积分平均，

得到：

ȧ2 = lim
T→∞ ∫0

T sin φ2ζω 0Dp [ a cos φ ]
ω

dφ （12a）

aθ̇2 = lim
T→∞ ∫0

T cos φ2ζω 0Dp [ a cos φ ]
ω

dφ（12b）

为求解 Caputo形式的分数阶微分，引入以下

公式［31］：

lim
T→∞ ∫0

T sin ( )ωt
tp

dt= ωp- 1Γ (1- p) cos ( pπ2 )（13a）
lim
T→∞ ∫0

T cos ( )ωt
tp

dt= ωp- 1Γ (1- p) sin ( pπ2 )（13b）
将式（13）与（12）联立可得：

ȧ2 =-aζω 0ωp- 1 sin ( pπ2 ) （14a）

aθ̇2 = aζω 0ωp- 1 cos ( pπ2 ) （14b）

将式（11）与式（14）求和可得：

ȧ=- fsinθ
2ω - aζω 0ωp- 1sin ( pπ2 ) （15a）

aθ̇=- 1
2ω [ ]aω2 + Pf2 ( a )+ f cos θ +

aζω 0ωp- 1cos ( pπ2 ) （15b）

令式（15）中 ȧ= 0和 aθ̇= 0，可得：

fsinθ
2ω + aζω 0ωp- 1sin ( pπ2 ) = 0 （16a）

1
2ω ( aω2 - aω 20 + Pf2 ( a )+ fcosθ) -

aζω 0ωp- 1cos ( pπ2 ) = 0 （16b）

可由式（16）求得式（8）的幅频函数关系式：

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú2aζω 0ωpsin ( pπ2 ) 2

+

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúaω2 + Pf2 ( a )- 2aζω 0ωpcos ( pπ2 ) 2

= f 2（17）

设奇点为 ( ā，θ̄)，a= ā+Δa，θ= θ̄+Δθ代入

式（15），并用式（16）消去 θ̄可得：

dΔa
dt =-ΔaA-Δθā

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúB- C+ P 2 ( ā )

2ω （18a）

dΔθ
dt =Δa

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúB- C+ P '2 ( ā )

2ω -ΔθāA （18b）

式中 A= ζω 0ωp- 1sin ( pπ2 )，B= ζω 0ωp- 1cos ( pπ2 )，
C= ω2 - ω 20，P 'f2 ( ā )=

|

|

|
||
|dP 2 ( a )

da
a= ā

。

由式（18）可以得到特征行列式：

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

||

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| λ+ A ā
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúB- C+ Pf2 ( ā )

2ω

-é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúB- C+ P 'f2 ( ā )

2ω λ+ āA

=

λ2 + N 1 λ+ N 2 = 0 （19）

式 中 N 1 = A ( 1+ ā )，N 2 =
ā
4ω2

{ C 2 - 4BCω+

4B2ω2 + ( )C- 2Bω P 'f2 ( ā )+ [C- 2Bω+ P 'f2 ( ā )] ·
Pf2 ( ā ) }，λ为待求的特征值。

根据 Lyapunov稳定性理论与 Routh判据，若系

统的响应稳定则特征值 λ<0。如果 N 1 > 0且 N 2 >
0，那么该奇点的轨线是渐进稳定的。如果 N 2 < 0，
那么该奇点对应的轨线是不稳定的。因此 N 2 = 0
是判断轨线是否稳定的临界条件。

4 数值计算

对 式（8）进 行 数 值 计 算 ，选 取 系 统 参 数 为

m= 5，k= 5，c= 2.0，L= 0.16，F 1 = 0.5，α= 0.9，
p= 0.9。通过式（17）获得系统的幅频响应曲线。

为了验证幅频响应曲线的正确性，采用分数阶扩展

状态方程法［39］对系统进行求解。将式（8）改写为扩

展状态方程形式：
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C
0 Dp1

tn [ x 1 ( t ) ]= x2 ( t ) （20a）
C
0 Dp2

tn [ x2 ( t ) ]= x3 ( t ) （20b）
C
0 Dp3

tn [ x 3 ( t ) ]= fcos (ωt )- 2ζω 0 x2 ( t )-

ω 20 x 1 ( t )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

1- 1
x21 ( t )+ α2

（20c）

式中 C
0 Dpi

tn [⋅] ( )i= 1，2，3 表示使用 Caputo形式描

述的分数阶微分项；p1，p2，p3为分数阶阶次。

将式（20）在 Matlab中进行迭代计算。经过多

次 试 算 ，在 保 证 精 度 的 前 提 下 ，取 迭 代 步 长

h= 0.05，计算时间 tn= 1000 s，本文只研究系统稳

态运动情况，因此舍弃前 800 s，保留最后 200 s作为

结果。傅里叶等效系统幅频响应曲线计算结果

（EMFS）、泰勒级数等效系统幅频响应计算结果

（EMTS）与数值方法结果如图 5所示。

图 5结果表明，EMFS与数值方法结果拟合较

好，EMTS在系统振幅较小时（a< 0.5）与 EMFS和

数值方法结果基本一致。但是当系统振幅较大时

（a> 0.5），EMTS与数值方法结果完全不同，这与

图 1~4结论一致。当系统振幅较大时，Pt ( x ( t ) )将
出现极大误差，导致系统幅频响应解析结果错误，而

Pf ( x ( t ) )在大振幅与小振幅时均与 P ( x ( t ) )拟合很

好，说明刚度非线性项的计算精度对系统幅频响应

曲线计算精度有很大影响，也验证了 EMFS的正

确性。

下面利用 EMFS幅频响应曲线式（17），分别研

究分数阶系数 c与分数阶阶次 p对系统幅频响应的

影响，并与含整数阶阻尼的 SD振子系统幅频响应

曲线对比。首先选取 p= 0.5，c分别为 1.0，1.5，2.0
和 2.5，其余系统参数同上，分数阶阻尼 SD振子系

统（FSDS）与整数阶阻尼 SD振子系统（ISDS）幅频

响应数值模拟结果如图 6所示。

图 6中点划线为 ISDS的骨架曲线。由图 6知
当 c相同时，FSDS共振区间位于 ISDS共振区间的

右上方，说明 FSDS在共振区内其振幅与共振频率

均大于 ISDS。c增大使两系统共振峰值均减小，但

是 FSDS共振区间逐渐向高频区间移动，而 ISDS的

共振峰值沿其骨架曲线减小，共振区间未向高频区

间移动，这说明 c增大使 FSDS骨架曲线向右移动，

系统的刚度硬化。在 ISDS中，c增大仅仅增加了系

统阻尼而不改变系统骨架曲线。

选取参数 c= 2.0，p分别为 0.2，0.3，0.5和 1.0
时，FSDS幅频响应曲线与 ISDS幅频响应曲线数值

模拟结果如图 7所示。

图 7中分界点 D为 ISDS共振峰。由图 7可知

以 D分界，当 ω< D时，ISDS振幅大于 FSDS，此时

p增大导致 FSDS振幅增加（如局部放大图所示），p

由 0.2向 0.5逐渐增加时，FSDS振幅小幅度增大，p

由 0.5向 1.0逐渐增加时，FSDS振幅大幅增大；与此

图 5 幅频响应曲线对比图

Fig. 5 Comparison of amplitude-frequency response curves

图 6 不同分数阶系数的幅频响应曲线

Fig. 6 The amplitude-frequency response curves with differ‑
ent fractional coefficients

图 7 不同分数阶阶次的幅频响应曲线

Fig. 7 The amplitude-frequency response curves with differ‑
ent fractional orders
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相反的是，当 ω> D时，ISDS振幅小于 FSDS，p由
0.2向 0.5逐渐增加时，FSDS振幅大幅度降低，p由

0.5向 1.0逐渐增加时，FSDS振幅小幅度降低；若 ω
继续增大，系统振幅趋于一致。随着 p增大，FSDS
共振区间向低频区移动。p的改变不影响 ISDS幅

频响应曲线，p= 1.0时两系统幅频响应曲线重合，

表明此时黏弹性阻尼与黏性阻尼在系统幅频响应中

起相同作用。

5 结 论

本文研究受简谐激励含分数阶阻尼的 SD振子

系统的幅频响应，并与含整数阶阻尼的 SD振子幅

频响应对比。提出求解 SD振子运动微分方程刚度

非线性的傅里叶等效模型，通过平均法得到系统的

幅 频 响 应 关 系 式 ，利 用 Lyapunov 稳 定 性 理 论 与

Routh判据建立周期解稳定性判断条件。研究了分

数阶阻尼对系统幅频响应的影响，结果表明：

（1）针对 SD振子运动微分方程刚度非线性项，

本文提出的傅里叶等效模型与泰勒级数相比，在系

统振幅较大时精度更高，既解决了含刚度非线性的

系统运动微分方程不可积导致系统不便于采用解析

方法研究的问题，又大幅提高了大振幅时的计算

精度。

（2）分数阶系数相同时分数阶阻尼系统幅频响

应的共振峰值与共振频率均大于整数阶阻尼系统。

增大分数阶系数会降低两系统的共振振幅，对整数

阶阻尼系统骨架曲线没有影响，但是会改变分数阶

阻尼系统骨架曲线，使其共振区间向高频区移动。

（3）在分界点两侧，随分数阶阶次增大，系统的

振幅变化趋势相反。分数阶阶次增大使分数阶系统

共振区间向低频区移动，但是不影响整数阶阻尼系

统幅频响应曲线。分数阶阶次等于 1时，两系统幅

频响应曲线重合，意味着分数阶阻尼与整数阶阻尼

在系统幅频响应中起相同作用。

综上所述，通过研究受简谐激励作用含分数阶

阻尼的 SD振子的幅频响应，发现其与含整数阶阻

尼的 SD振子系统幅频响应有很大不同，以上研究

为 SD振子系统的工程应用提供了理论指导。
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Nonlinear dynamic response characteristics of SD oscillator with
fractional damping

CHEN En-li1，WANG Ming-hao1，2，WANG Mei-qi2，CHANG Yu-jian3

（1.State Key Laboratory of Mechanical Behavior and System Safety of Traffic Engineering Structures，Shijiazhuang Tiedao Uni‑
versity，Shijiazhuang 050043，China；2.School of Mechanical Engineering，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，

China；3.School of Electrical and Electronic Engineering，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China）

Abstract: The amplitude-frequency response characteristic of SD oscillator with fractional damping under harmonic excitation is
studied，compared with the SD oscillator with integral damping. The Fourier equivalent model is proposed to solve the nonlinear
stiffness of the differential equation of system motion，the problem of the nonlinear stiffness non-integrability of the differential mo‑
tion equation of the system is solved. The expression of amplitude-frequency response is obtained by solving the differential equa‑
tion of system motion using the average method. The stability of periodic solution is determined based on the Lyapunov stability
theory and the Routh criterion. The correctness of the analytical method for amplitude-frequency response is verified by comparing
with the numerical results. The result shows that the Fourier transform equivalent model of the nonlinear stiffness term of the SD
oscillator can be applied to the motion characteristic of the system with large amplitude，which greatly improves the calculation ac‑
curacy. With the same damping coefficient，the amplitude-frequency response of the fractional damping system is different from
that of the integral damping system，the resonance frequency and amplitude of the fractional damping system vary greatly. Chang‑
ing the fractional coefficient will change the amplitude-frequency response backbone curve of the fractional damping system，but the
integral damping system is not affected. When the fractional order is changed，the amplitude of the fractional damping system
changes oppositely on both sides of the cut-off point.

Key words: nonlinear vibration；SD oscillator；fractional order；backbone curve
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