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摘要: 由于受分数高斯噪声（fGn）激励的非线性系统响应不再具有马尔科夫性，基于扩散过程的理论方法不能直接

用于研究此类问题。作为近似方法，宽带噪声激励的拟哈密顿系统随机平均法已经被用于解决此类问题。虽然，该

理论方法在响应预测和可靠性分析方面取得了较好的效果，但是到目前为止还没有做过对近似方法的误差和适用

性的解析分析。在本研究中，将近似方法用于分析 fGn激励下的单自由度非线性系统，得到了系统响应的近似解析

解，再结合已报道的精确解析解，用渐近分析的方法进行了误差分析，从而对近似方法的适用性进行了论证，为将来

能够进一步扩展近似方法的应用提供了理论依据。
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引 言

在随机动力学的理论研究和随机振动相关的应

用研究中，高斯白噪声得到了非常广泛的应用，究其

原因，一方面是因为高斯白噪声是许多实际噪声的

良好的数学模型；另一方面是因为与高斯白噪声相

关的数学理论已经发展得非常成熟［1⁃2］，受高斯白噪

声激励的线性系统已经能够得到解析解。至于受高

斯白噪声激励的非线性系统，根据系统响应过程的

马尔科夫性，可以应用基于扩散过程的理论方法进

行研究，其中就包括哈密顿理论体系框架内的非线

性随机动力学的系列理论方法［3⁃4］。近年来，随着分

数阶微积分应用研究的深入，自然界和工程界中的

分数高斯噪声（fGn）受到越来越多的关注，并被引

入到随机动力学中［5⁃6］。

fGn是一类具有特殊相关结构与谱密度的高斯

色噪声，它的特点是具有长相关性［7⁃8］，受 fGn激励的

系统响应不是马尔科夫过程。根据相应的随机平均

原理［9⁃11］，发展了 fGn激励的拟哈密顿系统随机平均

法［12⁃13］，导出了系统响应满足的分数阶伊藤随机微

分方程。由于与分数布朗运动相关的随机微分方程

理论尚在发展之中［14⁃15］，目前无法解析地预测系统

响应，只能通过对分数阶伊藤随机微分方程做数值

模拟得到系统的响应，因此，发展近似的理论方法就

显得尤为重要。一种已被应用的近似方法就是宽带

噪声激励下拟可积哈密顿系统随机平均法，该法已

经被成功应用于 fGn激励下多自由度强非线性系统

的响应预测和可靠性分析［16⁃17］。近似方法利用了

fGn的功率谱在频率远离零点的范围内比较平坦的

特点，fGn过程具有局部宽带的特性。由于高维

FPK方程难以得到解析解，对该近似方法的适用性

分析也只能是通过数值解和模拟结果的比较来进

行，尚缺乏严谨的理论分析。本研究正是想弥补这

个缺陷，通过把宽带噪声激励下拟可积哈密顿系统

随机平均法应用于一个典型的受 fGn激励的单自由

度非线性系统，得到了系统响应的近似解析解，再通

过与已报道的精确解析解相比较［18］，用渐近分析的

方法进行了误差分析，论证了近似方法的适用性。

这将使得近似方法在将来应用于 fGn激励的多自由

度强非线性系统稳定性与控制等更多更深入的研究

中有坚实可信的理论依据。

1 fGn激励下单自由度非线性系统的

响应

宽带噪声激励下拟可积哈密顿系统随机平均法

适用于研究多自由度强非线性系统［3，19］，但是多自由
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度强非线性系统往往含有太多的非线性参数，且系

统响应一般没有解析解，不便于对理论方法的适用

性和误差进行解析的分析。此处考虑如下受 fGn激
励的单自由度非线性系统：

Ẍ+ γẊ+ ω 2n X+ kX 3 =W ( t ) （1）
其中仅有参数 k起着量化系统非线性强弱的作用；

噪声W ( t )即是 fGn，它具有如下自相关函数 R ( τ )
和功率谱密度 S (ω )［5，7⁃8］：

R ( τ )= 2Dℋ( 2ℋ- 1 ) | τ | 2ℋ- 2 sgn2 ( τ )+
4Dℋ | τ | 2ℋ- 1δ ( τ )，

S (ω )= 2DℋΓ( 2ℋ ) sin ( ℋπ )
π || ω 1- 2ℋ

，

1
2 ≤ ℋ< 1 （2）

式 中 2D 为 噪 声 W ( t ) 的 强 度 ，当 D= 0.5 时 ，

W ( t )为单位 fGn；ℋ为 Hurst系数，它决定了 fGn的

性质。当 0< ℋ< 1
2时，fGn没有传统意义上的功率

谱，不能作为实际工程振动中激励力的模型［5］。图 1

显示了
1
2 < ℋ< 1时单位 fGn的相关函数 R ( τ )和功

率谱 S (ω )，当 ℋ= 1
2或 ℋ= 1时，式（2）不能直接计

算，可采用以下极限形式：

lim
ℋ→ 1 2

S (ω )= D π， lim
ℋ→ 1 2

R ( τ )= Dδ (ω )，

lim
ℋ→ 1

S (ω )= Dδ (ω )，lim
ℋ→ 1

R ( τ )= 2D （3）

可见，当 ℋ→ 1
2 时，fGn的功率谱密度趋于常

数，自相关函数趋于 δ函数，这对应于高斯白噪声过

程；当 ℋ→ 1时，fGn功率谱密度趋于 δ函数、而自相

关函数趋于常数，这对应于高斯分布的随机变量；当

1
2 < ℋ< 1时，fGn是介于上述两者之间的有色高斯

噪声，其最重要的性质就是当前噪声值与历史噪声

值有着长相关性（又称长记忆性）［5，8］。

系统（1）的哈密顿函数 H ( X，Ẋ )也是系统的总

能量函数，它可以表示为：

H= 1
2 Ẋ

2 + U ( X ) （4）

其中：

U ( X )=∫
0

X

g ( s ) ds= 1
2 ω

2
n X 2 + 1

4 kX
4，

g ( X )= ω 2n X+ kX 3 （5）
假定系统（1）的退化的保守系统在平衡点附近

具有周期解，在弱激励和弱阻尼的条件下，可假定系

统（1）的响应具有如下随机周期解的形式：

X= A cosΦ ( t )， Ẋ=-Av sinΦ ( t )，
Φ ( t )= φ ( t )+ Θ ( t )， A= U-1 (H ) （6）

式（6）中的振幅 A是哈密顿量 H的确定性函

数，v是瞬时频率，它与哈密顿量H和相角 Φ之间的

关系可由式（4）和（6）推导得：

v= v ( H，Φ )= dΦ
dt =

2 { H- U [U-1 (H ) cosΦ ] }
[U-1 (H ) ]2 sin2Φ

（7）

上式表明，v是 Φ的偶函数，可以展开成以下傅

里叶级数：

v ( H，Φ )= 1
2 κ0 (H )+∑i= 1

∞

κ2i (H ) cos ( 2iΦ )，

κ0 = ν ( 2- λ2

8 )， κ2 = ν ( λ2 +
3λ3
64 )，

κ4 = ν ( -λ
2

16 )， κ6 = ν ( λ
3

64 )，⋯，

λ= kA2

4ν2
， ν=(ω 2n+

3kA2

4 )
1
2 （8）

对式（8）两边在一个周期上求平均值
∫
0

2π

( ⋅ ) dΦ

2π ，

图 1 单位 fGnW ( t )的自相关函数 R ( τ )和功率谱

密度函数 S (ω )
Fig. 1 The auto correlation function R ( τ ) and power

spectral density function S (ω ) of unit fGnW ( t )
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即可得平均频率 ω̄ ( H )= κ0 (H )
2 ，称其为非线性系

统的主频率，并可表示成以下级数形式：

ω̄= ωn+
3Hk
4ω 3n

- 67H 2 k 2

64ω 7n
+⋯ （9）

上式表明主频率 ω̄位于退化线性系统的频率

ωn附近，因受非线性参数 k的影响而有所偏离，且在

振动过程中，主频率 ω̄随系统能量H的变化而变化，

在以后做平均运算的时候将用到以下近似关系：

Φ ( t )= ω̄ ( H ) t+ Θ ( t ) （10）
式（6）可被视为从系统（1）运动状态 X ( t )，Ẋ ( t )

到 H ( t )，Θ ( t )的变换，据此系统（1）可变换为以下

等效的运动方程：

Ḣ= F (H ) + G (H )W ( t )，Θ̇= F (Θ ) + G (Θ )W ( t )（11）
其中：

F (H ) = γU-1 (H ) v sinΦ，F (Θ ) = γv
g [U-1 (H ) ]

cosΦ，

G (H ) =-U-1 (H ) v sinΦ，G (Θ ) = -v
g [U-1 (H ) ]

cosΦ

（12）
如前所述，受 fGn激励的系统（1）的响应不是马

尔科夫过程，但是考虑到对系统响应起主要作用的

是系统主频率及其倍数频率附近的噪声成分，当这

部分噪声具有宽带性质时，可应用宽带噪声激励下

拟可积哈密顿系统随机平均法［19］。系统哈密顿过程

H ( t )收敛于马尔科夫扩散过程，受如下平均后的伊

藤随机微分方程支配［20］：

dH= a ( H ) dt+ σ ( H ) dB ( t ) （13）
式中 B ( t )是单位布朗运动过程（或称维纳过程），

漂移系数 a ( H )和扩散系数 σ 2 (H )可按下式得到：

a ( H )= F (H ) +∫
-∞

0

(
|

|

|
||
|∂G (H )

∂H
t

|G (H )
t+ τ
+

|

|

|
||
|∂G (H )

∂Φ
t

|G (Θ )
t+ τ
)R ( τ ) dτ

t

，

σ 2 (H )= ∫
-∞

∞ ( )|G (H )
t

|G (H )
t+ τ

R ( τ ) dτ
t

（14）

式中 ⋅ t表示对时间 t的平均，它可以用对相角 Φ

的平均 ⋅ t=
∫
0

2π

( ⋅ ) dΦ

2π 来代替；R ( τ )是式（2）中所

列的 fGn的自相关函数。与伊藤随机微分方程（13）
相对应的稳态 FPK方程及其边界条件为：

- ∂
∂H [ ]a ( H ) p ( H ) + 1

2
∂2

∂H 2 [ ]σ 2 (H ) p ( H ) = 0，

p ( H→∞ )= 0 （15）

为得到上述 FPK方程中 a ( H )和σ 2 (H )两系数

的显式，可先把 F (H )，G (H )，G (Θ )展开成关于Φ的傅里

叶级数，再对 τ积分和对 Φ进行平均，最终得两系

数为：

a ( H )=- 14 γA
2 [ 2ω̄2 +∑

i= 0

∞

( κ 22i+ 2- κ2i κ2i+ 2 ) ]+

πA
8 ∑i= 0

∞

( κ2i- κ2i+ 2 ) [
d
dH ( A ( κ2i- κ2i+ 2 ) )+

( 2i+ 1 )( κ2i- κ2i+ 2 )
g ( A )

] S ( ( 2i+ 1 ) ω̄ )，

σ 2 (H )= πA2

4 ∑i= 0
∞

( κ2i- κ2i+ 2 )2S ( ( 2i+ 1 ) ω̄ ) （16）

稳态 FPK方程（15）可被整理成伯努利型微分

方程，并有如下形式的解［3］：

p ( H )= C exp

é

ë

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

-∫
0

H

dσ 2 ( u )
du - 2a ( u )

σ 2 ( u )
du （17）

式中 C为归一化常数。从式（16）可见，fGn对系统

响应的贡献是通过 S ( ω̄ )，S ( 3ω̄ )，S ( 5ω̄ )⋯ 等功率

谱密度值来实现。只要这些频率附近的功率谱密度

缓慢变化，fGn就可以被近似为宽带噪声。

为了分析非线性参数 k对系统响应的影响，可

将式（17）表示成如下级数形式：

p ( H )= e
-γ
πS (ωn )

H
[ γ
πS (ωn )

+ β1 k+ β2 k 2 +⋯ ]，

β1 =
1

8π2ω 4n S3
{ 5π2S3 + γH [ 3ωn ( γH- 2πS ) S′-

5πS2 ] }，

β2 =
1

384π3γω 8n S5
{ γ3H 3ω 2n S′2 ( 27γH- 180πS )-

π3S5 [ 774πS+ 150γH+ 12πS ( 3ωn )- 180πωnS′]+
36π2γHS4 ( 13γH- 5πωnS′)- 2πγ2H 2S3 ⋅
[ γH+ 6πωn ( 9ωnS″- 56S′) ]+
2πγ2H 2S2 [ γHS ( 3ωn )+
2ωn ( 54πωnS′2 - 56γHS′+ 9γHωnS″) ] } （18）

式中 S= S (ωn )，S′= S′(ωn )，S″= S″(ωn )，符号“ ′”

和“ ′′”分别表示一次和二次导数。从式（18）可知，当

系统非线性较弱时，可仅取 k的一次项，响应 p ( H )
只受谱密度值 S (ωn )及其导数 S′(ωn )的影响；当系

统非线性强一些时，可取到 k的二次项，影响 p ( H )
的因素多了 S ( 3ωn )和二阶导数 S″(ωn )，随着系统非

线性增强，影响 p ( H )的因素将包括更高倍频处的

谱密度值和谱密度的更高阶导数。

概率密度 p ( H )也可表示成如下 H的无穷阶矩

的形式：
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E [ H n ]= Γ( n+ 1 )( πS
γ
)n ( 1+ α1 k+ α2 k 2 +⋯)，

n= 1，2，3，⋯，

α1 =
nπ
8γω 4n

[ 3( 1+ n )ωnS′- 5S ]，

α2 =
nπ2

384γ2ω 8n
{ 9( n+ 1 )( n+ 2 )( 3n+ 1 )ω 2n S′2 -

2 [ n ( n- 228 )- 616 ] S2 +
2 [ n ( n+ 6 )+ 11 ] SS ( 3ωn )-
4 [ 157+ 56n ( n+ 3 ) ] ωnSS′+
32( n+ 1 )( n+ 2 )ω 2n SS″} （19）
更多系统响应的统计特性可以从 p ( H )导得，

比如系统位移 X的各阶矩：

E [ X 2n+ 1 ]= 0，

E [ X 2n ]= π
-1
2 2nΓ( 12 + n ) ( πS

γω 2n
)n ( 1+ μ1 k+

μ2 k 2 +⋯)， n= 1，2，⋯，

μ1 =
nπ
8γω 4n

[ 3( 1+ n )ωnS′-(15+ 8n ) S ]，

μ2=
nπ2

384γ2ω 8n
{ 9( n+1 )( n+2 )( 3n+1 )ω 2n S′2+

2 [ 1573+ n ( 1779+ n ( 743+96n ) ) ] S2+
2 [ n ( n+6 )+11 ] SS ( 3ωn )-4( 13+4n )⋅
[ 19+ n ( 23+9n ) ] ωnSS′+
36( n+1 )( n+2 )ω 2n SS″} （20）
用式（19）中的 E [ H n ]或式（20）中的 E [ X 2n ]来

分析非线性参数 k对系统响应的影响，结论与前述

以式（18）中的 p ( H )来分析的结果相同，随着系统

非线性增强，影响系统响应的将包括更高倍频处的

谱密度值和谱密度的更高阶导数。

2 fGn 激励下单自由度线性系统的

响应

当非线性参数 k= 0时，系统（1）退化为以下

fGn激励的单自由度线性系统：

Ẍ+ γẊ+ ω 2n X=W ( t ) （21）
应用线性随机振动的谱分析法已得到其精确响

应为［18］：

E exact [ X 2 ]=
DΓ(1+ 2ℋ ) sin [ ℋπ- ℋarccos( 1- 2ζ 2 ) ]

2ω 2ℋ+ 2n ζ 1- ζ 2
，

E exact [ Ẋ 2 ]=
DΓ(1+ 2ℋ ) sin [ ℋπ+(1- ℋ ) arccos ( 1- 2ζ 2 ) ]

2ω 2ℋn ζ 1- ζ 2

（22）

式中 ζ= γ ( 2ωn )；Γ(⋅)为 Gamma函数。考虑到响

应为零均值高斯随机过程，在式（22）基础上，可进一

步推导得概率密度和其他统计量的精确解。根据概

率论，可得如下与 p ( H )对应的特征函数M ( z )为：

M ( z )= 1+∑
n= 1

∞ ( jz )n
n！

E exact [ H n ] （23）

其中H的各阶矩 E exact [ H n ]有如下精确解：

E exact [ H n ]= 1
2 E exact [ Ẋ 2 ]n [ π

-1
2 Γ ( 12 + n ) ⋅

2F 1 (
1
2，- n，

1
2 - n，λ )+

λ
1
2 + nΓ(1+ n ) 2F 1 (

1
2，1+ n，1，1- λ ) ]，

λ= sin [ ℋπ- ℋarccos( 1- 2ζ 2 ) ]
sin [ ℋπ+(1- ℋ ) arccos ( 1- 2ζ 2 ) ]

，

n= 1，2，⋯ （24）
式中 2F 1 (⋅，⋅，⋅，⋅ )为超几何函数。注意到 fGn激
励的线性系统响应仍然是高斯分布的，可以得到以

下位移各阶矩的精确解：

E exact [ X 2n ]= π
-1
2 2nΓ( 12 + n ) ( E exact [ X 2 ] )n，

E exact [ X 2n+ 1 ]= 0， n= 1，2，⋯ （25）
前述宽带噪声激励下拟可积哈密顿系统随机平

均法已经被应用于 fGn激励下多自由度强非线性系

统的响应预测和可靠性分析，并通过数值误差分析

指出，当系统主频率落在 fGn功率谱密度中比较平

坦的范围内时，近似方法是适用的［16⁃17］。在这里，鉴

于容易获得单自由度线性系统响应的解析解，仅对

线性系统做出解析分析。考虑线性系统（21）受如下

限带白噪声W ( t )激励（如图 2中实线所示）：

S (ω )=
ì
í
î

S0，ω 1 ≤ || ω ≤ ω 2
0，其他

（26）

系统均方响应为［2］：

图 2 限带白噪声功率谱（实线）和有斜率的限带噪声功率谱

（虚线）

Fig. 2 Power spectral densities of band⁃limited white noise
（solid line）and band⁃limited noise with slope（dashed
line）
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E [ X 2 ]= πS0
2ζω 3n

[ I ( ω 2
ωn
)- I ( ω 1

ωn
) ]，

I ( x )= 1
π arctan (

2ζx
1- x2

)+

ζ

2π 1- ζ 2
ln (

1+ x2 + 2x 1- ζ 2

1 + x2 - 2x 1- ζ 2
) （27）

其中函数 I ( x )如图 3（a）所示。

由图 3可见，阻尼率 ζ越小，在 ω ωn= 1处的

I ( x )曲线越陡，这说明，只要区间 (ω 1，ω 2 )包括了

ωn，就有 I ( ω 2 ωn )- I ( ω 1 ωn )≈ 1，限带白噪声的响

应可以用白噪声的响应 E [ X 2 ]= πS0 ( 2ζω 3n )来近

似。再考虑W ( t )为 S (ωn )= S0，(ω 1，ω 2 )内的功率

谱密度是具有斜率 S′（如图 2中虚线所示）的限带噪

声，即：

S (ω )=
ì
í
î

S0 +(ω- ωn )S′，ω 1 ≤ || ω ≤ ω 2
0，其他

（28）

可以得到系统均方响应为（推导过程略）：

E [ X 2 ]= πS0
2ζω 3n

[ J ( ω 2
ωn

，
S′ωn

S0
)- J ( ω 1

ωn
，
S′ωn

S0
) ]，

J ( x，y )=(1- y ) I ( x )+
y

π 1- ζ 2
arctan ( x- 1+ 2ζ

2

2ζ 1- ζ 2
) （29）

其中函数 J ( x，y )如图 3（b）所示。可见，斜率 S′改变

了 ω ωn= 1 处 曲 线 的 陡 峭 程 度 ，

J ( ω 2 ωn，S′ωn S0 )- J ( ω 1 ωn，S′ωn S0 ) 能 否 约 等

于 1，也即 E [ X 2 ]能否近似为白噪声的响应，是受斜

率 S′影响的。只有当斜率 S′比较小，即谱密度曲线

比较平坦时才可以。

3 近似方法适用性的分析

在前述用宽带噪声激励下拟可积哈密顿系统随

机平均法得到的 fGn激励下单自由度非线性系统

（1）响应的近似解析解 p ( H )，E [ H n ]和 E [ X 2n ]（见

式（18），（19）和（20））中令 k= 0，就得到 fGn激励下

线性系统（21）响应的近似解析解。同时，系统（21）
的响应有精确解析解（见式（24）和（25））。这样就可

以近似计算方法预测线性系统响应时的误差，比如：

eHn =
|

|

|
||
| E [ H n ]- E exact [ H n ]

E exact [ H n ]
|

|

|
||
|
，

eX2n=
|

|

|
||
| E [ X 2n ]- E exact [ X 2n ]

E exact [ X 2n ]
|

|

|
||
|
，

k= 0， n= 1，2，3，⋯ （30）
式中 eHn 和 eX2n分别是用系统能量矩 E [ H n ]和位移

矩 E [ X 2n ]来定义的相对误差。图 4，5显示了 eHn 和
eX2n随Hurst系数ℋ、线性主频率 ωn及系统阻尼系数 γ

的变化情况。图 4，5表明，当 ℋ越接近于
1
2 和 ωn越

大时，近似解的误差越小，原因在于此时 fGn具有较

宽 的 频 带 。 图 4，5 还 表 明 ，对 响 应 低 阶 矩

E [ H ]和E [ X 2 ]的近似解误差要低于对响应高阶

矩 E [ H 2 ]和E [ X 4 ]的近似解误差。γ= 2ζωn 是线

性系统（21）幅频响应特性的半功率带宽［2］，它衡量

了系统能在 ωn 附近多大频率范围内吸收噪声的能

量。比较图 4（a）与图 6（a），或比较图 5（a）与图 6（b）
表明，γ增加时，近似解误差增加。观察近似解式

（18），（19）和（20）可知，k= 0时，fGn功率谱密度中

仅谱值 S (ωn )出现在近似解的表达式中，邻域噪声

成分的影响被近似解忽略了，这就是 γ增加，近似解

误差增大的原因。

当 fGn激励的非线性系统（1）中 k> 0时，从近

似解式（18），（19）和（20）可以看出，除退化线性系统

频率 ωn 外，其倍频 3ωn，5ωn，⋯上的谱密度值和谱

密度的各阶导数也出现在近似解的表达式中。因

此，对于 fGn激励的非线性系统（1），当退化线性系

统频率及其倍频 ωn，3ωn，5ωn，⋯都处于 fGn功率谱

密度曲线较为平坦的范围内时，误差较小，近似方法

更适用。若要分析非线性因素对系统响应的影响，

图 3 系数函数 I ( x )和 J ( x，y )
Fig. 3 Coefficient functions I ( x ) and J ( x，y )
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可以借助式（18），（19）和（20）进行解析分析。由于

哈密顿量 H在非线性系统的响应预测、可靠性分析

和稳定性分析中具有重要的地位，这里就以 H为响

应量进行分析。结合式（19）可知以下比值：

ηHn =
α1 k+ α2 k 2 +⋯

1+ α1 k+ α2 k 2 +⋯
， n= 1，2，3，⋯（31）

ηHn 表示在 n阶能量矩 E [ H n ]中，由非线性因素

k带来的那部分响应量在整个响应量中的占比。图

7 分 别 示 出 了 高 斯 白 噪 声（ℋ= 0.5）和 fGn 激 励

（ℋ= 0.75）下非线性响应量占比 ηH1，ηH2，ηH3 随参数 k

的变化情况。图 7表明，无论高斯白噪声激励还是

fGn激励，也无论 k为何值，非线性因素对高阶矩的

影响都要大于对低阶矩的影响。对图 7（a）与图 7
（b）中相同 ηH1，ηH2 或 ηH3 的比较表明，高斯白噪声激励

图 4 式（30）中分别用能量一阶矩和二阶矩定义的相对误差 eH1 和 eH2
Fig. 4 Relative errors eH1 and eH2 in Eq.（30）defined respectively by first and second energy moments

图 5 式（30）中分别用位移二阶矩和四阶矩定义的相对误差 eX2 和 eX4
Fig. 5 Relative errors eX2 and eX4 in Eq.（30）defined respectively by second and fourth displacement moments

图 6 式（30）中分别用能量矩一阶矩和位移二阶矩定义的相对误差 eH1 和 eX2
Fig. 6 Relative errors eH1 and eX2 in Eq.（30）defined respectively by first energy moment and second displacement moment
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下 ηHn 随 k增加较缓慢，而 fGn激励下 ηHn 随 k增加较

急速。换言之，在Hurst系数 ℋ和非线性因素 k的共

同影响下，能量矩 E [ H n ]有着非常大的变化。应用

宽带噪声激励下拟可积哈密顿系统随机平均法所得

到的理论结果能够准确地体现出非线性因素的

影响。

4 结 论

通过 fGn激励下线性系统响应的精确解析解与

用宽带噪声激励下拟可积哈密顿系统随机平均法所

得的近似解析解之间的比较可知，只要系统固有频

率所在频段的功率谱密度曲线比较平坦，近似解析

解的误差就会较小。对于 fGn激励的非线性系统，

主频率及其倍数频率处的谱密度值和谱密度的各阶

导数会影响解析解精度。可以预计的是，对强非线

性系统，当 fGn功率谱密度曲线在系统主频率及其

倍数频率处较为平坦时，响应近似解析解的误差较

小。分析表明，近似解析解也能反映出 Hurst系数

和非线性参数对响应量有较大的影响。总之，在

fGn功率谱密度曲线较平坦的区域内，宽带噪声激

励下拟可积哈密顿系统随机平均法适合于研究 fGn
激励下的多自由度强非线性系统的动力学。
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Analytical analysis on the applicability of an approximate method to
nonlinear systems driven by fGn

DENG Mao-lin，ZHU Wei-qiu
（Institute of Applied Mechanics，School of Aeronautics and Astronautics，Zhejiang University，Hangzhou 310027，China）

Abstract: Due to the non-Markov property of response of a nonlinear system driven by fractional Gaussian noise（fGn），the diffu⁃
sion process theory cannot be applied. As an approximate method，the stochastic averaging method for multi-DOF strongly nonlin⁃
ear systems driven by wideband noise has been applied to study nonlinear systems driven by fGn. The results show that the approxi⁃
mate method is very effective in the response prediction and the reliability analysis. However，so far there has been no analytical
analysis on the error and applicability of the approximate method. In the present paper，the approximate method is applied to study
a single-DOF nonlinear system driven by fGn and some analytical solutions are obtained. By comparing with reported exact analyti⁃
cal solutions，the error analysis is performed and the applicability of approximate method is determined. The conclusion of the pres⁃
ent paper can be the theoretical foundation for further application of the approximate method.

Key words: nonlinear system；wideband noise；fractional Gaussian noise（fGn）；stochastic averaging method of quasi Hamiltonian
systems
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