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考虑非局部应变梯度效应的轴对称压电纳米圆板
热-力-电耦合振动
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摘要 : 基于非局部应变梯度理论和Mindlin板理论，研究了热⁃力⁃电多场耦合下轴对称压电纳米圆板的振动特性。通

过Hamilton原理推导了非局部应变梯度本构框架内的运动方程，采用微分求积法数值求解了理论模型微分方程组，分

析了压电纳米圆板的振动固有频率受内尺度参数与外场参数的影响。压电纳米圆板的固有频率随着非局部参数的增

大而减小，随着应变梯度特征参数的增大而增大。当非局部参数小于应变梯度特征参数时，纳米圆板表现出刚度硬化

行为；当非局部参数大于应变梯度特征参数时，表现出刚度软化行为。当非局部参数等于应变梯度特征参数时，纳米

圆板的刚度退化为相应的经典连续介质理论结果。此外，固有频率随着径向压力和正电压的增大而减小，随着径向拉

力和负电压的增大而增大，随着温差的增加而小幅减小。特别地，研究发现当径向载荷和电压增大到一定程度时，纳

米圆板出现了振动失稳现象，并分析了非局部参数与应变梯度特征参数对失稳临界径向载荷及临界电压的影响。
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引 言

近 年 来 ，各 种 压 电 材 料 和 结 构 成 为 研 究 热

点［1⁃4］。当尺寸减小到纳米量级时，压电纳米材料和

结构因为具有优越的热、电、机械、物理和化学性能，

使其在纳机电系统中有着广泛的应用。研究压电纳

米结构的力学性能对于纳机电系统的设计、调控及

优化具有重要意义。

大量研究表明，当微结构处于纳米尺度时，其力

学性能将呈现明显的尺度效应［5⁃6］。此时经典连续

力学理论无法适用，因此需要发展纳米尺度下的新

的理论与方法［7⁃8］。建立和发展能准确描述纳米结

构尺度效应的非经典连续介质理论是当前纳米力学

的研究前沿之一。其中，由 Lim等［9］提出的非局部

应变梯度理论，考虑了纳米材料和结构的非局部效

应和应变梯度效应，是近年来应用最广泛的非经典

连续介质理论［10⁃12］。Mehrez等［10］推导了弹性地基上

非局部应变梯度石墨烯片的振动控制方程，探究了

磁场、弹性基础、纳米粒子数量和质量、非局部参数

以及应变梯度特征参数等对石墨烯片振动特性的影

响。Wu等［11］基于非局部应变梯度理论和改进的双

曲剪切变形梁理论，建立了尺寸不均匀梁模型，研究

了在外加谐波激励下，功能梯度增强复合纳米梁的

非线性振动。Gholipour等［12］研究了非线性非局部

应变梯度理论下的功能梯度 Timoshenko纳米梁模

型，并分析其动力学特性。基于非局部应变梯度理

论，既考虑非局部效应又考虑应变梯度效应，所以模

型和结果更为全面［13⁃19］。因此，本文以非局部应变

梯度理论作为主要研究方法。

随着纳米技术的发展，压电纳米材料被认为有

可能实现纳机电系统的自供电。王中林［20］采用氧化

锌纳米线阵列作为纳米发电机部件，当作用 5 nN的

外力时，输出 6.5 mV的电压，在纳尺度下将机械能

转化为电能。Motezaker等［21］基于高阶非局部理论

研究了在顶部和底部表面集成了压电层的环形纳米

板的振动、屈曲和弯曲。Eltaher等［22］考虑非局部效

应与表面效应，研究了压电多孔纳米梁弯曲和自由

振动，探讨了各类因素对压电多孔纳米梁的机电性

能的影响。Karimiasl等［23］通过非局部理论推导了

嵌入黏弹性地基中的磁电黏弹性压电纳米板在湿热

环境下的控制方程组，并求出其临界载荷的解析解。

不过，尽管已有部分学者对压电纳米结构的振

动开展了若干研究，但大多数文献是基于非局部理
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论，仅少数文献［24⁃25］考虑了非局部应变梯度效

应。Arefi等［24］基于非局部应变梯度理论与各类高

阶剪切变形梁理论推导了夹层压电纳米梁的控制方

程，分析了动态失稳区域特征。Masoumi等［25］研究

了挠曲电现象对压电纳米梁色散特性的影响，考虑

Reddy高阶剪切变形理论以及非局部应变梯度理论

推导控制方程，分析了挠曲电效应和施加电压对色

散的作用。已有一些研究基于非局部应变梯度理论

分析压电纳米梁模型，然而对纳米圆板模型的研究

未见报道。考虑到纳米圆板作为纳机电系统的结构

之一，常工作于多物理场环境中。因此，本文基于非

局部应变梯度理论，研究在热⁃力⁃电多场作用下轴

对称压电纳米圆板的振动特性，分析了非局部参数、

应变梯度特征参数以及热⁃力⁃电场耦合对压电纳米

圆板振动的影响。当然，纳米尺寸结构还存在表界

面效应问题。以纳米圆板为例，当径厚比超过 50
时，纳米圆板的表界面效应不可忽略［26］。本文利用

Mindlin板理论研究中厚纳米圆板，其径厚比不低于

20，此时相比于表界面效应，非局部效应和应变梯度

效应占主导地位。

1 力学模型与基本方程

压电纳米圆板模型如图 1所示，其中半径为 R，

厚度为 h，受到径向均布载荷 q（单位：N/m）、外部电

势 Φ（单位：V）和温差 ΔT（单位：K）的作用，外边界

约束考虑为常见的简支和固支两类。

根据非局部应变梯度理论，计及压电效应的基

本方程为［27］：

[1- (ea) 2∇2 ]{σij}= (1- l 2∇2) ([ cijkl ]{εkl}-
[ emij ]{Em}) （1a）

[1- (ea) 2∇2 ]{Di}= (1- l 2∇2) ([ eikl ]{εkl}+
[ sim ]{Em}) （1b）

式中 σij，εkl，Di 和 Em 分别表示应力、应变、电位移

以及电场；cijkl，emij和 sim 分别表示弹性模量、压电常

数和电介质常数；ea和 l表征了非局部效应和应变

梯度效应的影响；［·］表示矩阵，{·}表示数列。拉普

拉斯算子∇2= ∂2 ∂r 2+ ∂ r∂r。
将基本方程引入到纳米圆板模型中可得其本构

方程为：
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[1- (ea) 2∇2 ] σr= (1- l 2∇2) ( c͂11 εr+ c͂12 εθ- e͂31Ez)
[1- (ea) 2∇2 ] σθ= (1- l 2∇2) ( c͂12 εr+ c͂11 εθ- e͂31Ez)
[1- (ea) 2∇2 ] τrz= (1- l 2∇2) c͂44γrz
[1- (ea) 2∇2 ] Dr= (1- l 2∇2) ( e͂15γrz+ s͂11Er)
[1- (ea) 2∇2 ] Dz= (1- l 2∇2) ( e͂31 εr+ e͂31 εθ+ s͂33Ez)

（2）
其中：

c͂11 = c11 -
c213
c33

，c͂12 = c12 -
c213
c33

，c͂44 = c44，

e͂31 = e31 -
c13 e33
c33

，e͂15 = e15，s͂11 = s11，s͂33 = s33 +
e233
c33

，

λ͂11 = λ11 -
c11 λ33
c33

（3）

对式（2）积分，且考虑柱坐标系下的圆板几何方

程 εr= z
∂φ
∂r，εθ= z

φ
r
，γrz= φ+ ∂w

∂r ，可得：
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[1- (ea) 2∇2 ]Mr= (1- l 2∇2) (D 11
∂φ
∂r +

D 12
φ
r
+ E 31ϕ)

[1- (ea) 2∇2 ]Mθ= (1- l 2∇2) (D 12
∂φ
∂r +

D 11
φ
r
+ E 31ϕ)

[1- (ea) 2∇2 ]Qr= (1- l 2∇2) é
ë
ê
êê
êκA 44 ( ∂w∂r + φ) ùûúúúú

∫
- h
2

h
2 [1- (ea) 2∇2 ] Dr cos ( βz) dz=

(1- l 2∇2) é
ë
ê
êê
êE 15 ( ∂w∂r + φ)+ X 11

∂ϕ
∂r

ù

û
úúúú

∫
- h
2

h
2 [1- (ea) 2∇2 ] Dz β sin ( βz) dz=

(1- l 2∇2) é
ë
ê
êê
êE 31 ( ∂φ∂r + φ

r )- X 33ϕ
ù

û
úúúú

（4）

式中 Mr，Mθ和 Qr分别表示轴向弯矩、环向弯矩和

剪力弯矩；κ= π2
12为剪切修正因子，其余系数如下：

图 1 轴对称压电纳米圆板模型示意图

Fig. 1 The schematic diagram of an axisymmetric piezoelec⁃
tric circular nanoplate
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D 11 =∫
- h
2

h
2
c͂11 z2 dz，D 12 =∫

- h
2

h
2
c͂12 z2 dz，E 31 =

∫
- h
2

h
2
e͂31 βz sin ( βz) dz，A 44 = c͂44h，E 15 =

∫
- h
2

h
2
e͂15 cos ( βz) dz，X 11 =∫

- h
2

h
2
s͂11 cos2( βz) dz，

X 33 =∫
- h
2

h
2
s͂33 β 2 sin2( βz) dz （5）

根据Mindlin板理论，轴对称纳米圆板的径向位

移 ur和横向位移 uz可表示为：

ur( r，z，t )= zφ ( r，t )， uz( r，z，t )= w ( r，t ) （6）
式中 w ( r，t )表示圆板中面上任意一点的横向位

移，φ ( r，t )表示圆板中面法线的转角，t为时间变量。

假设电势由线性函数和正弦函数组成且满足

Maxwell方程［28］：

Φ ( r，z，t )=-cos ( βz) ϕ ( r，t )+ 2zV 0

h
（7）

式中 β= π/h，ϕ ( r，t )表示圆板中面上任意一点的

电势，V 0为外部电压。

则电位移与电场的关系为：

Er=-
∂Φ
∂r = cos ( βz)

∂ϕ
∂r （8）

Ez=-
∂Φ
∂z =-β sin ( βz) ϕ-

2V 0

h
（9）

通过 Hamilton原理可推得轴对称压电纳米圆

板的振动控制方程，即：

δ ∫
t0

t1

(U- T- K ) dt= 0 （10）

式中 U，T和 K分别表示系统的应变能、动能和外

力做功。

轴对称压电纳米圆板的应变能可表示为：

U= 1
2 ∫V (σr εr+ σθ εθ+ τrz γrz- DrEr- DzEz) dV

（11）
则应变能变分为：

δU= 12 ∫V δ ( )σr εr+ σθ εθ+ τrz γrz-DrEr-DzEz dV=

∫ |rMrδφ
R

0
dθ-∬ ∂ ( )rMr

∂r δφdrdθ+∬Mθδφdrdθ+

∬Qrδφrdrdθ+∫ |rQr δw
R

0
dθ-∬ ∂ ( )rQr

∂r δwdrdθ-

∫∫
- h
2

h
2 |rDr cos ( )βz δϕ R

0
dz dθ+

∬∫
- h
2

h
2 ∂ ( )rDr

∂r cos ( )βz δϕdzdrdθ+

∬∫
- h
2

h
2
Dz β sin ( )βz δϕdz rdrdθ （12）

轴对称压电纳米圆板的动能可表示为：

T= 1
2 ∫V ρ

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( ∂ur∂t )

2

+ ( ∂uz∂t )
2ù

û

ú
úú
ú dV （13）

则动能变分为：

δT= 1
2 δ ∫V ρ

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( ∂ur∂t )

2

+ ( ∂uz∂t )
2ù

û

ú
úú
ú dV=

∬( I0 ∂w∂t δ ∂w∂t + I2
∂φ
∂t δ

∂φ
∂t ) rdrdθ （14）

其中：
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I0 =∫
- h
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h
2
ρdz= ρh

I2 =∫
- h
2

h
2
ρz2 dz= ρh3

12

（15）

式中 ρ为圆板的体密度。

外力做功为：

K= 1
2 ∫A

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê(NE+ NF+ NT) ( ∂w∂r )

2ù

û

ú
úú
ú dA （16）

则外力做功的变分为：

δK= 1
2 δ ∫A

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê(NE+ NF+ NT) ( ∂w∂r )

2ù

û

ú
úú
ú dA=

∬é
ë
êêêê(NE+ NF+ NT) ∂w∂r δ

∂w
∂r

ù
û
úúúú rdrdθ （17）

式中 NE=-2e͂31V 0，NF= q，NT= λ͂11hΔT。
将式（12），（14）和（17）代入式（10），可得轴对称

压电纳米圆板的经典控制方程为：

1
r
∂ ( )rQr

∂r - (NE+ NF+ NT) 1r
∂
∂r ( r ∂w∂r )=

I0
∂2w
∂t 2

（18）

1
r
∂ ( )rMr

∂r - Mθ

r
- Qr= I2

∂2φ
∂t 2

（19）

∫
- h
2

h
2 é

ë
ê
êê
ê 1
r
∂ ( )rDr

∂r cos ( βz)+ Dz β sin ( βz) ù
û
úúúú dz= 0 （20）

将式（4）代入式（18）~（20），可得轴对称压电纳

米圆板在非局部应变梯度理论下的控制方程为：

(1- l 2∇2) é
ë

ê
êê
êκA 44 ( ∂2w∂r 2 + 1

r
∂w
∂r +

∂φ
∂r +

φ
r ) ùûúúúú=

[1- (ea) 2∇2 ] é
ë
ê
êê
ê(NE+ NF+ NT) 1r

∂w
∂r +

(NE+ NF+ NT) ∂
2w
∂r 2

+ I0
∂2w
∂t 2

ù

û
úúúú （21）
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(1- l 2∇2) é
ë

ê
êê
êD 11 ( ∂2φ∂r 2 + 1

r
∂φ
∂r -

φ
r 2 )+ E 31

∂ϕ
∂r -

κA 44 ( ∂w∂r + φ) ùûúúúú= [1- (ea) 2∇2 ] I2 ∂
2φ
∂t 2

（22）

(1- l 2∇2) é
ë

ê
êê
êE 15 ( )∂2w

∂r 2
+ 1
r
∂w
∂r +

∂φ
∂r +

φ
r
+ X 11 ( ∂2ϕ∂r 2 +

1
r
∂ϕ
∂r )+ ù

û
úúúúE 31 ( )∂φ

∂r +
φ
r
-X 33ϕ =0 （23）

引入以下无量纲量：

r̄= r
R

，w̄= w
R

，τ= ea
R

，ζ= l
R

，A 110 = c11h，

Ā 44 =
A 44

A 110
，t̄= t

R
A 110

I0
，H= h

R
，{N̄E，N̄F，N̄T}=

{ NE

A 110
，
NF

A 110
，
NT

A 110
}，ϕ̄= ϕ

ϕ 0
，ϕ 0 =

A 110

X 33
，

Ē 31 =
E 31ϕ0
A 110h

，D̄ 11 =
D 11

A 110h2
，Ē 15 =

E 15ϕ0
A 110h

，

X̄ 11 =
X 11ϕ20
A 110h2

X̄ 33 =
X 33ϕ20
A 110

，D̄ 12 =
D 12

A 110h2
（24）

将式（21）~（23）转化为无量纲方程组：

(1- ζ 2 ∇̄2) é
ë

ê
êê
êκĀ 44 ( ∂2 w̄∂r̄ 2 + 1

r̄
∂w̄
∂r̄ +

∂φ
∂r̄ +

φ
r̄ ) ùûúúúú=

(1- τ 2 ∇̄2) é
ë
ê
êê
ê( N̄E+ N̄F+ N̄T) 1r̄

∂w̄
∂r̄ + ( N̄E+

N̄F+ N̄T) ∂
2 w̄
∂r̄ 2

+ ∂2 w̄
∂t̄ 2

ù

û
úúúú （25）

(1- ζ 2 ∇̄2) é
ë

ê
êê
êD̄ 11 ( )∂2φ

∂r̄ 2
+ 1
r̄
∂φ
∂r̄ -

φ
r̄ 2
+ Ē 31

H
∂ϕ̄
∂r̄ -

ù

û

ú
úú
úκĀ 44

H 2 ( )∂w̄
∂r̄ + φ = (1- τ 2 ∇̄2) 112

∂2φ
∂t̄ 2

（26）

式中 ∇̄2表示无量纲化的拉普拉斯算子。

(1-ζ 2 ∇̄2) é
ë

ê
êê
êĒ 15 ( )∂2 w̄

∂r̄ 2
+ 1
r̄
∂w̄
∂r̄ +

∂φ
∂r̄+

φ
r̄
+

HX̄ 11 ( ∂2 ϕ̄∂r̄ 2 + 1r̄ ∂ϕ̄∂r̄ )+ ù

û

ú
úú
úĒ 31 ( )∂φ

∂r̄+
φ
r̄
- X̄ 33

H
ϕ̄ =0

（27）
式（25）~（27）中，设其解为：

w̄= w͂ ( r̄ ) ejωt̄，φ= φ͂ ( r̄ ) ejωt̄，ϕ̄= ϕ͂ ( r̄ ) ejωt̄ （28）
式中 w͂ ( r̄ )，φ͂ ( r̄ )和 ϕ͂ ( r̄ )为振动模态函数，ω为无

量纲振动频率。

将式（28）代入式（25）~（27）可得：

(1- ζ 2 ∇̄2) κĀ 44 ( ∂2 w͂∂r̄ 2 + 1
r̄
∂w͂
∂r̄ +

∂φ͂
∂r̄ +

φ͂
r̄ )-

(1- τ 2 ∇̄2) é
ë
ê
êê
ê( N̄E+ N̄F+ N̄T) 1r̄

∂w͂
∂r̄ + ( N̄E+

N̄F+ N̄T) ∂
2 w͂
∂r̄ 2

- ω2 w͂
ù

û
úúúú= 0 （29）

(1- ζ 2 ∇̄2) é
ë

ê
êê
ê
ê
êD̄ 11 ( ∂2 φ͂∂r̄ 2 + 1

r̄
∂φ͂
∂r̄ -

φ͂
r̄ 2 )+ Ē 31

H
∂ϕ͂
∂r̄ -

κĀ 44

H 2 ( ∂w͂∂r̄ + φ͂) ùûúúúú+ 1
12 (1- τ 2 ∇̄2) ω2 φ͂= 0（30）

(1-ζ 2 ∇̄2) é
ë

ê
êê
êĒ 15 ( )∂2 w͂

∂r̄ 2
+ 1
r̄
∂w͂
∂r̄ +

∂φ͂
∂r̄+

φ͂
r̄
+

HX̄ 11 ( ∂2 ϕ͂∂r̄ 2 + 1r̄ ∂ϕ͂∂r̄ )+ ù

û

ú
úú
úĒ 31 ( )∂φ͂

∂r̄+
φ͂
r̄
- X̄ 33

H
ϕ͂ =0

（31）
边界条件为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

δw= 0 or κĀ 44
é

ë

ê
êê
ê ∂w͂
∂r̄ - ζ 2( ∂3 w͂∂r 3 + 1

r
∂2 w͂
∂r 2 )+

φ͂- ζ 2( ∂2 φ͂∂r̄ 2 + 1
r̄
∂φ͂
∂r̄ ) ùûúúúú- ( N̄E+ N̄F+

N̄T) é
ë

ê
êê
ê ∂w͂
∂r̄ - τ 2( ∂3 w͂∂r 3 + 1

r
∂2 w͂
∂r 2 ) ùûúúúú= 0

δφ= 0 or D̄ 11
∂φ͂
∂r̄ + D̄ 12

φ͂
r̄
+ Ē 31

H
ϕ͂= 0

δϕ= 0 or Ē 15 ( ∂w͂∂r̄ + φ͂)+ HX̄ 11
∂ϕ͂
∂r̄ = 0

（32）

2 求解方法

轴对称压电纳米圆板的振动控制方程组包含三

个四阶偏微分方程，本文采用微分求积法进行数值

求解。微分求积法的本质是对全域范围内所有节点

的函数值进行加权求和，以表示该函数及其导数在

所选节点的值。函数W的 n阶导数可近似为：

|

|

|
||
|
|
|∂nW

∂ξ n
ξ= ξj

=∑
m= 1

N

C ( )n
jm W ( ξm )， j= 1，2，⋯，N （33）

式中 ξm为域中第m个节点，N代表域中的节点数，

C ( )n
jm 为 n阶导数的加权函数。

这里用切比雪夫多项式作为节点的选取方式，

可得：

ξm=
1
2
é

ë
ê
êê
ê1- cos ( m-1N-1 π) ùûúúúú， m=1，2，⋯，N（34）

基于拉格朗日插值函数将与一阶导数相关的加

权系数表示为：

C ( )1
jm =

ì

í

î

ï
ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

∏
k= 1，k≠ j，m

N

( )ξj- ξk ∏
k= 1，k≠ m

N

( )ξm- ξk ，j≠ m

∑
k= 1
k≠ j

N 1
( )xj- xk

，j= m
，

j，m= 1，2，⋯，N （35）
高阶导数可以看成对一阶导数的求导，于是有：
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C ( )2
jm = C ( )1

jm C ( )1
jm，C ( )3

jm = C ( )2
jm C ( )1

jm，

C ( )4
jm = C ( )2

jm C ( )2
jm，⋯，C ( )n

jm = C ( )n- 1
jm C ( )1

jm （36）
将式（33）代入式（29）~（31），可得轴对称压电

纳米圆板在微分求积法下的离散方程为：

κĀ 44

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ζ 2∑

m= 1

N

C ( )4
jm w͂m-

2ζ 2
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )3
jm w͂m+ (1+

ζ 2

r̄ j 2 )∑m= 1N

C ( )2
jm w͂m+ ( 1r̄ j - ζ 2

r̄ j 3 )∑m= 1N

C ( )1
jm w͂m

ù

û

ú
úú
ú+

κĀ 44

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ζ 2∑

m= 1

N

C ( )3
jm φ͂m-

2ζ 2
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )2
jm φ͂m+

(1+ ζ 2

r̄ j 2 )∑m= 1N

C ( )1
jm φ͂m+ ( 1r̄ j - ζ 2

r̄ j 3 ) φ͂ jùûúúúú-
( N̄E+ N̄F+ N̄T) é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- τ 2∑

m= 1

N

C ( )4
jm w͂m-

2τ 2
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )3
jm w͂m+ (1+ τ 2

r̄ j 2 )∑m= 1N

C ( )2
jm w͂m+ ( 1r̄ j -

τ 2

r̄ j 3 )∑m= 1N

C ( )1
jm w͂m

ù

û

ú
úú
ú+ ω2

é

ë

ê
êê
ê
ê
êw͂ j- τ 2(∑m= 1N

C ( )2
jm w͂m+

1
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )1
jm w͂m ) ùûúúúú= 0 （37）

D̄ 11

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ζ 2∑

m= 1

N

C ( )4
jm φ͂m-

2ζ 2
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )3
jm φ͂m+ (1+

2ζ 2

r̄ j 2 )∑m= 1N

C ( )2
jm φ͂m+ ( 1r̄ j - 4ζ 2

r̄ j 3 )∑m= 1N

C ( )3
jm φ͂m+

( - 1
r̄ j 2
+ 4ζ 2

r̄ j 4 ) φ͂ jùûúúúú+ Ē 31

H
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑
m= 1

N

C ( )1
jm ϕ͂m-

ζ 2(∑m= 1N

C ( )3
jm ϕ͂m+

1
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )2
jm ϕ͂m ) ùûúúúú+ 1

12 ω
2
é

ë

ê
êê
ê
ê
êφ͂ j-

τ 2(∑m= 1N

C ( )2
jm φ͂m+

1
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )1
jm φ͂m ) ùûúúúú+

κĀ 44

H 2 (ζ 2∑m= 1N

C ( )3
jm w͂m+ ζ 2

1
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )2
jm w͂m-

∑
m= 1

N

C ( )1
jm w͂m+ ζ 2∑

m= 1

N

C ( )2
jm φ͂m+

ζ 2
1
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )1
jm φ͂m- φ͂ j)= 0 （38）

Ē 15

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ζ 2∑

m= 1

N

C ( )4
jm w͂m-

2ζ 2
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )3
jm w͂m+ (1+

ζ 2

r̄ j 2 )∑m= 1N

C ( )2
jm w͂m+ ( 1r̄ j - ζ 2

r̄ j 3 )∑m= 1N

C ( )1
jm w͂m

ù

û

ú
úú
ú+

( Ē 15 + Ē 31) é
ë

ê
êê
ê
ê
ê- ζ 2∑

m= 1

N

C ( )3
jm φ͂m-

2ζ 2
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )2
jm φ͂m+

(1+ ζ 2

r̄ j 2 )∑m= 1N

C ( )1
jm φ͂m+ ( 1r̄ j - ζ 2

r̄ j 3 ) φ͂ jùûúúúú+
HX̄ 11

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ζ 2∑

m= 1

N

C ( )4
jm ϕ͂m-

2ζ 2
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )3
jm ϕ͂m+ (1+

ζ 2

r̄ j 2 )∑m= 1N

C ( )2
jm ϕ͂m+ ( 1r̄ j - ζ 2

r̄ j 3 )∑m= 1N

C ( )1
jm ϕ͂m

ù

û

ú
úú
ú-

X̄ 33

H
é

ë

ê
êê
ê
ê
êϕ͂ j- ζ 2(∑m= 1N

C ( )2
jm ϕ͂m+

1
r̄ j ∑m= 1

N

C ( )1
jm ϕ͂m ) ùûúúúú= 0

（39）
式中 j= 2，3，…，N- 1。

将方程（37）~（39）结合边界条件，可得特征方

程为：

é
ë
êêêêK d1

K b1

K d2 K d3

K b2 K b3

ù
û
úúúú
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

q1
q2
q3

- ω2é
ë
êêêê ù

û
úúúúM d1

M b1

M d2 M d3

M b2 M b3

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

q1
q2
q3

=

{ }00 （40）

式中 K，M分别为刚度矩阵和质量矩阵，下标 d表

示控制方程，下标 b表示边界条件；q表示节点位移：

q1 ={w͂ 1，w͂ 2，…，w͂N}
T
，q2 ={φ͂ 1，φ͂ 2，…，φ͂N}

T
，

q3 ={ϕ͂1，ϕ͂ 2，…，ϕ͂N}T （41）

3 数值结果与讨论

考 虑 厚 度 为 2.5 nm，半 径 为 50 nm，采 用

PZT⁃4材料做成的压电纳米薄板，材料参数如表 1
所示。在计算中选取节点数 N=18，研究外边固

支（C）、外边简支（S）两种边界下压电纳米圆板的

振动特性，探索非局部参数、应变梯度特征参数、

径向均布载荷、电场和温度场对无量纲固有频率

的影响。

根据文献［29⁃30］，用于制备纳米圆板的常用

材 料 的 非 局 部 参 数 ea 一 般 不 超 过 2 nm，因 此

PZT⁃4 材料的非局部参数也应在［0，2 nm］范围

表 1 PZT-4材料属性

Tab. 1 Material properties of PZT-4

材料参数

c11/GPa
c12/GPa
c13/GPa
c33/GPa
c44/GPa

λ11/ ( N ⋅ km-2 )
λ33/ ( N ⋅ km-2 )

取值

132
71
73
115
26

4.738×105

4.529×105

材料参数

e31/ ( C ⋅ m-2 )
e15/ ( C ⋅ m-2 )
e33/ ( C ⋅ m-2 )

s11/ ( C ⋅ V-1 ⋅ m-1 )
s33/ ( C ⋅ V-1 ⋅ m-1 )
ρ/( kg ⋅ m-3 )

取值

−4.1
10.5
14.1

5.841×10−9

7.124×10−9

7500
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内，应变梯度本征常数 l也相应地取在［0，2 nm］
范围。

为了验证上述计算结果的准确性，将理论模型

退化为宏观尺寸圆板的自由振动。结合边界条件，

计算了外边固支和简支情况下宏观圆板的前 7阶固

有频率，并与文献［31］进行对比，如表 2所示。从表

2可见本文中的结果与文献［31］中的结果非常接

近，因此验证了本文数值方法的有效性和数值结果

的准确性。

图 2计算了应变梯度特征参数 l分别取 0，0.5，
1，1.5和 2 nm时，非局部参数 ea对固支和简支外边

界下纳米圆板前两阶无量纲固有频率的影响。压
电纳米圆板的振动固有频率随着非局部参数 ea的

增大而减小，固有频率的降低意味着纳米结构刚度

的弱化，这表明非局部参数对纳米结构起到软化

作用。

图 3给出了非局部参数 ea分别取 0，0.5，1，1.5
和 2 nm时，应变梯度特征参数 l对纳米圆板前两阶

固有频率的影响。可见振动固有频率随着应变梯度

特征参数的增大而增大，因此应变梯度特征参数对

纳米结构起到硬化作用。

图 4显示了固支和简支两种边界下，非局部参

数与应变梯度特征参数的比值 ea/l对纳米圆板前两

表 2 圆板的固有频率对比

Tab. 2 Comparisons of natural frequencies of circular
plates

模态

1
2
3
4
5
6
7

固支

本文

10.201
38.92
84.755
145.26
217.87
300.16
390.1

文献[31]
10.145
38.855
84.995
146.4
220.73
305.71
399.32

简支

本文

5.1515
29.735
72.318
130.67
202.2
284.33
374.77

文献[31]
4.9247
29.323
71.756
130.35
202.81
286.79
380.13

图 2 两种边界下非局部参数与振动固有频率的关系

Fig. 2 Effects of the nonlocal parameter on natural frequen⁃
cies for two cases
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阶固有频率的影响。压电纳米圆板的固有频率随着

ea/l的增大而减小。从理论本构上显见，当 ea=l=
0时，结果将退化到经典连续介质模型结果。实际

上，只要当 ea=l，即使二者不为零，压电纳米圆板的

固有频率都将不随 ea/l的改变而改变，且固有频率

退化为经典连续介质理论结果，这表明两类内尺度

参数对纳米结构的软/硬化作用相互抵消。这一特

殊现象表明：两类内尺度参数对压电纳米圆板振动

特性的影响存在内在关联。首先，非局部参数的存

在削弱了纳米圆板的等效刚度，应变梯度特征参数

则增强了纳米圆板的等效刚度，二者作用趋势相反，

图 4 两种边界下内尺度参数之比与振动固有频率的关系

Fig. 4 Effects of the ratio of internal scale parameters on nat⁃
ural frequencies for two cases

图 3 两种边界下应变梯度特征参数与振动固有频率的关系

Fig. 3 Effects of the strain gradient characteristic parameter
on natural frequencies for two cases
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但作用强度恰好相同，因此在相反趋势中存在一个

特殊点使得二者作用效果互相抵消。其次，非局部

参数与应变梯度特征参数的量级相当，这就使得当

二者大小相等时，一侧所引起的软化效果正好填补

了另一侧的硬化效果，因此即使两类内尺度参数没

有分别为零，非局部应变梯度理论结果仍然回归到

经典连续介质理论结果。当 ea<l时，振动固有频率

大于经典连续介质理论下的固有频率，此时内尺度

参数对压电纳米圆板的刚度起到硬化作用；当 ea>l
时，振动固有频率小于经典连续介质理论结果，此时

内尺度参数对压电纳米圆板的刚度起到软化作用。

因此，非局部参数与应变梯度特征参数这两类内尺

度参数之间存在耦合关系，二者相比的数量关系将

决定非局部应变梯度理论中内尺度效应的具体体

现，亦即压电纳米圆板中的动力软化或硬化现象。

图 5计算了 l=0.5 nm，ea=1 nm时，径向均布

载荷对压电纳米圆板前 4阶无量纲振动固有频率的

影响，可见固有频率随着径向压力的增大而减小，随

着径向拉力的增大而增大。在径向压力从 0增长到

6 N/m的过程中，第一阶和第二阶固有频率相继减

小至零，压电纳米圆板的振动出现失稳，表明振动对

径向外力的作用较为敏感。简支边界下压电纳米圆

板在承受集度为 1.541 N/m的均布压力时开始失

稳，而固支边界下在承受集度为 2.518 N/m的均布

压力集度时开始失稳，表明简支外边界约束较固支

外边界更易受外部压缩载荷干扰。

为进一步研究非局部参数与应变梯度特征参数

对结构失稳时径向均布载荷临界值的影响，表 3和表 4
分别计算了固支和简支边界下，第一阶临界径向均布

载荷随内尺度参数的变化。由表中可以看出，临界径

向均布载荷随非局部参数的增大而减小，随应变梯度

特征参数的增大而增大。临界径向均布载荷越大代

表结构刚度越大，这一现象再次验证前文结论。

图 6分别给出了 l=0.5 nm，ea=1 nm时，固支和

简支边界压电纳米圆板上下表面的外部电压V0对前

4阶无量纲振动固有频率的影响。压电纳米圆板的

固有频率受外部电压的影响较大，电压从−0.2 V增

加到 0.2 V时，压电纳米圆板的固有频率出现明显的

下降。这是因为当正电压作用在纳米圆板的上下表

面时，圆板面内产生径向压缩效果，削弱圆板的刚

度，导致固有频率随着正电压的增大而减小；当负电

压作用在纳米圆板的上下表面时，圆板面内产生径

向拉伸效果，导致固有频率随着负电压的增大而增

大。这在物理上可解释如下：由电压引起的压力表

达式 NE=-2e͂31V 0，可知当正电压加载在纳米圆板

上下表面时，压电系数 e͂31可将 z方向的电压转化为 r

方向的径向内力，且 e͂31为负值，所以NE为正值，即径

向压缩效果；而当负电压加载在纳米圆板上下表面

表 4 简支边界下第一阶临界径向均布载荷随内尺度参数的

变化

Tab. 4 Effects of internal scale parameters on the first
critical radial uniform load for the simply sup⁃
ported case

l/nm

0.5
1
1.5

ea/nm
0.5
1.552
1.565
1.585

1
1.541
1.552
1.572

1.5
1.519
1.530
1.549

表 3 固支边界下第一阶临界径向均布载荷随内尺度参数的

变化

Tab. 3 Effects of internal scale parameters on the first
critical radial uniform load for the clamped case

l/nm

0.5
1
1.5

ea/nm
0.5
2.554
2.590
2.652

1
2.518
2.552
2.613

1.5
2.458
2.492
2.550

图 5 两种边界条件下径向均布载荷与振动固有频率的关系

Fig. 5 Effects of radial uniform loads on natural frequencies
for two cases
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时，引起的压力NE为负值，即径向拉伸效果。

特别地，当电压增大到一定值时，第一阶和第

二阶固有频率相继减小为零，系统出现失稳。简

支边界下压电纳米圆板在电压取 0.0591 V 时失

稳 ，而 固 支 边 界 下 压 电 纳 米 圆 板 在 电 压 取

0.096 5 V时失稳，同样的外部静电压对简支压电

纳米板的约束力乃至内力产生更大的影响，因此

更容易发生失稳。

为进一步研究非局部参数与应变梯度特征参数

对结构失稳时临界电压的影响，表 5和表 6分别计算

了固支和简支边界下，第一阶临界电压随内尺度参

数的变化。可见临界电压随非局部参数的增大而减

小，随应变梯度特征参数的增大而增大。临界电压

越大代表结构刚度越大，再次验证了前文结论。

图 7讨论了固支和简支两种边界下，l=0.5 nm和

ea=1 nm时，温差 ΔT对压电纳米圆板前 4阶固有频

率的影响。压电纳米圆板的固有频率受温差影响相

对较小，在温差由−600 K升到 600 K时，固有频率小

幅下降。这是由于温度升高会使材料膨胀从而产生

径向压力，导致固有频率降低，但PZT⁃4压电材料的热

释电常数和热弹性模量较小，对温度不敏感，这使得压

电纳米圆板的固有频率受温度变化影响也较小。

为了进一步揭示多场耦合情形下轴对称压电纳

米圆板的振动特性，图 8~10分别给出了压电纳米

圆板一阶频率随径向均布载荷、电压以及温差的变

化关系，其中体现了热⁃力⁃电多场参数的共同作用，

并给定尺度参数 l=0.5 nm，ea=1 nm。由图 8（a）可

表 5 固支边界下第一阶临界电压随内尺度参数的变化/V
Tab. 5 Effects of internal scale parameters on the first

critical electric voltage for the clamped case/V

l/nm

0.5
1
1.5

ea/nm
0.5
0.0979
0.0993
0.1016

1
0.0965
0.0978
0.1002

1.5
0.0942
0.0955
0.0978

表 6 简支边界下第一阶临界电压随内尺度参数的变化/V
Tab. 6 Effects of internal scale parameters on the first

critical electric voltage for the simply supported
case/V

l/nm

0.5
1
1.5

ea/nm
0.5
0.0596
0.0600
0.0608

1
0.0591
0.0595
0.0602

1.5
0.0582
0.0586
0.0594

图 6 两种边界条件下电压与振动固有频率的关系

Fig. 6 Effects of electric voltage on natural frequencies for
two cases

图 7 两种边界条件下温差与振动固有频率的关系

Fig. 7 Effects of temperature changes on natural frequencies
for two cases
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知，当 ΔT=-400 K，V0=-0.2 V时，q从-2 N/m
变 化 到 2 N/m 将 引 起 一 阶 频 率 降 低 22.66%；当

ΔT=-400 K，V0=-0.1 V 时 ，一 阶 频 率 降 低 了

33.26%。这表明电压与径向载荷对振动固有频率

的影响存在耦合效应，即负电压的减小助推了径向

压力增大带来的纳米圆板刚度削弱的现象，且彼此

耦合程度较大。当 ΔT=400 K，V0=-0.2 V时，q
从-2 N/m 变化到 2 N/m 将引起一阶频率降低

23.71%。这表明温度和径向载荷之间也存在耦合

效应，但彼此耦合程度较低。由图 8（b）可见固支边

界条件下也有类似现象。同样地，根据图 9和 10，可
以发现温度和电压之间也存在耦合效应，但耦合程

度较低。此外，外物理场参数不影响内尺度参数对

压电纳米圆板振动频率的作用机制。

4 结 论

1）振动固有频率随非局部参数的增大而减

小，随应变梯度特征参数的增大而增大。当非局部

参数小于应变梯度特征参数时，压电纳米圆板表现

出硬化特征；当非局部参数大于应变梯度特征参数

时，表现出软化特征；当非局部参数等于应变梯度

特征参数时，压电纳米圆板的刚度保持不变并等于

图 9 电压与振动固有频率的关系

Fig. 9 Effects of electric voltage on natural frequencies

图 8 径向均布载荷与振动固有频率的关系

Fig. 8 Effects of radial uniform loads on natural frequencies

图 10 温度与振动固有频率的关系

Fig. 10 Effects of temperature changes on natural frequencies
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相应的经典连续介质理论结果。非局部参数和应

变梯度特征参数对压电纳米圆板的作用强度相当。

2）压电纳米圆板固有频率随径向压力和正电

压的增大而减小，随径向拉力和负电压的增大而增

大。在一定的径向载荷和电压作用下，纳米圆板的

振动出现失稳现象。临界径向载荷与临界电压均随

着非局部参数的增大而减小，随着应变梯度特征参

数的增大而增大。

3）压电纳米圆板固有频率随温差的增大而略

有减小，相比于外部力场和电场，压电纳米圆板振动

对温度变化相对不敏感。简支外边界与固支外边界

条件相比，压电纳米圆板的振动对前者相对更敏感。

外物理场参数对压电纳米圆板振动特性的影响存在

相互耦合，但不影响内尺度参数对压电纳米圆板振

动频率的作用机制。
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Thermal-mechanical-electrical coupling vibration of axisymmetric
piezoelectric circular nanoplates accounting for

nonlocal strain gradient effects

LUO Qiu-yang1，LI Cheng1，2

（1.Department of Vehicle Engineering，School of Rail Transportation，Soochow University，Suzhou 215131，China；
2.School of Automotive Engineering，Changzhou Institute of Technology，Changzhou 213032，China）

Abstract: The coupling vibration performances of axisymmetric piezoelectric circular nanoplates under thermo-electro-mechanical
fields are studied based on the nonlocal strain gradient theory and Mindlin plate theory. Hamilton’s principle is used to develop the
equations of motion in the framework of nonlocal strain gradient constitutive relations，and the differential quadrature method is ad⁃
opted to solve differential equations describing the theoretical model. The influences of internal scale parameters and external field
parameters on natural frequencies of piezoelectric circular nanoplates are analyzed. It shows that the natural frequency of piezoelec⁃
tric circular nanoplate decreases with an increase of the nonlocal parameter，and increases with an increase of the strain gradient
characteristic parameter. When the nonlocal parameter is less than the strain gradient characteristic parameter，the circular nano⁃
plate demonstrates a hardening behavior. When the nonlocal parameter is greater than the strain gradient characteristic parameter，
it demonstrates a softening behavior. When the nonlocal parameter is equal to the strain gradient characteristic parameter，the stiff⁃
ness degenerates into the corresponding result of classical continuum theory. Additionally，it indicates that the natural frequencies
decrease with an increase of the radial compressive load and positive voltage，and increase with an increase of the radial tensile load
and negative voltage. The natural frequency decreases slightly with an increase of the temperature. In particular，it is found that
while increasing the radial load and voltage to a certain value，the vibration instability occurs. The effects of the nonlocal parameter
and strain gradient characteristic parameter on the critical radial load and critical voltage are analyzed accordingly.

Key words: coupling vibration；piezoelectric circular nanoplate；nonlocal strain gradient；Mindlin plate theory；axisymmetric
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