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摘要: 基于Mindlin板理论，将高斯展开法引入到组合式开口矩形板弯曲振动问题研究中。选取高斯小波函数作为

位移形函数，其本身的局域化特性能够准确捕捉到局部开口处的特征，提高计算效率；定义了高斯函数的伸缩因子

和平移因子，通过伸缩和平移变换生成一系列用于拟合开口板位移场的基函数，增大伸缩因子取值使得形函数具有

更高的分辨率，进而能更精确地模拟更高频的振动场；以能量法为基本框架，建立了开口板的拉格朗日能量泛函，并

引入人工弹簧模型模拟各种边界条件，将边界条件以弹性势能的方式附加到开口板的能量泛函之中。通过与有限

元软件的计算结果对比，验证了该方法的准确性与适用性。
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引 言

在铁道工程、船舶、航空航天及建筑等领域中，

含开口的矩形板是一种常见的结构。例如铁道工程

中的地铁内置式钢弹簧浮置板结构［1］，为了便于钢

弹簧的安装，往往需要在轨道板相应位置进行开口。

由于开口的存在，降低了原有板结构的整体刚度并

改变了原有板的振动特性，而振动特性的改变会直

接影响到板结构向周围环境辐射噪声的特性，进而

可能会引起相应的噪声问题。因此，研究开口板的

振动特性对实际工程具有较为重要的意义。

目前针对开口板振动问题，无论是解析法、半解

析法还是数值方法，国内外已有较多的研究且已经取

得了较多的成果。数值方法以有限元法为主，因其固

有的特点，更容易地应用于开口结构的计算中。邱昌

林等［2］以钢制平板为研究对象，采用有限元法并结合

了边界元理论，分析了圆形开口对钢板在水下自振频

率的影响，并进一步研究了圆形开口对钢板在水下的

声辐射特性的影响，研究表明开口可显著改变平板水

下振动与声辐射特性。张媛等［3］利用有限元法对具有

不同开口尺寸和形状的薄板结构的自振特性进行了

详细研究，发现开口尺寸变化不会影响薄板的模态振

型。Chang等［4］采用子空间迭代算法，建立了一种多

节点的高精度矩形单元有限元模型，计算了开口厚板

的固有频率并有效地降低了计算量。尽管数值方法

对于不同结构均有良好的适用性，但无论从检验数值

法准确性的角度，还是从揭示复杂系统振动机理的角

度，解析或半解析方法不可或缺。

能量法具有将求解微分方程边值问题转化为泛函

极值问题的优点，故而在结构动力学分析中被广泛使

用。已有研究基于能量变分原理和剪切变形理论开展

了梁、板、壳以及各种组合结构振动特性研究，衍生出

改进傅里叶级数法［5］、区域能量分解法［6］、雅克比⁃里兹

法［7⁃8］等一系列新的方法。与此同时，能量法在单开口

结构振动问题的求解中也有较为广泛的应用。Lam
等［9］使用改进的Rayleigh⁃Ritz法，并引入正交多项式作

为位移函数研究了开口矩形板的弯曲振动问题。

Huang等［10］考虑了一种具有V型切口的平板结构，选取

了两组位移形函数对V型切口特征进行了准确描述，

分析了V型切口对平板自振特性的影响。Larrondo
等［11］研究了变厚度矩形开口板结构自振特性，将开口数

由单开口拓展到多个开口，详细分析了开口位置，开口

大小对开口板固有频率的影响。张俊等［12］、邱永康等［13］

利用改进傅里叶级数方法，分别研究了复杂边界条件

下单开口和多开口矩形板的自振特性。
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形函数的选取与能量法的求解精度有着直接的

关系。现有研究中，位移形函数的选取多以改进傅

里叶级数［5，12⁃13］、具有梁函数特性的特征正交多项

式［14］以及 Chebyshev多项式级数［15］为主，事实上，像

改进傅里叶级数这类全局性的函数在分析具有单一

规则开口的板结构时具有较好的收敛性，但在分析

内部开口形式比较复杂，如组合式开口、不规则曲边

开口问题时，尤其是针对高频振动的研究，可能需要

大量的级数项来进行拟合以达到求解精度，导致计

算成本提高。因此，需要找到一种能够准确捕捉到

开口板结构局域化特性的形函数，进而实现对开口

板位移场的准确描述，提高计算效率。同时，现有研

究对象大多集中在具有单一开口形状的薄板结构，

对于组合式开口板的相关研究还较少，且 Kirchoff
薄板理论忽略了板的横向剪切变形和转动惯量的影

响，会与实际工程情况产生一定的误差。

基于此，本文以能量法为基本框架，引入高斯展

开法研究了任意边界条件下的复杂组合式开口矩形

Mindlin板弯曲振动特性。选取具有局域化特性高

斯函数作为开口板的位移场形函数，以确保能够准

确捕捉其开口位置处的局域化特征，进而提高计算

效率。同时，引入人工弹簧模型模拟各种边界条件，

将边界条件对平板振动的影响转化为弹性势能对刚

度矩阵的影响。本文以几种不同类型的组合式开口

矩形Mindlin板为例，对比本文方法计算结果与有限

元结果，验证本文方法在计算组合式开口板问题时

的准确性和适用性，为实际工程问题提供参考。

1 理论分析

1. 1 组合式开口矩形板物理模型

本文研究的物理模型为内部含有组合式开口的

矩形Mindlin板，本节以图 1所示的交叉椭圆开口板为

例进行相关的理论分析。以矩形板中心作为坐标原

点，建立如图 1所示的笛卡尔坐标系。矩形板长为 2a，
宽为 2b，椭圆开口的长半轴和短半轴分别为 0.3a，
0.15b。在矩形板的外边界处装有与板平面垂直的位

移约束线弹簧和转角约束线弹簧，刚度分别为 k，K。

对于各类边界条件的模拟，可以通过改变位移弹簧和

转角弹簧的刚度取值实现［16⁃17］。各类经典边界对应的

弹簧刚度取值如表 1所示，对于任意弹性边界的模拟，

只需将两类弹簧刚度值取为与弹性边界相对应的值

即可。此外，本文对边界条件做了相关的符号定义，

具体为：固支边界C，简支边界 S，对称边界 P，反对称

边界A，自由边界 F。对于图 1所示的矩形板模型，假

设边界条件为 S⁃F⁃C⁃A，则它对应的边界条件顺序为

x=-a处边界为简支 S，y=-b边界为自由F，x= a

边界为固支C，y= b边界为反对称A。

1. 2 位移形函数的选取

将Mindlin板的位移场表示为基函数 ξi( x，y)和
一 系 列 未 知 的 权 重 系 数 ai( t )，bi( )t ，ci( )t 的 组

合，即：
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w ( )x，y，t =∑
i

a i( )t ξi( )x，y = aTξ= ξ Ta

θx ( )x，y，t =∑
i

b i( )t ξi( )x，y = bTξ= ξ Tb

θy( )x，y，t =∑
i

c i( )t ξi( )x，y = cTξ= ξ T c

（1）

式中 w ( x，y，t )，θx ( x，y，t )，θy( x，y，t )分别表示板

的垂向位移、板中面法线沿 xz平面的转角、板中面

法线沿 yz平面的转角。

基函数向量 ξ= α⊗ β，⊗ 表示克罗内克积，

α和 β分别满足：

ì
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α= [ ]α1 ( )x ，α2( )x ，⋯，αi( )x ，⋯，αm ( )x T

β= [ ]β1 ( )y ，β2( )y ，⋯，βi( )y ，⋯，βn ( )y T （2）

式中 α和 β分别表示 x和 y方向的基函数的列向

量。本文选择具有局域化特性的高斯小波函数为开

口矩形板的位移形函数。

高斯展开法在处理具有局域化特性声学黑洞问

图 1 交叉椭圆开口矩形Mindlin板示意图

Fig. 1 Schematic diagram of rectangular Mindlin plate with
crossed elliptical opening

表 1 经典边界条件下人工弹簧刚度取值

Tab. 1 Stiffness value of artificial spring under classical
boundary condition

边界条件

简支

固定

自由

对称

反对称

人工弹簧刚度

平动弹簧/
(N·m‒1)
∞
∞
0
0
∞

转动弹簧/
(N·rad‒1)
0
∞
0
∞
0
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题中体现出了惊人的准确性和高效性［18⁃19］。将式

（2）中的基函数 αi( x)和 βi( y)定义为如下形式：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

αi( )x = 2
p
2 exp

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

- ( )2p x- q
2

2

βi( )y = 2
k
2 exp

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

- ( )2k x- r
2

2

（3）

式中 p，k和 q，r分别表示伸缩因子和平移因子。

以 x方向位移形函数的定义为例，结合图 2对方程式

（3）作进一步的说明。

图 2和 3给出了不同伸缩、平移因子对应的高斯

小波曲线图。可以看出，以原始高斯函数为母函数，

通过改变方程式（3）中的伸缩因子和平移因子，进而

再通过伸缩和平移变换来生成一系列线性无关的基

函数，最终组成方程式（2）中的基函数向量 α。伸缩

因子 p，k控制着解的精度，通过增大伸缩因子取值

能够使形函数具有更高的分辨率（如图 2所示），进

而能更精确地模拟更高频的振动场，但同时需要耗

费更多的计算资源。平移因子 q，r由伸缩因子 p，k

决定，其取值大小控制着式（2）中 i的取值范围，也

就是形函数的个数和矩阵的维度。

需要注意的是，当结构的尺寸一定时，伸缩因子

与平移因子的取值存在限制条件：
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p≥ δx，δx= ceil ( )log2
8
2a

k≥ δy，δy= ceil ( )log2
8
2b

（4）
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q= [ ]-4+ floor ( )-2p a ， ceil ( )2p a + 4

r= [ ]-4+ floor ( )-2kb ， ceil ( )2kb + 4
（5）

式中 ceil（*）表示最接近并大于*的整数；floor（*）
表示最接近并小于*的整数。方程式（4）表示解的收

敛性条件，它的数学含义为：基函数的支撑区间必须

小于等于板的定义域，否则将无法产生足够的形函

数个数从而无法得到收敛的解。方程式（5）表示解

的稳健性条件，它的数学含义为：伸缩后的高斯函数

可以在板的定义域内以整数平移因子滑动，但必须

始终保持滑动后的形函数的支撑区间与板的定义域

有交集，否则将导致矩阵病态。如图 3所示，当 p=
0，高斯函数的支撑区间为［-4，4］，因此平移因子

取［-8，8］，超过此范围的平移因子对应的高斯函

数（图 3中红色曲线）不可取。关于高斯函数的详细

介绍可以参考文献［18⁃19］。

1. 3 运动方程的建立

矩形开口板的动能E plate和应变能U plate可表示为：

图 3 高斯基函数平移因子的取值范围

Fig. 3 Range of the translating parameter of Gaussian basis
functions

图 2 不同伸缩因子对应的高斯小波曲线。阴影区域表示其

相应的支撑区间：（a）［-4，4］，（b）［-2，2］，（c）［-1，1］
Fig. 2 Gaussian wavelet curves corresponding to different ex⁃

pansion factors. The shaded areas stand for their cor⁃
responding support ranges：（a）［-4，4］，（b）［-2，2］，

（c）［-1，1］
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式 中 γ̇T = [ ]ȧT ḃT ċT ， γT = [ ]aT bT cT ；

M，K plate分别表示板的质量矩阵和应变能对应的刚

度矩阵 ；D ( x，y)= Eh3 ( )x，y [ ]12 ( )1- ν2 表示轨

道板的抗弯刚度；ρ，E，ν，κ，G分别表示板的密度、弹

性模量、泊松比、剪切系数、剪切刚度；h ( x，y)表示

开口矩形板的厚度分布函数，对于图 1所示的交叉

椭圆开口矩形板，定义：
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式中 x0，y0 分别表示图 1所示开口板坐标系内任

意一点的横坐标和纵坐标；h_u表示板的标准厚度。

增加的弹簧弹性势能可以表示为：

U edge=
1
2 ∫-a

a

[ kw 2( )x，- b + kw 2( )x，b +

]Kθ 2y ( )x，- b +Kθ 2y ( )x，b dx+
1
2 ∫-b

b

[ kw 2( )-a，y + kw 2( )a，y +

]Kθ 2x ( )-a，y +Kθ 2x ( )a，y dy=

1
2
ì
í
î
aT
ì
í
î
k é
ë
êêêê∫

-a

a ( )|ξ
y=-b

|ξ T
y=-b

+ |ξ
y= b

|ξ T
y= b

dx+

}∫
-b

b
ù
û( )|ξ

x=-a
|ξ T
x=-a

+ |ξ
x= a

|ξ T
x= a

dy a+

bT
é
ë
êêêê

ù
û
úúúúK ∫

-b

b ( )|ξ
x=-a

|ξ T
x=-a

+ |ξ
x= a

|ξ T
x= a

dy b+

ü
ý
þ

cT
é
ë
êêêê

ù
û
úúúúK ∫

-a

a ( )|ξ
y=-b

|ξ T
y=-b

+ |ξ
y= b

|ξ T
y= b

dx c =

1
2 γ

TK edgeγ （9）

式中 K edge表示边界势能对应的刚度矩阵。

自由振动条件下，开口矩形板整体的拉格朗日量

表示为：

L= E plate - U plate - U edge =
1
2 γ̇

TMγ̇-

1
2 γ

T (K plate + K edge) γ （10）

进一步地，定义未知的与时间相关向量 d ( t )=

D
⌢
eiωt，结 合 Eular⁃Lagrange 方 程

∂
∂t ( ∂L∂γ̇ )- ∂L

∂γ = 0

导出开口矩形板的运动方程为：

[ (K plate + K edge)- ω2M ] D
⌢
= 0 （11）

方程式（11）是一个标准特征值方程问题，通过

求解方程式（11）就能得到开口矩形Mindlin板的弯

曲自振频率与振型。

2 算例分析

本节对不同边界条件下，不同组合形式开口的

矩形板的弯曲振动特性进行分析，与有限元结果进

行对比，说明本文方法的精确性。下面给出的算例

中开口矩形板的长度为 2a=8 m，宽度为 2b=6 m，

板的标准厚度 h_u= 0.3 m，材料参数均为：杨氏模

量 E=210 GPa，密 度 ρ= 7800 kg/m3，泊 松 比 ν=
0.3，剪切系数 κ= 5 6。

2. 1 收敛性分析

2. 1. 1 伸缩因子取值收敛性分析

由于在计算过程中存在着叠加求和，因此计算

结果的准确性受到伸缩因子 p，k取值的影响。由方

程式（4）可知，对于图 1所示的交叉椭圆开口矩形板

结构，它的伸缩因子取值只要满足 p≥ 0，k≥ 1，解
即收敛，且理论上伸缩因子的取值无上限。为了证

明这一结论，对伸缩因子的取值进行了收敛性分析，

为了便于分析，取 p= k（实际分析中通常以短边的

伸缩因子取值为基准值），即 x与 y方向伸缩因子取

值保持一致。将矩形板的四条外边界设为固支约

束，得到的固有频率变化如表 2所示。

从表 2可以看出，当伸缩因子取 p= k= 1时，
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开口板的各阶固有频率值随着伸缩因子取值的增加

变化很小，结果基本收敛，也证明了收敛性条件，即

方程式（4）的合理性，后续计算中取 p= k= 1。
2. 1. 2 人工弹簧刚度取值收敛性分析

由表 1可以看出，当用人工弹簧模拟固支等经典

边界条件时，人工弹簧刚度需要取为无穷，但在实际

计算过程中需要取一个固定值，因此位移约束弹簧

和转角约束弹簧刚度的取值在很大程度上影响了计

算结果的准确性，需要对人工弹簧刚度取值进行收

敛性分析，找到解收敛时的弹簧刚度取值，从而能够

准确替代人工弹簧刚度取无穷这一情况。矩形板的

四条外边界仍为固支约束，对弹簧刚度取值进行收

敛性分析，取 k=s N/m，K=s N/rad，s表示弹簧刚度

取值，得到的固有频率变化如表 3所示。

由表 3可以看出，当弹簧刚度系数数值大于 1014

时，得到的固有频率值已经趋于稳定，结果已收敛于

固支边界。表明当模拟某些弹簧刚度系数取无穷的

边界条件时，实际计算中只要将刚度的数值取为 1014

时即可得到收敛的解。

2. 2 准确性分析

2. 2. 1 椭圆交叉开口矩形板弯曲自振特性分析

以 交 叉 椭 圆 开 口 为 例 ，边 界 条 件 为 SSSS，
CSCS和 FCFC，验证本文方法的准确性。

将本文方法的计算结果与有限元仿真结果进行对

比，对比结果如表 4所示，两者之间的误差计算公示为：

Error=
|| fFem - fGem

fFem
× 100% （12）

式中 fFem表示有限元仿真结果；fGem表示本文的高

斯展开法计算结果。此外，局域化基函数的选取可

能会使计算效率降低，为了更好地说明本文方法的

效率性，在表 4中还给出了本文方法与有限元法的

求解时间。同时为了进一步说明高斯展开法的准确

性，给出了高斯展开法和有限元仿真计算得到的

SSSS边界条件下交叉椭圆开口矩形板前 4阶的振

动模态，如图 4所示。

由表 4可以看出，本文方法与有限元计算结果

吻合良好，计算的最大误差均小于 3%，且图 4中两

种方法计算得到的开口矩形板的模态振型也基本一

致，进一步说明了本文方法的准确性。同时，通过比

较表 4中两种方法的求解时间可以发现，在保证求

解精度的前提下，本文方法具有较高的计算效率。

表 2 开口板固有频率随伸缩因子取值的变化（单位：Hz）
Tab. 2 Variation of natural frequency of opening plate with expansion factors（Unit：Hz）

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

伸缩因子取值

-5
3722.502
5343.560
5401.801
5412.313
5413.846
5437.452
6211.013
10086.179

-4
2384.016
2563.6640
2654.011
2787.374
3637.278
4596.202
5183.835
5279.269

-3
111.077
147.671
186.454
222.402
242.401
273.663
538.234
642.058

-2
88.468
103.815
147.987
164.825
211.589
264.495
306.983
309.415

-1
89.047
102.893
142.396
160.809
206.497
245.583
249.861
300.752

0
85.708
95.545
130.848
148.058
202.384
227.956
243.196
271.977

1
83.314
84.054
108.827
110.200
194.906
198.186
236.355
239.638

2
83.311
84.047
108.819
110.189
195.028
198.158
236.353
239.636

3
83.309
84.047
108.816
110.189
195.027
198.156
236.352
239.634

表 3 开口板固有频率随弹簧刚度的变化（单位：Hz）
Tab. 3 Variation of natural frequency of opening plate with spring stiffness（Unit：Hz）

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

人工弹簧刚度取值

0
15.719
17.138
36.583
38.216
45.819
54.951
74.041
88.793

102

15.719
17.138
36.583
38.216
45.819
54.951
74.041
88.794

104

15.725
17.144
36.587
38.219
45.821
54.953
74.043
88.795

106

16.301
17.698
36.964
38.469
46.055
55.174
74.149
88.983

108

42.327
45.181
57.916
63.427
64.920
72.895
83.493
104.652

1010

77.326
78.186
102.149
103.988
172.862
178.568
204.403
210.285

1012

83.248
83.987
108.753
110.128
194.663
197.956
235.977
239.278

1014

83.314
84.054
108.827
110.200
194.906
198.186
236.355
239.638

1016

83.314
84.054
108.827
110.201
194.908
198.188
236.357
239.640

1018

83.314
84.054
108.827
110.201
194.908
198.189
236.358
239.641
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2. 2. 2 不 同 组 合 类 型 开 口 矩 形 板 弯 曲 自 振 特 性

分析

本节分析了固支边界条件下，图 5所示的不

同开口位置的矩形⁃矩形、矩形⁃椭圆以及椭圆⁃矩
形三种组合式开口矩形 Mindlin板的弯曲自振特

性。将本文方法法计算结果与有限元结果进行

了比较，比较结果如表 5所示。表 5中的结果对

比再次说明了本文方法在分析组合式开口矩形

图 4 交叉椭圆开口矩形板模态图

Fig. 4 Modal diagram of rectangular plate with cross ellipse
opening

图 5 不同类型组合式开口矩形板分析示意图

Fig. 5 Schematic diagram of analysis of different types of
rectangular plates with combined openings

表 4 不同边界条件下交叉椭圆开口的矩形板固有频率（单位：Hz）
Tab. 4 Natural frequencies of rectangular plates with crossed elliptical openings under different boundary conditions

（Unit：Hz）

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

SSSS
fGem/求解时间

4.27 s
33.549
46.223
64.486
81.898
133.057
154.404
174.311
188.642

fFem/求解时

间 4.9 s
34.151
46.405
65.072
82.029
133.662
155.780
176.661
190.370

误差/%

1.762
0.392
0.901
0.160
0.451
0.883
1.330
0.908

CSCS
fGem/求解时间

4.52 s
51.269
66.257
68.105
87.132
162.959
186.313
201.613
220.054

fFem/求解时

间 5.1 s
51.763
66.944
68.657
87.975
163.922
186.990
203.631
221.160

误差/%

0.948
1.025
0.803
0.958
0.586
0.362
0.991
0.500

FCFC
fGem/求解时间

4.33 s
47.478
47.525
87.877
89.014
103.881
104.812
141.533
142.496

fFem/求解时

间 5.3 s
47.347
47.381
88.268
89.126
103.463
104.430
141.510
142.380

误差/%

0.278
0.307
0.443
0.126
0.407
0.366
0.016
0.081
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板振动特性时具有较好的准确性及适用性，可以 为工程中复杂组合式开口板振动问题提供参考。

表 5 CCCC边界条件下不同类型组合式开口的矩形板固有频率（单位：Hz）
Tab. 5 Natural frequencies of rectangular plates with different types of combined openings under clamped boundary

conditions（Unit：Hz）

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

矩形⁃矩形

fGem

77.655
77.794
91.133
91.232
177.507
178.076
218.903
219.429

fFem

76.953
76.982
89.567
89.62
176.051
176.212
217.63
217.811

误差/%
0.912
1.054
1.748
1.798
0.827
1.057
0.584
0.742

矩形⁃椭圆

fGem

65.717
98.153
109.382
124.798
136.554
180.760
261.299
270.419

fFem

65.256
97.397
108.11
123.91
135.84
180.09
259.18
269.68

误差/%
0.707
0.776
1.177
0.717
0.526
0.372
0.818
0.274

椭圆⁃矩形

fGem

62.809
101.268
109.395
123.927
136.374
180.531
255.277
269.153

fFem

62.423
100.76
108.68
123.11
135.92
180.13
254.23
268.76

误差/%
0.619
0.504
0.657
0.664
0.334
0.223
0.412
0.146

3 结 论

本文以能量法为基本框架，将高斯展开法引入

到组合式开口矩形Mindlin板弯曲振动问题研究中。

本文主要结论如下：

（1）伸缩因子的取值与高斯展开法的求解收

敛性直接相关，即只有当基函数的支撑区间小于

等于板的定义域时，解才收敛。在本文算例中，

伸 缩 因 子 p，k 不 小 于 1 时 ，即 能 满 足 计 算 精 度

要求。

（2）基于高斯展开法的组合式开口矩形板弯曲

振动分析结果与有限元计算结果吻合较好，最大相

对误差不超过 1.8%，且本文方法准确性好的同时，

还具有较高的计算效率。

（3）本文方法可用于分析任意开口位置的矩形

板结构的振动特性，具有较好的适用性。
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Flexural vibration analysis of rectangular Mindlin plate with combined
openings using Gaussian expansion method

YANG Zhou1，FENG Qing‑song1，DENG Jie2，ZHANG Ling1，GUO Wen‑jie1

（1.State Key Laboratory of Performance Monitoring and Protecting of Rail Transit Infrastructure，East China Jiaotong University，
Nanchang 330013，China；2. Key Laboratory of Ocean Acoustic and Sensing，Northwestern Polytechnical University，

Xi’an 710129，China）

Abstract: Gaussian expansion method is introduced into the study of flexural vibration of rectangular plates with combined open⁃
ings based on the Mindlin plate theory. The localization characteristic of the Gaussian wavelet function can accurately capture the
characteristics of the local opening and improve the computational efficiency by selecting the Gaussian wavelet function as the dis⁃
placement shape function. The expansion factor and shift factor of the Gaussian function are defined，and the basis functions used to
fit the displacement field of the plate with opening are generated by a series of expansion and shift transformations. The larger the
expansion factor is，the higher the resolution of the shape function will be. It can accurately simulate higher-frequency vibration
field. The Lagrangian energy functional of the plate with opening is established by taking the energy method as the basic frame⁃
work. The artificial spring model is introduced into simulate various boundary conditions，and the influence of boundary conditions
on vibration of plates is transformed into the influence of increased elastic potential energy on stiffness matrix. The accuracy and ap⁃
plicability of the method is verified by comparing the results of the research example with that of the finite element software，which
provides a reference for practical engineering problems.

Key words: flexural vibration；rectangular plate with combined opening；Mindlin plate theory；Guassian expansion method；ener⁃
gy method
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