
第 35 卷第 6 期

2022 年 12 月

振 动 工 程 学 报
Journal of Vibration Engineering

Vol. 35 No. 6
Dec. 2022

多维性能极限状态下概率地震需求分析的
多元相关核密度估计法

贾大卫，吴子燕，何 乡

（西北工业大学力学与土木建筑学院，陕西 西安 710129）

摘要 : 本文不对工程需求参数（EDP）的分布类型进行人为假定，提出基于多元相关核密度估计的概率地震需求分

析法。在带宽矩阵和多元高斯核函数中分别引入相关系数，并分别采用三种相关系数描述相关性，将传统核密度估

计拓展到可以考虑随机变量相关性的多元核密度估计。基于 SAP2000建立某钢筋混凝土框剪结构，选择最大层间

位移角、最大层加速度衡量多维性能极限状态。在不同峰值地面加速度（PGA）下建立基于多元相关核密度估计的

概率地震需求模型，并给出基于蒙特卡洛（MC）模拟的地震需求公式，得到结构需求的年平均超越概率。采用传统

基于多维对数正态分布假定的地震风险概率法和不考虑 EDP相关性的核密度估计进行对比，研究表明：与传统的

多维对数正态分布假定相比，基于相关多元核密度估计的结构需求年平均超越概率偏大，而不考虑相关性的多元核

密度估计所得年平均超越概率偏小；不同相关系数会影响到年平均超越概率的大小，其中 Pearson相关系数影响最

大，Spearman相关系数次之，Kendall相关系数最小。
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引 言

由于地震激励具有较强的不确定性，结构的抗

震性能通常采用概率评估方法。美国太平洋地震工

程研究中心（PEER）对此进行了大量研究，率先提出

新一代“基于性能的地震工程（PBEE）”概率决策框

架；吕大刚等［1］提出了第二代 PBEE理论。该理论的

基础为概率地震需求分析，主要用来计算在具体场

地下结构在设计年限内超过给定性能极限状态的结

构需求年平均超越概率。地震需求将场地危险性与

结构地震易损性相结合，其含义是对所有地震风险

事态作用下所对应的结构需求概率的积分。

国内外学者开展了大量有关概率地震需求分析

的研究，并取得了丰硕的成果。钟剑等［2］基于全概

率理论进行了桥梁结构的地震风险分析；Liu等［3］将

结构阈值视为凸集变量，建立了一种基于凸集⁃概率

混合可靠度模型的概率地震需求分析方法；Khora⁃
mi等［4］基于增量动力分析法，得到了钢框架结构的

地震易损性曲线；Banihashemi等［5］考虑了结构的整

体性能，进行了钢框架的地震易损性和可靠性分析；

蒋亦庞等［6］考虑结构参数的不确定性，建立了无筋

砌体结构的地震易损性曲线，并探讨了结构参数的

不确定性对结构性能的影响；Khaloo等［7］采用桥墩

柱的最大弯曲延性响应建立了桥梁结构的易损性曲

线，并且考虑了时变损伤效应。但上述研究存在一

些不足：其一，部分研究仅基于一维工程需求参数

（EDP）进行分析，而未考虑多种 EDP的联合作用，

结构在地震激励下破坏形式比较复杂，仅考虑一种

参数难以准确得到失效概率；其二，绝大多数研究仅

考虑了结构易损性，而并未涉及场地危险性分析，因

此所得结论并不完整；其三，在传统概率地震需求分

析中，普遍采用基于对数正态分布假定的理论分析

法，即将结构 EDP视为服从对数正态分布的概率随

机变量，该假定使用方便，但具有一定局限性。

Mangalathu等［8］通过 Kolmogorov⁃Smirnov非参数检

验法，验证了桥梁结构的 EDP拒绝服从对数正态分

布；Cornell等［9］认为桥梁各构件的易损性曲线并非

全部满足对数正态分布假定；Karamlou等［10］认为对

数正态分布假定会引起结构易损性分析结果的不准

确；袁万城等［11］认为部分 EDP和地震强度之间不满

足对数线性回归的假设。上述研究表明，对数正态
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分布假定并不完全适用于任意结构，可能会导致分

析结果产生较大误差。

为得到更加可靠的抗震性能评估结果，董俊

等［12］和单德山等［13］提出了基于核密度估计的分析

方法。该方法不需要人为假定 EDP分布类型，并

且得到的易损性曲线与蒙特卡洛（MC）法更为接

近。但文中仅针对单一 EDP建立了易损性曲线，

没有考虑多种 EDP联合作用下结构的破坏形式；

并且文中仅涉及了地震易损性，并未考虑场地危险

性，因此研究内容并不完善。本文考虑结构的多维

性能极限状态，提出基于多元核密度估计的概率地

震需求分析法。这种方法不对 EDP的分布类型进

行人为假定，并在传统核密度估计中引入对随机变

量相关性的描述，使结果更具一般性。以某 RC框

剪结构为例，首先利用多维性能极限状态方程衡量

结构在地震激励下的损伤程度；然后不采用对数正

态分布假定，而是利用多元相关核密度估计建立概

率地震需求模型；最后利用MC模拟得到结构需求

的年平均超越概率。将本文方法与传统方法进行

对比，突出其差异性。

1 核密度估计

核密度估计是一种非参数估计法，主要用于得

到参数的概率密度函数。该方法主要优势是：不需

要对数据的分布类型进行人为假设，只需要确定输

入数据、核函数以及带宽就可以估计出变量的概率

密度函数。当仅考虑一维变量时，核密度估计如下

式所示：

f ̂ ( x)= 1
n∑i= 1

n 1
h
K ( )x- Xi

h
（1）

式中 f ̂ ( x)代表概率密度函数；n为样本容量；h为

带宽；Xi代表样本点；K ( ⋅ )为核函数。核函数需要

具备如下属性：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï
∫K ( )u du= 1
K ( )u > 0

（2）

核函数具有多种形式，包括均匀型、三角型、高

斯型等。目前使用最广泛的核函数为高斯型核函

数［14］，如下式所示：

K (u)= 1
2π
exp ( - u2

2 ) （3）

当随机变量由一维拓展到 m维时，联合概率密

度函数 f ( x)= f ( x 1，x2，…，xm )。文献［14］给出了

多元随机变量的核密度估计表达式，如下式所示：

f ̂ ( x)= 1
n∑i= 1

n 1

|| H
1
2

K (H-12 ( x- Xi) ) （4）

式中 H为带宽矩阵，是一个 m× m维的对称正定

矩阵。一般可将H取为对角阵，即：

H=

é
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ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù
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ú
h21
h22
⋱
h2m

（5）

式中 hi，i= 1，2，…，m代表单随机变量核函数的

带宽，可采用下式计算［15］：

hi= ( 4
m+ 2 )

1
m+ 4

σi n
- 1
m+ 4 （6）

式中 σi为第 i个随机变量的标准差。

则式（5）可写为：

H= ( 4
m+ 2 )

2
m+ 4

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
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ú

ú
σ 21
σ 22
⋱
σ 2m

n
- 2
m+ 4 （7）

将式（5）代入式（4），并取高斯型核函数用于多

元核密度估计。已有研究表明［15⁃16］，当采用高斯核

函数时，多元核密度估计的核函数可以表示为多个

单随机变量核函数乘积的形式。以二维随机变量为

例，在式（7）中有m= 2，多元核密度估计可写为：

f ̂ ( x 1，x2)= 1
n∑i= 1

n 1
h1h2

K ( )x1 - X 1i

h1
，
x2 - X 2i

h2
=

1
2πn∑i= 1

n 1
h1h2

exp
ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
-12
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ú( )x1 - X 1i

h1

2

+ ( )x2 - X 2i

h2

2

（8）
已有文献表明［14］，不同核函数对核密度估计的

影响较小，但带宽影响很大。式（8）采用固定带宽，

即每个数据点处都有着相同的带宽，然而由于数据

的随机性较强，固定带宽的核密度估计可能误差较

大，因此大多采用基于自适应带宽的核密度估计

法［15⁃17］。本文采用文献［15］提出的自适应带宽，即：

f ̂h( x 1，x2)= 1
2πn∑i= 1

n 1
( )λih1 ( )λih2

⋅

exp
ì
í
î

ïï

ïïïï
- 1
2
é
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ê
êê
ê
ê
ê( x1 - X 1i

λ i h1 ) 2 + ( x2 - X 2i

λ i h2 ) 2ù
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ú
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ý
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（9）

λi=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê
f ̂ ( )x 1i，x2i

∏
i= 1

n

f ̂ ( )x 1i，x2i
n

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
-a

（10）

式中 f ̂h( x 1，x2)为自适应带宽的核密度估计；a为

敏感性参数，通常可取 0.5；λi代表带宽的自适应修
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正系数；f ̂ ( x 1i，x2i)为固定带宽时的核密度估计。

式（8）和（9）给出的多元核密度估计得到了广

泛应用，但其最大的缺陷在于并不能考虑随机变量

的相关性。在概率地震需求分析中，不同 EDP通

常并不完全独立。例如桥梁结构桥墩柱的弯曲扭

转角和支座位移通常具有相关性［18］，框架结构最大

层间位移角（MIDR）和最大层加速度（PFA）也并

不完全独立［19］。因此本文提出可以考虑随机变量

相关性的多元核密度估计法，下面将详细论述。

2 考虑变量相关性的多元核密度估计

2. 1 多元相关核密度估计

由于自适应带宽的核密度估计源于固定带宽，

因此首先考虑相关性条件下固定带宽的计算。为方

便表示，以下均采用二维变量论述。取随机变量的

相关系数为 ρ，并代入式（7），有：

H ρ=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úσ 21 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ 22
n
-13 （11）

此时带宽矩阵并不为对角阵。对角线上的元素

与传统核密度估计的一致，反映了单变量的带宽，而

除对角线以外位置的元素则体现了随机变量的相

关性。

由式（8）和（4）可知，当取高斯型核函数时，多元

核密度估计的核函数可以表示为多个核函数的乘

积，其形式与多元高斯分布十分相似。这里首先对

多元高斯分布做简要介绍，如下式所示：

f ( x 1，x2)= 1
2πσ1σ2 1 - ρ2

exp
ì
í
î

ïï

ïïïï
- 1
2 ( )1- ρ2

⋅

ü
ý
þ

ïïïï
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é

ë

ê

ê
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ú
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ú
ú( )x 1 - μ1

2

σ 21
-
2ρ ( )x 1 - μ1 ( )x2 - μ2

σ1σ2
+ ( )x2 - μ2

2

σ 22

（12）
式中 μ1和μ2 分别代表正态随机变量 x1和x2 的均

值；σ1和σ2代表标准差。

若假定随机变量相互独立，式（12）简化为：

f ( x 1，x2)= 1
2πσ1σ2

⋅

exp
ì
í
î

ïïïï

ïïïï
- 1
2

é
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ê

ê
êê
ê
ê ( )x 1 - μ1

2

σ 21
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+ ( )x2 - μ2
2

σ 22

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
（13）

比较式（13）和（8）可知，式（8）中指数函数幂的

形式与式（13）中指数函数幂的形式完全一致。因此

本文在多元核密度估计的核函数中引入相关系数。

当采用固定带宽时，式（8）中 K ( x1 - X 1i

h1
，
x2 - X 2i

h2 )

可重新表示为：

Kr( x1 - X 1i

h1
，
x2 - X 2i

h2 )= exp é
ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

- ai
2 ( )1- ρ2

（14）

ai= ( )x1 - X 1i

h1

2

- 2ρ ( )x 1 - X 1i ( )x2 - X 2i

h1h2
+

( x2 - X 2i

h2 ) 2 （15）

其次，用H ρ替代H，且有：

| H ρ |
1
2 = n

-16 σ1σ2 1 - ρ2 （16）
联立式（8）和式（12）~（16），可得在固定带宽下

基于相关性的多元核密度估计，如下式所示：

fr ( x 1，x2)= 1

2πn || H ρ

1
2 1 - ρ2

⋅

∑
i= 1

n

exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

- ai
2 ( )1- ρ2

（17）

由式（17）可知，本文建立的多元核密度估计函

数主要从带宽矩阵和核函数两个方面体现随机变量

的相关性。在带宽矩阵中引入 1- ρ2 项，而在传

统基于多个高斯型核函数相乘的多元核函数中也引

入了相关高斯分布的形式，从而将随机变量的相关

性引入核密度估计中。

下面考虑自适应带宽的相关核密度估计，将自

适应修正系数 λi代入式（11），有：

H h
ρ =

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úσ 21 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ 22
n
-13 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

λi
λi

（18）

| H h
ρ |

1
2 = σ1σ2 λi n

-16 1- ρ2 （19）
相应的式（15）变为：

aρi= ( )x1 - X 1i

λ i h1

2

- 2ρ ( )x 1 - X 1i ( )x2 - X 2i

λ2i h1h2
+

( )x2 - X 2i

λ i h2

2

（20）

则自适应带宽的相关核密度估计表示为：

f ̂ hr ( x 1，x2)= 1
2πn∑i= 1

n 1

|| H h
ρ

1
2

exp ( )- aρi

2 1- ρ2
（21）

其中，λi的计算方法与式（10）一致，在相关性的条件

下固定带宽的核密度估计采用式（17）计算。

式（21）即为本文最终建立的基于相关性的多

元自适应核密度估计公式。当 ρ= 0时，式（21）变

化为传统不考虑相关性的多元核密度估计公式。

利用式（21）建立多维概率地震需求模型即可避免

对数正态分布假定，并且可以考虑 EDP之间的相

关性。
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2. 2 随机变量相关性的描述

当给出了多元相关核密度估计的表达式后，

如何确定相关系数就成了关键问题。目前相关系

数主要包括 Pearson相关系数，Spearman相关系数

和 Kendall相关系数［20］。Pearson相关系数 ρp 用于

分析两组数据是否可以用一条直线拟合对应关

系，衡量二者的线性相关度，取值在［−1，1］之间。

在三种相关系数中，Pearson相关系数目前应用最

广。若无特别声明，相关系数一般都指 Pearson相
关系数。若 Pearson 相关系数的绝对值在 0.8~1
之间时，说明两个变量的相关性较强。若绝对值

低于 0.4，认为两组数据相关性很弱，如下式所示：

ρp=

1
n∑i= 1

n

xi yi-
-
x
-
y

1
n∑i= 1

n

x2i -
-
x
2 1

n∑i= 1
n

y 2i -
-
y
2

（22）

式中 xi和yi为数据值；
-
x和

-
y为两组数据集的均值。

Spearman相关系数 ρr 主要通过单调方程评价

两组变量的相关性，可用来描述变量之间的非线性

关系。Spearman相关系数的取值同样大于−1且小

于 1，如下式所示：

ρr= 1-
6∑
i= 1

n

( Ri- Qi )2

n ( n2 - 1 )
（23）

式中 Ri代表 xi的秩次；Qi代表 yi的秩次。

Kendall相关系数 ρτ是一种等级相关系数，从变

量单调相依的角度定义两个变量之间的相关性，根

据两个变量所包含的样本是否具有和谐性判断两组

变量是否具有相关性，如下式所示：

ρτ=
∑
i= 1

n

∑
j= 1

n

sgn ( )xi- xj sgn ( )yi- yj

n ( n- 1 )
（24）

式中 sgn ( · )为符号函数。

3 基于多维性能极限状态的概率地震

需求分析

3. 1 易损性分析

概率地震需求分析包含两部分内容：结构易损性

分析和场地危险性分析，是指在考虑场地风险的情况

下，结构发生不同损伤程度的可能性［21］。其意义在于：

既采用概率方法计算结构在不同地震强度下的破坏

概率，又考虑场地危险性，将二者卷积，得到结构需求

的年平均超越概率。其中多维性能极限状态描述了

多种EDP联合作用下结构的极限状态［22］，可通过多维

性能极限状态方程描述，如下式所示：

L (R 1，R 2，…，RN edp)= 1-∑
i= 1

N edp ( Ri

ri )
bi

（25）

式中 L为多维性能极限状态方程，当 L< 0时认为

结构发生破坏；N edp为 EDP个数；R代表 EDP；r代表

EDP在对应性能极限状态下的阈值；b为相互作用

因子，决定了极限状态曲面的形状。

黄小宁等［23］指出，在两种 EDP的条件下，可将

一个 EDP的 b简化为 1，如下式所示：

L 2 = 1-
R 1

r1
- ( R 2

r2 )
b

（26）

以两种 EDP为例，在多维性能极限状态下，易

损性表示为 EDP的概率密度函数在失效域内的积

分，如下式所示［19］：

P= ∬
L< 0

f (R 1，R 2|IM= im ) dR 1 dR 2 （27）

式中 IM= im代表给定的地震强度；f ( ⋅ )代表随

机变量的联合概率密度函数。在本文中 f ( ⋅ )由多

元相关核密度估计，即式（21）得到，而并非传统的多

维对数正态分布。

韩建平等［24］指出，对城市内基础设施而言，绝大

多数建筑结构的抗震性能通常受到结构构件和非结

构构件的共同影响，并且实际使用功能绝大多数都

依赖于非结构构件。而传统基于一维 EDP的地震

易损性函数仅能考虑结构构件性能，例如框架结构

一般采用最大层间位移角（MIDR）来衡量结构构件

的损伤，桥梁结构则大多采用墩柱扭转角或相对位

移延性比。而式（27）可以考虑不同 EDP作用下结

构的联合性能极限状态，因此更符合实际需求。

3. 2 概率地震需求分析

Liu等［19］指出，在多维性能极限状态下，结构需

求表示为地震易损性和场地危险性的耦合形式，其

结果为设计年限内结构需求在给定极限状态下的年

平均超越概率，可用如下三重积分公式表示：

F=∫ IM ∬
L< 0

f ( )R 1，R 2|IM= im ⋅

dEIM ( )im
dim dR 1 dR 2 dim （28）

式中 EIM ( im )代表地震强度的累积分布函数。

国内目前建筑结构抗震设防的依据为抗震设防

烈度，有资料表明，采用极值Ⅲ型分布描述地震烈度

的概率分布比较符合国内的实际情况［21］，分布函数

如下式所示：

EIM ( im )= exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ( w- im

w- ε ) Kù
û

ú
úú
ú

（29）
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式中 w为地震烈度上限，可取为 12；ε为众值烈

度，表示年平均发生概率为 0.632的地震烈度；K为

形状参数，一般采用最小二乘法确定。式（29）也被

称为地震危险性函数。

3. 3 基于蒙特卡洛模拟法的年平均超越概率计算

由式（28）可知，在概率地震需求分析中需要求

解多重积分。由于引入了多元相关核密度估计，这

个积分相比传统多维对数正态分布的被积函数更为

复杂。因此本文引入蒙特卡洛（MC）模拟以提高计

算效率。谷音等［21］指出，若地震强度的分布函数已

知，可通过抽样将地震危险性函数进行离散。假定

抽取的地震强度样本个数为 nim，则每个样本出现的

概率为 1/nim。谷音等［21］在一维 EDP条件下，提出了

结构需求年均超越概率的MC法，如下式所示：

F 1 = 1
nim∑i= 1

nim

P (R> r|imi) （30）

式 中 imi 为 抽 样 所 得 单 个 地 震 强 度 样 本 ；而

P (R> r|imi)则反映了在该地震强度样本下结构的

破坏概率。

但式（30）只考虑了一维 EDP，本文将式（30）推

广到多维性能极限状态下的概率地震需求计算。将

式（30）代入式（28），可得：

F= 1
nim∑i= 1

nim ( ∬
L< 0

f (R 1，R 2|imi) dR 1 dR 2) （31）

由式（27）可知，多维性能极限状态下易损性分

析的本质是在给定 EDP分布的条件下计算性能极

限状态方程小于 0的概率，因此同样可采用MC法

求解。失效概率表示为：

P= 1
n edp ∑j= 1

nedp

[ ]I ( )L ( )R 1j，R 2j < 0 （32）

式中 (R 1j，R 2j)代表基于多元相关核密度估计构造

的概率地震需求模型抽样获得的样本；n edp代表生成

的结构响应样本点总数；I ( ⋅ ) 代表指示函数，当

L (R 1j，R 2j)< 0时，I ( ⋅ )= 1，反之为 0。将其代入式

（31），有结构需求年平均超越概率：

F= 1
nim∑i= 1

nim ì
í
î

1
n edp ∑j= 1

nedp

[ ]I ( )L ( )R 1j，R 2j < 0|imi

ü
ý
þ

（33）

式（33）即为本文最终建立的基于多元相关核密

度估计的概率地震需求分析公式。考虑到多变量相

关的核密度估计结果比较复杂，本文采用文献［14］
建议的舍选抽样法获得 (R 1j，R 2j)样本。假定随机变

量的取值域为 [ a，b]，f (R 1，R 2)的极大值为M，舍选

抽样法流程如图 1所示。

与 Liu等［19］和谷音等［21］提出的概率地震需求分

析方法相比，本文所提方法的特点在于：考虑了多个

EDP下结构的多维性能极限状态，多维概率地震需

求模型由多元核密度估计法确定，而不需要对 EDP
进行对数正态分布假定；并且在传统多元核密度估

计的基础上提出了可以考虑随机变量相关性的核密

度估计法，进而将 EDP的相关性引入概率地震需求

分析。基于多元相关核密度估计的概率地震需求分

析流程如图 2所示。

4 算例分析

4. 1 结构模型建立及工程需求参数确定

本文基于 SAP2000建立某 RC框架⁃剪力墙结

构，沿 X方向共 5跨，跨度均为 8 m；沿Y方向共 3跨，

边跨跨度为 6 m，中跨跨度为 8 m。沿Y向主梁间设置

单根次梁。该结构共 4层，各层层高均为 3.6 m。抗侧

力体系由混凝土框架和剪力墙部分组成。剪力墙部

分包括两片单肢剪力墙及由两个电梯井组成的核心

筒，核心筒长 8 m，宽 4 m，门洞高 2.4 m，宽 2 m。各构

件采用的混凝土强度等级均为C30，纵向受力钢筋采

用 HRB400 级 ，箍 筋 采 用 HRB335。 楼 板 厚 度 为

120 mm，配筋为单排钢筋，采用HRB335级钢筋。剪

力墙厚度为 300 mm，结构模型如图 3所示。梁和柱均

图 1 舍选抽样法

Fig. 1 Acceptance⁃rejection sampling method

图 2 概率地震需求分析流程图

Fig. 2 Flow chart of probabilistic seismic demand analysis
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采用SAP2000中的Frame单元模拟，并在梁两端布置

P⁃M3铰，柱两端布置 P⁃M2⁃M3铰。剪力墙采用分层

壳单元［25］，为提高计算效率，仅考虑混凝土层和钢筋层

在竖向的非线性行为，混凝土层面外仅考虑线性行

为，剪力墙采用分层壳单元，在三个应力分量上均考

虑其非线性行为。混凝土楼板采用Membrane单元。

此外，模型考虑了 P⁃Δ效应，阻尼采用瑞利阻尼。本

文采用的混凝土和钢筋的本构关系如图 4所示。

在基于性能的地震工程研究中，通常将结构的

性能极限状态划分为若干等级。参考文献［22］，本

文将性能极限状态分为“正常使用（NO）”，“可以使

用（IO）”，“生命安全（LF）”，“防止倒塌（CP）”四级。

确定了性能极限状态，下一步将确定 EDP及对

应性能极限状态的阈值。有文献表明［24⁃26］，MIDR能

较好地反映结构构件的整体损伤大小，因此本文选

择最大层间位移角（MIDR）作为衡量结构性能的

EDP。郑山锁等［26］指出，结构整体性能水平达到 IO
时构件处于开裂状态，MIDR的阈值大致取 LF的

50%；LF的阈值大致取到规范弹性限值和弹塑性限

值的平均值；CP大致取到规范的弹塑性变形限值的

90%。基于《建筑抗震设计规范》［27］，本文采用的

MIDR阈值如表 1所示：

已有研究表明［24，28］，在考虑非结构构件的损伤

时，主要考虑对加速度敏感的构件，例如机械设备、

内部管道等，因而本文选择最大层加速度（PFA）作

为衡量非结构构件损伤大小的 EDP。本文取文献

［24］中建议的 PFA 阈值，如表 1所示。表中 g=
9.8 m/s2。在这里指出，MIDR阈值来自《建筑抗震设

计规范》中对弹性MIDR和弹塑性MIDR阈值的规

定，能够比较准确地反映结构构件的性能极限状态。

而 PFA主要影响内部设备的正常工作，且目前国内

并没有统一的规范对不同类型结构的 PFA阈值进行

规定，因此本文采用已有研究给出的经验阈值。

4. 2 地震危险性分析

拟定该框架所处的场地特征参数如下：场地土

类别为 I，抗震设防烈度为 7度，设计基本地震动加

速度为 0.1g，场地特征周期为 0.35 s，结构的阻尼比

取 0.05，周期折减系数为 0.9，设计基准周期为 50
年。本文仅考虑设计年限内的场地危险性，设防烈

度对应 50年内超越概率为 10%的烈度。50年内众

值烈度为 7−1.55=5.45度［21］，则有：

1- 0.1= exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ( 12- 7

12- 5.45 )
Kù

û

ú
úú
ú

（34）

通过最小二乘法可得形状参数 K约为 8.3189，
则 50年内地震烈度的分布函数为：

EIM ( im )= exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê- ( 12- im

6.55 ) 8.3189ù
û

ú
úú
ú

（35）

在地震工程学中，峰值地面加速度（PGA）是衡

图 3 结构模型

Fig. 3 Structure model

图 4 材料本构关系

Fig. 4 Material constitutive relationship

表 1 EDP阈值

Tab. 1 EDP thresholds

EDP
NO
IO
LF
CP

MIDR/%
0.15
0.3
0.6
1

PFA/g
0.4
0.6
0.8
1.1
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量地震强度的关键指标之一［18⁃19］。本文选择 PGA
衡量地震强度的大小，因此需要将地震烈度换算为

PGA，采用谷音等［21］给出的换算公式，如下式所示：

PGA= 10( )im ⋅ lg 2- 0.01 （36）
将式（36）代入式（35），并将 PGA的单位用 g表

示，可得 PGA的累积分布函数为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

EPGA ( )PGA = exp

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

-

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷12- G
lg 2

6.55

8.3189

G= ln ( )1000PGA
ln 10 + 0.01

（37）

分别对式（35）和式（37）两端求导，可得地震烈

度和 PGA的概率密度函数曲线。由于 PGA累积

分布函数形式比较复杂，在 MC模拟中，首先根据

式（35）生成 nim 个地震烈度样本，然后将这些样本

根 据 式（36）转 化 为 PGA 样 本 。 本 文 取

nim= 10000，抽得地震烈度和转化后的 PGA样本

分布及其概率密度函数曲线如图 5和 6所示。由图

可知，生成的 PGA样本与概率密度函数拟合度较

高。由于地震烈度和 PGA的分布函数是根据结构

设计年限得到的，因此生成的样本能在考虑场地类

型的前提下，较全面地反映设计年限内地震强度的

随机性以及不同强度地震发生的可能性。概率密

度值越大，表明设计年限内发生的可能性越大。

4. 3 地震激励不确定性

已有研究表明，在地震需求分析中，需要选择多

于 20条地震波衡量地震激励的不确定性［29］。本文

采用文献［30⁃31］建议的基于 Simqke理论的合成地

震动进行地震需求分析。根据 4.2节中定义的场地

特征，从 SAP2000中可提取规范反应谱，将其作为

目标反应谱，然后基于 Simqke理论合成了 40条地

震波用于地震风险分析。这些地震波的加速度平稳

段开始时间为 0.02 s，加速度平稳段的持续时间为

25 s，地震波持续时间为 40 s。地震波的反应谱如图

7所示。图中红线代表目标反应谱，蓝线代表地震

波加速度反应谱。由图 7可知，地震波的反应谱与

结构所处场地的目标反应谱拟合度较高。

4. 4 基于核密度估计的多维概率地震需求模型

建立

获得概率地震需求模型是进行地震风险概率分

析的关键步骤。基于本文提出的多元相关核密度估

计，概率地震需求模型需要在不同 PGA下通过式

（21）获得。

由图 6可知，生成的 PGA样本绝大多数位于区

间［0，0.1g］中，说明强度位于这个区间的地震 50年
内发生的可能性较大。因此为准确反映当 PGA<
0.1g时结构的损伤情况，在等步长调幅法［32］基础上，

本文提出一种分段等步长调幅法。首先将每条地震

波的 PGA分别调幅至 0.02g~0.1g，间隔取 0.02g，然
后在区间［0.1g，1.0g］间进行调幅，间距取 0.1g，最
终得到 560条地震波。Zhou等［32］指出，地震发生时，

地面运动是一个三维随机过程，在地震工程研究中

考虑三维地震动输入更符合实际。本文将每条地震

波 的 输 入 方 向 均 设 置 为 空 间 三 维 ，加 载 方 式 为

1*X+0.85*Y+0.65*Z［32］。利用 SAP2000进行非线

图 5 地震烈度分布

Fig. 5 Distribution of seismic intensity

图 6 PGA分布

Fig. 6 PGA distribution

图 7 地震波反应谱

Fig. 7 Response spectrum of seismic wave
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性时程分析，得到每条地震波在各个 PGA 下的

MIDR和 PFA。利用式（21），分别在不同 PGA下基

于三种相关系数建立基于核密度估计的概率地震需

求模型。为对比相关性对模型的影响，本文同样建

立基于不考虑相关性的核密度估计概率地震需求模

型。以 PGA=0.3g为例，如图 8所示。

由图 8可知，考虑 EDP相关性后，概率地震需

求模型与不考虑相关性时相比具有一定差异，且不

同的相关系数对应的概率地震模型也并不完全一

致。首先，考虑相关性后，概率密度函数的峰值显著

上升，且有 Pearson系数>Spearman系数>Kendall
系数>无相关性，其中 Spearman系数和 Kendall系
数的概率密度峰值差异并不显著。其次，具有明显

概率密度函数值的 EDP覆盖范围不一样。当不考

虑相关性时，概率地震需求模型在 XOY平面上的投

影可近似为圆形；而考虑相关性后，投影区域变成具

有倾斜角的椭圆，并且具有显著概率密度值的区域

面积变小。基于 Pearson系数的投影区域覆盖面积

小于 Spearman系数和 Kendall系数，而不考虑相关

性时覆盖面积最大。例如以边界MIDR= [0，10-3 ]
和 PFA= [3，4] m/s2围成的左上三角区域内，不考

虑相关性的核密度估计构造的概率地震需求模型的

概率密度值要显著大于 Pearson系数的概率密度值，

Spearman系数和 Kendall系数的概率密度值介于二

者之间。因此 Pearson系数对核密度估计结果影响

最大，Spearman系数和Kendall系数相对较小。

4. 5 结构需求年平均超越概率计算

根据式（26）和表 1建立性能极限状态方程，以

NO为例，如下式所示：

L 2NO = 1- ( R 1

0.15% ) b- R 2

0.25g （38）

式中 R 1代表MIDR；R 2代表 PFA。

在二维极限状态方程中，本文将MIDR对应的 b
取为 1。由于缺少框剪结构的统计数据，初步拟定

PFA的 b= 2，后文将通过灵敏度分析讨论 b的值对

超越概率的影响。利用式（33）基于核密度估计进行

地震需求分析，得到结构需求年平均超越概率，并用

危险性曲面表示。危险性曲面反映了当 EDP取不同

值时的结构需求在设计年限内的年平均超越概率。

为对比核密度估计法和传统方法的差异，同样基于

多维对数正态分布假定建立危险性曲面。文献

［18⁃19］已经分别给出了多维性能极限状态下基于对

数正态分布假定的易损性和概率地震需求分析的详

细论述，本文不再重复。危险性曲面如图 9所示。

由图 9可知，基于 Pearson相关系数的核密度估

计危险性曲面位于最上部，基于 Spearman和Kendall
系数的危险性曲面整体差异不大，而不考虑相关性

的核密度估计的危险性曲面位于最下部。当 PFA>
0.85g时，核密度估计法和传统方法所得年平均超越

概率均基本为 0，危险性曲面基本重叠。为定量描述

本文所提核密度估计法与传统对数正态分布假定的

图 8 基于核密度估计的概率地震需求模型

Fig. 8 Probability seismic demand model based on KDE
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差异，本文定义一个影响系数 λp，如下式所示：

λp=
∬

D
( )F kde - F log dr1 dr2

∬
D
F kde dr1 dr2

（39）

式中 F kde 代表基于核密度估计的年平均超越概

率；F log代表基于传统对数正态分布的年平均超越概

率；D代表危险性曲面在 XOY平面内的投影区域。

λp 绝对值越大，说明二者差异越大。λp 如表２

所示。

由表 2可知，在三种相关系数下，λp均大于 0，说
明本文提出的基于相关核密度估计的概率地震需求

模型得到的危险性曲面更高，结构需求年平均超越

概率整体偏大，而对数正态分布假定得到的年平均

超越概率偏小。Pearson系数的 λp为 0.1219，而 Ken⁃
dall 系 数 的 λp 为 0.0131，Spearman 系 数 的 λp 为

0.0308。说明 Pearson系数所得年平均超越概率最

大，对核密度估计结果的影响同样最大，Spearman
系数次之，而 Kendall系数最小，这个结论与 4.4节所

得结论一致。该结论可通过图 8和在给定地震强度

下结构的失效概率进行解释。以 PGA=0.3g和 IO
性能状态为例，根据式（27）和（32），可得基于 Pear⁃
son系数，Spearman系数和 Kendall系数的结构失效

概率依次为 0.2115，0.1880和 0.1826，而不考虑相关

性时为 0.1624。该现象表明：不考虑相关性会得到

偏低的失效概率，且在相关性条件下得到的失效概

率，Pearson系数>Spearman系数>Kendall系数。

在其他 PGA下也可以得到类似的结论。而年均超

越概率是根据失效概率得到的，因此三种相关系数

对年均超越概率的影响：Pearson相关系数影响最

大，Spearman相关系数次之，Kendall相关系数最小。

值得注意的是，当 PFA大于 0.85g时，对应的 PGA
大于 0.6g。由图 6可知，设计年限内发生 PGA大于

0.6g地震的可能性很低，因此三种相关系数得到的

年均超越概率都很小，对应图 9中危险性曲面基本

重叠的部分。研究人员可根据实际情况选择不同的

相关系数，基于非线性时程分析得到不同的 EDP
值，根据式（22）~（24）即可进行相关性分析。

如果采用传统不相关的核密度估计法，由表 2
可知，KDE⁃Irrelevant的 λp< 0，说明不相关核密度

估计法得到的危险性曲面低于传统对数正态分布假

定，会得到偏低的年平均超越概率。这个结论同样

可根据失效概率进行说明。因此在基于核密度估计

的概率地震需求分析中，如果不考虑 EDP的相关性

同样会得到不准确的评估结果。

4. 6 相互作用因子对危险性曲面的影响

相互作用因子 b会影响到性能极限状态方程的

非线性程度，改变失效域的大小。Wang等［18］和 Liu
等［19］对 b与结构失效概率的关系在对数正态分布假

定下进行了大量研究。本文将利用文献［18］采用的

灵敏度分析法，探究相关核密度估计的危险性曲面

与 b的关系。分别再取 b= 1，5，10，15，所得危险性

曲面如图 10所示。由图 10可知，当 b相同时，三种

相关系数下的年平均超越概率从大到小依次为：

Pearson系数，Spearman系数，Kendall系数，该结论

图 9 危险性曲面

Fig. 9 Hazard surface

表 2 影响系数

Tab. 2 Influence coefficients

λp

Kendall
0.0131

Pearson
0.1219

Spearman
0.0308

Irrelevant
−0.0489
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与 4.5节一致。

比较不同 b对应的危险性曲面可知，当 b= 1
时，危险性曲面位于最上部；随着 b增大，危险性曲

面逐渐下移，年平均超越概率逐渐降低。与 b= 5
相比，当 b= 10时，危险性曲面有所下降，但二者基

本重合，这个结论对三种相关系数均成立，并且与

Wang等［18］所得结论一致。文献［18］表明，b的值反

映了不同 EDP性能极限状态的相关性，b越大，相关

性越弱。以 IO为例，b与失效域的关系如图 11所
示。由图 11可知，随着 b增大，极限状态曲线和坐标

轴围成的面积越大，则失效域面积越小，当概率地震

需求模型相同时所得失效概率越小。因此在基于多

维性能极限状态的地震风险分析中，忽略性能极限

状态的相关性不利于结构安全。

5 结 论

本文考虑地震激励的不确定性，不对 EDP的分

布类型进行人为假定，将传统不考虑相关性的多元

核密度估计法拓展到可以考虑随机变量相关性的多

元核密度估计用于概率地震需求分析。考虑了三种

相关系数，在多维性能极限状态下建立了基于多元

相关核密度估计的概率地震需求模型，通过MC法

简化了传统概率地震需求分析的多重积分公式，得

到了年平均超越概率，所得结论如下：

（1）与传统基于多维对数正态分布假定的概率

地震需求分析相比，相关核密度估计得到的结构需

求年平均超越概率偏大，而传统不相关的核密度估

计年平均超越概率偏小。一方面说明对数正态分布

假定可能会得到不准确的评估结果，另一方面表明

EDP的相关性也会显著影响到年平均超越概率。

（2）在三种相关系数中，Pearson相关系数得到

的年平均超越概率最大，Spearman相关系数次之，

Kendall相关系数最小。因此不同的相关系数同样

会影响到年平均超越概率的大小。

（3）在二维性能极限状态方程中，b越大，EDP
性能极限状态相关性越弱，当采用相同的相关系数

建立概率地震需求模型后，所得年平均超越概率越

小。因此忽略性能极限状态的相关性会导致地震需

求概率偏低，不利于工程安全。

由于不同的相关系数会影响到多元核密度估计

的结果，研究人员可根据实际情况选择合适的相关

系数，利用本文提出的地震需求概率分析方法得到

结构需求在设计年限内的平均超越概率。
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Probabilistic seismic demand analysis based on multivariate correlated
kernel density estimation under multidimensional performance limit states

JIA Da‑wei，WU Zi‑yan，HE Xiang
（School of Mechanics，Civil Engineering and Architecture，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710129，China）

Abstract: A probabilistic seismic demand analysis method based on multivariate correlated kernel density estimation is proposed
without any assumption on the distribution of engineering demand parameters（EDPs）. Three different correlation coefficients are
used to describe the correlation respectively，and the traditional kernel density estimation is extended to multivariate correlated ker⁃
nel density estimation based on the bandwidth matrix and multivariate Gaussian kernel function. A reinforced concrete frame shear
wall structure is established based on SAP2000. The maximum inter⁃story drift ration and peak floor acceleration are selected to
measure the multidimensional performance limit states. The probabilistic seismic demand model based on multivariate correlated
kernel density estimation is established，and the structural demand annual average exceeding probability is obtained through Monte
Carlo（MC）simulation. Traditional method based on multidimensional lognormal distribution assumption and the uncorrelated ker⁃
nel density estimation are adopted for comparison. The research shows that：comparing with the traditional lognormal distribution
assumption，the structure demand annual average exceeding probability based on the multivariate correlated kernel density estima⁃
tion is larger，and the result of uncorrelated multivariate density estimation is smaller. Different correlation coefficients will affect
the annual average exceeding probability，among which Pearson correlation coefficient is the most influential，Spearman correlation
coefficient is the second，and Kendall correlation coefficient is the least.

Key words: probabilistic seismic demand analysis；multivariate correlated kernel density estimation；multidimensional performance
limit states；frame⁃shear wall structure
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