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匀速旋转刚环⁃内接柔性梁系统的共振分析
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摘要: 研究了旋转刚环⁃内接柔性梁系统的动力学建模与振动特性。基于浮动坐标系方法，考虑柔性梁由于弯曲变

形产生的轴向缩短量，利用有限元法对柔性梁位移场进行插值，推导出柔性梁的动能、应变能和重力做功的表达式，

运用第二类拉格朗日原理，建立旋转刚环⁃内接柔性梁系统的动力学模型。基于该模型分析系统的临界失稳转速，

其仿真结果与现有数据以及商业软件ANSYS数值结果相吻合，可验证该模型的正确性。研究表明：系统存在比临

界失稳转速小的共振转速，在共振转速时，重力周期性变化频率接近系统的固有频率，梁的振幅随时间的增大而增

大；径长比越大，共振转速越小；系统在径长比为 1时，无量纲共振转速区间为 2.20至 2.36，若转速接近共振转速区

间，则柔性梁的振幅时而变大，时而变小，产生拍振现象。
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引 言

无轴轮缘驱动推进系统的主要结构是环形导管

和无轴螺旋桨［1］，可通过转动环形导管，带动安装在

导管内壁的叶片旋转，不需要使用轮毂，不存在

“轴”。这种“无轴”特征使此类结构在减振降噪上有

独特优势，对提高潜水艇的隐蔽性具有重要的应用

价值。

由于螺旋桨具有较大的细长比，环形导管⁃螺旋

桨可简化为旋转刚环⁃柔性梁系统进行研究，其实质

是一类刚⁃柔耦合动力学系统，这类系统广泛应用的

建模方法是柔性多体系统动力学中的浮动坐标系

法。该方法利用浮动坐标系来描述构件的弹性变

形，并认为构件的位形是浮动坐标系的大范围运动

与弹性变形的叠加，由此来表达大范围运动和弹性

变形之间的耦合关系。在耦合关系中还需要考虑梁

弯曲导致的轴向缩短量。根据计算耦合缩短量不同

的程度，浮动坐标系法可建立零次刚柔耦合动力学

模型［2］、一次刚柔耦合动力学模型［3⁃5］和高次刚柔耦

合动力学模型［6］。

浮动坐标系法常用于研究中心刚体 ⁃柔性梁系

统动力学与控制问题。文献［7⁃11］将一次近似耦合

模型应用于旋转梁、旋转板的自由振动分析，详细讨

论了转速、集中质量、复合材料的相关参数、横向和

轴向变形之间的耦合等因素对结构振动特性的影

响，并指出这类系统随着角速度的增大会产生频率

迹线转向和振型转换现象。和兴锁等［12］通过进一步

计入轴向变形对横向变形的影响，提出了一种更完

备的柔性梁一次近似耦合模型。Li等［13⁃14］和吴根勇

等［15］分别将一次近似耦合模型应用于研究旋转功能

梯度梁（板）和复合材料板的自由振动问题。方建士

等［16⁃17］讨论了横向和轴向变形之间的耦合对旋转柔

性梁频率迹线转向的影响，并引入了尺度效应进行

研究。高晨彤等［18］建立了旋转功能梯度梁基于倾角

坐标的一次刚柔耦合模型，并考虑剪切变形的影响，

分析了楔形比和材料梯度分布规律对频率特性的影

响。范纪华等［19］研究了温度作用下的旋转功能梯度

梁的动力学响应。为满足任意形状梁结构的离散需

求，范纪华等［19⁃21］和杜超凡等［22⁃23］分别采用计算几何

方法和无网格法离散旋转柔性梁，并获得了良好的

数值结果。文献［24⁃25］建立了带集中质量的功能

梯度梁的高次耦合模型，并对该结构在温度场中的

自由振动和振动控制展开了深入研究。

上述的中心刚体⁃柔性梁系统，其“柔性梁”是外

接于中心刚体上，离心力属于“拉力”。与之不同，无

轴轮缘驱动推进系统的“柔性梁”内接于“刚环”内

壁，离心力属于“压力”，在“压力”较大时，压杆易出

现失稳现象。因此，旋转刚环⁃柔性梁系统的研究更
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为关注梁结构的屈曲和稳定性。Mostaghel等［26］基

于结构力学建立了旋转内接柔性梁（板）的离心力与

变形之间的关系，给出了径长比与临界失稳转速的

关系式。Wang［27］研究了旋转内接柔性梁的安装角

对临界失稳转速的影响。William等［28］讨论了旋转

平面内屈曲和平面外屈曲的临界失稳转速。Yu
等［29］结合伽辽金法和牛顿线性化方法，给出了匀速

旋转环 ⁃内悬臂梁系统振动的解析解。方建士等［30］

建立了内悬臂梁系统的一次刚柔耦合动力学模型，

分析了系统在不同转速和径长比参数下的稳定性。

值得注意的是，在系统匀速旋转时重力与梁之

间的夹角产生周期性的变化，从而使得重力周期性

地激励内悬臂梁。若旋转角速度令重力激励的频率

接近系统的固有频率，则会产生共振问题，易使结构

产生破坏。然而，目前关于旋转刚环⁃柔性梁系统共

振转速的研究鲜有报道。

本文基于浮动坐标系法，结合梁由于弯曲而产

生的轴向缩短量，采用有限元法建立旋转内接柔性

梁的一次刚柔耦合动力学模型，以此来研究旋转内

接柔性梁的共振转速区间和动力学行为，以期为无

轴螺旋桨结构动力学设计提供参考数据。

1 内接柔性梁动力学建模

本文将环形导管和无轴螺旋桨简化为刚环 ⁃悬
臂梁系统，如图 1（a）所示。刚环⁃内接悬臂梁始终在

竖直平面上绕圆心做旋转运动，刚环角速度为 Ω，半

径为 R，在圆心 O建立惯性坐标系 O⁃XY和浮动坐

标系 O⁃X1Y1，两坐标系的夹角为 θ，如图 1（a）所示。

其中，浮动坐标系 O⁃X1Y1固联在悬臂梁上，用以描

述悬臂梁的变形位移。鉴于无轴螺旋桨一般在铅垂

面上运动，因此本文仅讨论刚环⁃悬臂梁系统的平面

运动，采用平面 Euler⁃Bermoulli梁模型进行研究。

如图 1（b）所示，梁上任意一点 P的横向变形为w。

如图 2所示，沿梁中轴线的微元 M0N0，其端点

在浮动坐标系上的坐标分别为M0（ξ，0）和 N0（ξ +
dξ，0）。微元变形后记为MN，其长度为：

ds= [ ]1+ u0，ξ ( ξ，t )
2
+ w 2

，ξ ( ξ，t ) dξ （1）

式中 下标“，ξ”表示对弧长坐标 ξ求一次导数。

将式（1）进行泰勒展开，鉴于轴向变形远远小于

横向变形，忽略 w，ξ的三次以上高阶项，忽略 u0，ξ的

两次以上高阶项，有：

ds= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú1+ u0，ξ ( ξ，t )+

1
2 w

2
，ξ ( ξ，t ) dξ （2）

对式（2）积分可得到变形后的梁长度为：

∫
0

x é
ë
êêêê

ù
û
úúúú1+ u0，ξ ( ξ，t )+

1
2 w

2
，ξ ( ξ，t ) dξ= x+ v（3）

式中 v为梁的实际轴向变形量，表示为：

v= u0 + u1 = u0 +
1
2 ∫0

x

w 2
，ξ ( ξ，t ) dξ （4）

其中，u0主要由梁的伸缩产生，在刚环 ⁃悬臂梁

系统中，梁所能产生的伸缩非常小，可忽略不计。u1
为弯曲产生的轴向变形：

u1 =
1
2 ∫0

x

w 2
，ξ ( ξ，t ) dξ （5）

柔性梁的应变能为：

U= 1
2 EI ∫0

L

w 2
，xxdx （6）

式中 E和 I分别为柔性梁的弹性模量和截面惯性

矩；L为梁的长度。

此外，柔性梁做旋转运动，在小变形情况下，可

认为其离心惯性力作用于中轴线上。根据式（5），横

向变形势必会引起轴向长度的缩短。这样的缩短使

离心力沿着轴向产生了移动，从而使整个系统需要

考虑离心力对系统做的功。梁上的某个微元的离心

力可表示为：

dF 1 ( x )= ρAΩ 2(R- x) dx （7）

图 1 刚环-柔性梁系统及变形

Fig. 1 System and deformation of steel ring-flexible beam

图 2 梁的变形位移描述

Fig. 2 Description of deformation displacement of beam
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式中 ρ和A分别为梁的质量密度和横截面积。

离心力做的功可表示为：

W 1 =∫
0

L

dF 1 ( x ) u1 =

∫
0

L 1
2 ρAΩ

2(R- x)∫
0

x

w 2
，ξdξdx （8）

系统在旋转时，梁所受重力会产生周期性变化。

梁上微元的重力可表示为：

dF g= ρAgdx [ sin ( Ωt )，cos ( Ωt )] T （9）
这里假定初始时刻惯性坐标系O⁃XY和坐标系

O⁃X1Y1重合。梁重力做的虚功可表示为：

δWg=∫
0

L

dF T
g [ δu1，δw ]

T =

ρAg ∫
0

L

[ ]δu1 sin ( Ωt )+ δwcos ( Ωt ) dx（10）

梁上任意一点 P的速度可表示为：

ṙ= [ - Ωw，Ω ( R- x )+ ẇ ] T （11）
式中 Ω为刚环⁃悬臂梁系统的转动角速度。

这样可得到系统的动能为：

T= 1
2 ρA∫0

L

ṙT ṙdx=

1
2 ρA∫0

L

[ ]Ω 2w 2 + Ω 2 ( R- x )2 dx+

1
2 ρA∫0

L

[ ]ẇ 2 + 2ẇΩ ( R- x ) dx （12）

采用有限元法来离散柔性梁，梁上任意一点的

变形可表示为：

w= Ne i （13）
其中

N=[ 1- 3ξ 2 + 2ξ 3，l ( )ξ- 2ξ 2 + ξ 3

( )3ξ 2 - 2ξ 3 ，( )3ξ 2 - 2ξ 3 ] （14）

e i= [wi，wi，x，wi+ 1，wi+ 1，x ] T （15）
式中 l为梁单元长度；下标“，x”表示对弧长坐标 x

求一次导数，下标 i表示单元结点的编号。

记广义坐标 q=[ eT1，⋯，eTi ，⋯，eTm ]T，其中 m为

单元个数，根据第二类拉格朗日原理：

d
dt (

∂T
∂q̇ )-

∂T
∂q =-

∂U
∂q + F 1 + F g （16）

可推导得到旋转内接柔性梁的动力学方程：

Mq̈+ Kq= F g （17）
其中

M= ρA∫N TNdx （18）

K= EI ∫
0

L

( N T
，xxN，xx ) dx- ρAΩ 2∫

0

L

N TNdx-

- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
∫
0

L

ρAΩ 2( )R- x ∫
0

x

( N T
，xN，x ) dξ dx （19）

F 1 =
δW 1

δq
=-∫

0

L

ρAΩ 2(R- x) ⋅

∫
0

x

( N T
，xN，x ) dξdx （20）

F g=
δWg

δq
= ρAg ∫

0

L é
ë
êêêê

ù
û
úúúú∫

0

x

( N T
，xN，xq ) dξ sin ( Ωt ) dx+

ρAg ∫
0

L

( N Tcos ( Ωt ) ) dx （21）

式中 F1和 Fg分别为离心广义力和重力广义力。

由于离心力广义力和弹性广义力可以表达成一

项，因此动力学方程（17）中未直接看到离心力广义

力，而是体现在刚度阵（19）的单下划线项中。

2 旋转内接柔性梁的模态特性

若记 q=z，并忽略重力的影响，动力学方程改

写为：

Mz̈+ Kz= 0 （22）
方程的解可表示为 z=Zejωt，可推导得到系统的

频率特征方程：

(K- ω2M ) Z= 0 （23）
式中 ω为圆频率。

表 1给出了刚环 ⁃柔性梁系统的参数，根据这些

参数，可计算得到梁的频率和模态。为更好地与文

献［26］数据进行对比，引入无量纲参数：

δ= R
L
，T * = ( ρAL4EI )

1
2

，γ= T * θ̇，ῶ= ωT * （24）

式中 δ，γ和 ῶ分别为系统的径长比、无量纲转速

和无量纲频率。

表 2给出了柔性梁在无量纲转速分别为 0，1，2，
3时的前两阶无量纲频率，对应的径长比 δ=1。可

以看出，在这四个转速下，本文模型分别采用 5，10，
20个单元计算，ANSYS采用 100个 beam188单元，

两种方法计算得到的无量纲频率几乎完全吻合，可

验证本文所建立的内接悬臂梁动力学模型的正确

性，也说明本文所采用的梁单元具有优良的收敛性。

此外，注意到在无量纲转速为 3时，两种方法得到的

第一阶无量纲频率均等于 0。当频率等于 0时，意味

着结构处于失稳状态，也就是说，在无量纲转速为 3
时，内接旋转悬臂梁会产生失稳。

表 1 刚环⁃柔性梁系统的参数

Tab. 1 Parameters of system of steel ring⁃flexible beam

参数

L/m
b/m
h/m

数值

1
0.05
0.05

参数

E/GPa
ρ/（kg∙m−3）

g/（m∙s−2）

数值

30
6000
9.81

注：b和 h分别为横截面的宽度和高度。
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图 3给出前两阶无量纲频率随无量纲转速变化

规律，对应的径长比仍为 δ=1。可以看出，无论是

第一阶还是第二阶无量纲频率，均随着无量纲转速

的增大而逐渐减小。如第一阶无量纲频率在无量纲

转速为零时约为 3.5，然后随着无量纲转速的增大开

始减小，在无量纲转速为 3时，第一阶无量纲频率刚

好等于 0，达到了失稳的临界值，因此无量纲转速为

3时正好是内接旋转悬臂梁的失稳临界转速。类似

地，第二阶无量纲频率在无量纲转速约为 12.2时等

于 0，但比第一阶无量纲频率的失稳临界无量纲转

速大得多，在无量纲转速未达到 12.2但大于 3时，梁

已经失稳。因此，本文仅讨论第一阶无量纲频率所

对应的临界失稳无量纲转速以及共振无量纲转速。

图 3仅分析了径长比 δ=1时的临界无量纲转

速，而径长比对临界无量纲转速有较大影响。图 4
比较了径长比为 1，2，3，4时的第一阶无量纲频率随

无量纲转速的变化曲线。不难发现，径长比为 1时
的临界无量纲转速约为 3；径长比为 2时的临界无量

纲转速约为 2.1；径长比为 3时的临界无量纲转速约

为 1.6；径长比为 4时的临界无量纲转速约为 1.45。
可以总结出这样一个规律：径长比越大，第一阶无量

纲频率随无量纲转速增加而减小的幅度越大，减小

至 0（失稳）的“速度”也越快，对应的失稳临界转速

也就越小。这是因为径长比越大、无量纲转速越大，

柔性梁的离心力也就越大，柔性梁受压的程度也就

越强，对应的频率就下降得越快。

图 5给出了临界失稳无量纲转速随径长比的变

化曲线。在文献［26］也给出了径长比与临界失稳转

速之间的关系式，为 γ2=72/（9δ−1）。可以看到，本

文的计算结果与文献［26］所给出的关系式结果基本

吻合，仅在径长比小于 0.3以后略有差异，造成这样

细微差异的主要原因可能是本文与文献［26］在动力

学建模方法上存在差异，但数值结果整体上基本一

致，可说明本文模型的正确性。

图 3 前两阶无量纲频率

Fig. 3 Dimensionless frequencies of the first two orders

图 4 不同径长比的频率变化曲线

Fig. 4 Variation curves of the frequencies with different δ

图 5 临界失稳转速随径长比的变化曲线

Fig. 5 Variation curves of critical instability speed with δ

表 2 不同转速下的固有频率（δ=1）
Tab. 2 Natural frequencies at different speeds（δ=1）

Mode

Presented (5 elements)
Presented (10 elements)
Presented (20 elements)
ANSYS (100 beam188)

γ
First order

0
3.516
3.516
3.516
3.516

1
3.311
3.314
3.314
3.296

2
2.617
2.617
2.617
2.748

3
0
0
0
0

Second order
0

22.045
22.035
22.035
21.824

1
21.974
21.963
21.962
21.738

2
21.756
21.745
21.745
21.511

3
21.387
21.377
21.376
21.360
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目前，关于旋转内接悬臂梁的研究大多集中在

分析其失稳临界转速上，但事实上，内接旋转悬臂梁

还可能面临共振问题。如图 6所示，无量纲转速对

应的频率直线 ῶ=γ从 0开始增大；而梁的第一阶无

量纲频率均从 3.5开始减小。因此，直线与第一阶

无量纲频率曲线必定会有交点，而这个交点代表着

无量纲转速等于第一阶无量纲频率，意味着转动很

可能会发生共振现象。那么，在这个共振点所对应

的无量纲转速，可称之为共振转速。可以看出，不同

的径长比有不同的共振转速：径长比为 1的系统，交

叉点为 γ=2.27；径长比为 2的系统，交叉点为 γ=
1.77；径长比为 3的系统，交叉点为 γ=1.50；径长比

为 4的系统，交叉点为 γ=1.32。从图 6中也容易看

出，共振转速显然比失稳转速要小得多。

图 7给出了共振转速随径长比的变化曲线。不

难发现，径长比越大，共振转速就越低。此外，此共

振转速曲线通过曲线拟合，得到以下经验公式：

ω=( 0.26693+ 0.19471δ- 0.0232δ 2 )-1 （25）
经验公式与数值结果吻合度较好，可直接用于

相关结构共振转速的测算。

3 旋转内接柔性梁的受迫振动

图 8 给 出 了 在 无 量 纲 转 速 分 别 为 2.1775，
2.2775，2.3775，3下的梁末端变形，梁的径长比为 1，
对应的实际转动角速度分别约为 70.04，73.5，76.49
和 96.82 rad/s。此时梁的共振无量纲转速和失稳无

量纲转速分别为 2.2775和 3。
在无量纲转速与共振无量纲转速比较接近时，

如图 8（a）和（c）所示，无量纲转速分别略小于和略大

于共振转速（γ=2.1775和 2.2775），梁振动的振幅时

图 6 共振转速

Fig. 6 Resonance speed

图 7 共振转速随径长比的变化曲线

Fig. 7 Variation curves of resonance speed with δ

图 8 不同转速下的动力学响应

Fig. 8 Dynamic responses with different speeds
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而变大，时而变小，产生拍振现象。这是因为此时梁

的动力学响应是梁自由振动和受迫振动的叠加，而

在梁自由振动的固有频率和受迫振动的激励频率相

差不大的情况下，即可出现拍振。换句话说，在产生

拍振的转速附近，可能存在共振转速。

在无量纲转速等于共振转速时（γ=2.2775），如

图 8（b）所示，梁末端变形的振幅随着时间的增大而

逐渐增大。图 9是对应的相图，可看到变形不断增

大、变形的速度也不停地增加，出现剧烈的振荡，即

产生了共振现象；在无量纲转速等于失稳转速时

（γ=3），如图 8（d）所示，梁的末端变形随时间迅速

增大，产生失稳现象。

若将图 8（b）的数据结果进行傅里叶变换，并归

一化，可得到图 10所示的位移幅频曲线。可以看

到，位移幅频曲线的峰值出现在 2.25，在共振转速

2.27附近。可将振幅下降至其峰值的 1/ 2 倍时所

对应的频段定义为共振区，那么此时系统的共振区

为 2.20至 2.36，即图 10中的红色区域。根据图 8的
分析，系统的转速应当避开共振区转速，并小于失稳

转速，否则系统将会出现位移共振或者失稳现象。

因此，γ<2.20和 2.36<γ<3是刚环 ⁃柔性梁系统可

正常工作的转速区间。

4 结 论

本文基于浮动坐标系法，结合梁由于弯曲而产

生的轴向缩短量，根据有限元法建立旋转内接柔性

梁的一次刚柔耦合动力学模型，以此来研究旋转内

接柔性梁的共振转速区间和动力学行为，以期为无

轴螺旋桨结构动力学设计提供参考数据。研究

表明：

1）系统存在比临界失稳转速小的共振转速，共

振转速下的重力周期性变化频率与系统的固有频率

接近，使梁的振动幅值越来越大，形成共振。

2）径长比越大，共振转速越小。

3）系 统 在 径 长 比 为 1 时 ，共 振 转 速 区 间 为

2.20~2.36，若转速接近共振转速区间附近，则柔性

梁的振幅时而变大，时而变小，会出现拍振现象。
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Resonance analysis of internal flexible beam system on
steadily rotating ring

CHEN Yuan-zhao，WU Wen-jun
（Department of Engineering Mechanics，School of Mechanical and Automotive Engineering，Guangxi University of

Science and Technology，Liuzhou 545006，China）

Abstract: In this paper，the dynamic modeling and vibration characteristics of an internal flexible beam system on a steadily rotat⁃
ing ring are studied. The floating frame reference method is adopted，in which the axial shortening of flexible beams due to bending
deformation is considered. The displacement field of the flexible beam is interpolated by finite element method，and then the expres⁃
sions of the kinetic energy，strain energy and work done by gravity can be derived. Using the second kind Lagrange’s equations，
the dynamic model of the internal flexible beam system on a steadily rotating ring is established. Based on this model，the critical in⁃
stability speed of the system is analyzed. The simulation results are consistent with the data in the existing literature and the numeri⁃
cal results obtained from commercial software ANSYS，which can validate this model. Several findings observed clearly in the nu⁃
merical results are as follows：There is resonance speed of the system which is smaller than the critical instability speed. In the case
of the resonance speed，the frequency of gravity periodic change is close to the natural frequency of the system，and then the vibra⁃
tion amplitude of the beam increases with time. The larger ratio of diameter to length will be result in the smaller resonance speed.
When the ratio of diameter to length is 1，the resonance speed region is approximately from 2.20 to 2.36. If the speed is close to the
resonance speed region，the vibration amplitude of the flexible beam will become larger or smaller from time to time，resulting in
beat vibration phenomenon.

Key words: rotating internal flexible beam；rigid flexible coupling；instability；resonance
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