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异宿轨道破缺诱发的非轨道面绳系卫星混沌运动
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摘要 : 对非轨道面绳系卫星的研究揭示系统动力学特性、拓展应用维度，较对轨道面内系统的探究更有意义与价

值。本文研究绳系卫星面外滚转的混沌行为。基于不可拉压刚性杆模型，考虑卫星刚体和系绳的质量及几何特性，

引入大气阻尼、太阳光压对系统的面外摄动，导出无量纲动力学方程。利用Melnikov方法，解析得到受扰系统鞍点

附近因异宿轨道破缺诱发面外滚转混沌的必要条件。数值给出系统参数混沌域，分析轨道参数、结构参数等对其的

影响，并以具有混沌/概周期特性的面外滚转算例进行验证。
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引 言

空间绳系系统以其低能耗、可重构、易循环使用

等优势已成为当今航天领域探索的热门课题之一，其

在碎片捕获、返回舱再入、废弃物离轨、对地侦查、星

际探测等诸多方面的不断发展，更是使国内外广大学

者在其理论、实验、应用等方向投入大量精力［1⁃7］。

非轨道面绳系系统动力学研究是其由理论到实

际应用的重要环节，已有相关科研成果呈现。比如，

对于面内外运动耦合的空间电动力绳，Kojima等［8］

为了维持系统在倾斜轨道下的稳态运动，设计了一

套时滞反馈控制律，实现了对不规则振荡的有效抑

制。Ellis等［9］理论分析自旋绳系卫星时发现，微幅

面外振动不会对系统面内运动产生影响，且相对高

速的面内自旋会使面外运动更加稳定。Avanzini
等［10］对非轨道面、双金字塔型等绳系编队进行数值

研究，算例表明系统稳定性对系绳线密度、阻尼、刚

度等参数较为敏感。杨育伟等［11］利用摄动法解析得

到面外电动力绳系卫星的近似周期解，并通过 Poin⁃
caré映射判定该周期运动的稳定性。Paul等［12］基于

反馈线性化方法尝试对绳系卫星系统面内/面外振

荡进行控制，面内振荡得到有效抑制，面外振动控制

效果不理想。Yoon等［13］通过等效缩比地面实验，研

究空间系绳面外圆周运动，对系统振动频率等进行

讨论，实验与有限元计算结果一致。在空间碎片移

除应用背景下，Cui等［14］充分分析系绳缠绕等不稳

定因素，计算出初始面内/面外倾角的合理范围，以

保证电动力绳安全释放。

对于包括混沌在内的空间系绳非线性特性研

究，仍主要聚焦于系统面内运动。譬如，Nakanishi
等［15］基于哑铃模型研究轨道平面内两体绳系卫星，

数值结果表明，当轨道偏心率大于 0.3138时系统面

内俯仰运动会出现混沌现象，并通过将不同轨道下

面内运动轨迹投影于 van der Pol平面以展示系统概

周期、混沌特性。考虑主航天器刚体姿态，庞兆君

等［16］开展绳系航天器动力学地面等效实验，依据天⁃
地动力学相似原理，揭示在轨刚体混沌运动，同时提

出通过阻尼力矩对混沌进行抑制。采用离散珠点模

型，并计入热冲击、大气阻尼等环境摄动，Yu等［17］讨

论了由轨道偏心率变化引起的绳系卫星面内俯仰运

动分岔行为。Malashin等［18］用非线性偏微分方程构

建空间绳系系统模型，并基于该模型提出边界控制

问题，从而解析分析柔性系绳的横向/纵向非线性振

荡及抑制方法。Lim等［19］采用绝对节点坐标法数值

研究空间绳⁃网系统对轨道碎片的捕获过程，提出大

量关于柔性系绳缠绕、冲击等非线性问题。Aslanov
等［20］分析一类面内绳系拖曳系统，仿真结果显示，随

着系绳长度增加，面内俯仰角及刚体姿态角的平衡

位置皆会发生超临界叉型分岔。Liu等［21］探讨在地⁃
月引力场作用下含阻尼绳系系统的三体问题，算例

展示系统在 L1和 L2点附近存在概周期及混沌等运

动。针对电动力绳系航天器升轨技术，Li等［22］通过

模拟发现，无控状态下系绳长度、系统面内外运动皆
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为非周期振荡。Salazar等［23］以数值方式呈现状态

保持阶段面内外耦合（即四维状态空间）绳系卫星的

混沌运动，并基于 Kelvin⁃Talt⁃Chetayev定理设计拉

力控制器对混沌进行抑制。

可以看出，非轨道面绳系卫星的周期运动稳定

性及控制方法得到了大量关注，但对其混沌动力学

却鲜有涉及，而对面内系统的混沌特性也多局限于

数值讨论，理论研究不充分。本文致力于面外绳系

系统的混沌运动预测分析，具体讨论面内俯仰角保

持恒定仅做面外滚转的绳系卫星，揭示面外摄动引

起的混沌，并给出混沌发生的必要条件，最后通过数

值仿真进行验证。

1 非轨道面滚转绳系卫星模型

由主星M、子星 S及起连接作用的绝热系绳构

成的在轨绳系卫星系统，如图 1所示。主星与子星

皆为圆柱体，质量分别为 mM 和 mS。考虑到状态保

持阶段系绳始终处于紧绷状态，故将其简化为线密

度为 ρ t、长度为 l、直径为 d t的刚性杆，其两端延长线

与卫星圆柱体轴线重合。假设地球为均质球体，系

统质心 o位于距地高度为Ho的绕地圆周轨道，在轨

道平面 Π和非轨道平面 Σ，系统运动可分别以面内

俯仰角 θ和面外滚转角 ϕ表示。为讨论非轨道平面

系统滚转运动，施加与非轨道平面 Σ正交的控制力，

使系统保持恒定的面内俯仰角 θC。此外，以 ν表示

绕地真近点角，以 i表示轨道与赤道平面夹角。构

建固结于系统质心 o的轨道坐标系 o⁃xyz，其 x轴指

向系统运动方向，y轴正交于轨道平面，z轴指向地

球质心。

基于第二类 Lagrange方程建立系统动力学模

型。首先，系统质心绕地和其自身滚转而产生的动

能可分别表示为：

T t =
1
2 m̄R

2
o cos2 i ⋅ ν′2，

T r =
1
2 m͂l

2 [ ( ϕ′+ sin i sin θC ⋅ ν′)2 +

( cos i cos ϕ- sin i cos θC sin ϕ )2 ⋅ ν′2 ] （1）
式中 符号“ '”表示变量对时间 t求导，Ro表示系统

质心距地球质心的位置标量，m̄= mM + mS + m t和

m͂=[( 2mM + m t ) ( 2mS + m t ) ] ( 4m̄ )- m t 6 为 导 出

质量参数，m t = ρ t l为系绳质量。同时，以无穷远处

为势能零点，列出系统势能：

V=- μE m̄
Ro

+ μE m͂l 2

2R 3
o

( 1- 3 cos2θC cos2ϕ ) （2）

式中 μE表示地球引力参数。

选取面外滚转角 ϕ为广义坐标，将系统动能

T= T t + T r及以上势能表达式代入第二类拉氏方

程可得［24］：

m͂l 2ϕ″+ m͂l 2 ν′2 sin ϕ cos ϕ+
3μE m͂l 2

R 3
o

cos2θC sin ϕ cos ϕ= Qϕ （3）

式中 Qϕ表示与广义坐标 ϕ对应的广义力。另外，

图 1所示的真近点角 ν，其相比于时间 t能够更直观

地展示系统轨道历程，故以真近点角 ν作为无量纲

时间，用 L r表示参考长度，引入无量纲变换：

d( )
dt =

d( )
dν ⋅

dν
dt， ξ= l

L r
（4）

则系统动力学方程（3）可转化为以下无量纲

形式：

ϕ̈+(1+ 3 cos2θC ) sin ϕ cos ϕ=
Qϕ

m͂l 2 ( μE R 3
o )

（5）

式中 符号“⋅”表示变量对无量纲时间 ν求导。以上

动力学模型能够对具有恒定面内俯仰角的绳系卫星

滚转运动进行描述。

2 摄动激励

考察大气阻尼及太阳光压对系统面外滚转的摄

动作用，基于虚功原理和力矩表达式可得到它们引

起的摄动力矩，即与面外滚转角对应的广义力［25］：

Qϕ=∫
0

l dF ϕ
p，t ( s ) ⋅ δd ϕ ( s )

δϕ （6）

式中 dF ϕ
p，t ( s )为作用于系绳微元段 ds的面外摄动

力，而由虚面外滚转角 δϕ引起的微元段 ds的虚位移

表示为：

δd ϕ ( s )=(-sin θC sin ϕ ⋅ ex- cos ϕ ⋅ ey-
cos θC sin ϕ ⋅ e z ) ⋅ ( s- χl ) ⋅ δϕ （7）

式中 ex，ey和 e z分别表示与坐标轴 x，y和 z对应的

单位矢量；s表示一个度量由子星指向主星的局部长

图 1 面外滚转绳系卫星系统

Fig. 1 Tethered satellite system with out-of-plane roll motion

1330



第 6 期 余本嵩，等：异宿轨道破缺诱发的非轨道面绳系卫星混沌运动

度坐标，χ= (2mM + m t ) ( 2m̄ )为导出参数。

作用于卫星刚体和系绳微元段 ds的大气阻尼

力为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

F ϕ
d，M(S )=-

1
2 C d，M(S ) ρ a，M(S ) ||V ϕ

r V ϕ
r AM(S )cosϕ

dF ϕ
d，t ( s )=-

1
2 C d，t ρ a，t ||V ϕ

r V ϕ
r d t cosϕds

（8）

式中 C d，M(S )和 C d，t表示卫星刚体和系绳的大气阻

尼系数，ρ a，M(S )和 ρ a，t表示卫星刚体和系绳所处轨道

高度的大气密度，V ϕ
r 表示系统在面外方向相对于大

气的速度矢量，AM(S )表示卫星刚体的迎风面积。将

卫星刚体承受的大气阻尼力对系统质心取矩，而将

式（8）中的第 2式代入式（6），得到大气阻尼在广义

坐标 ϕ方向作用于主卫星刚体、子卫星刚体及系绳

的摄动力矩：

Qϕ
d，j=-kjC d，j ρ a，j A j lω 2ER 2

o sin2 i cos2ϕ ⋅
( cos 2ν+ 1 )， j=M，S，t （9）

式中 ωE为地球自旋角速度。

kj=
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

( χ- 1 ) 4，j=M
χ 4，j= S
( 2χ- 1 ) 8，j= t

（10）

因此，与之对应的由大气阻尼引起的广义力

Qϕ
d = Qϕ

d，M + Qϕ
d，S + Qϕ

d，t为：

Qϕ
d =- ∑

j=M，S，t
( kjC d，j ρ a，j A j ) ⋅

ω 2ER 2
o l sin2 i cos2ϕ ( cos 2ν+ 1 ) （11）

系统处于始终向阳的绕地轨道，则作用在卫星

刚体和系绳微元段 ds的太阳光压力表示为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

F ϕ
sr，M(S )=

IsAM(S )

v lc
cos β ⋅

{-[( 1+ C sr ) cos β+
2
3 C dr ] un +

(1- C sr ) sin βu t }

dF ϕ
sr，t =

Isd t
v lc
cos β ⋅

{-[( 1+ C sr ) cos β+
2
3 C dr ] un +

(1- C sr ) sin βu t } ds

（12）

式中 Is = 1372 W ⋅m-2表示太阳在地球表面的入

射辐射能流密度，v lc表示光速，β为太阳光线与系统

的夹角，C sr和 C dr表示系统表面的镜面反射和漫反

射系数，un和 u t表示系统表面法向和光线投影方向

的单位矢量。同样方法，可得到太阳光压力在广义

坐标 ϕ方向作用于主卫星刚体、子卫星刚体及系绳

的摄动力矩：

Qϕ
sr，j=-2kj Aj l

Is
v lc
cos β ⋅

{-[( 1+ C sr ) cos β+
2
3 C dr ] cos3ϕ cos ν+

(1- C sr ) sin β sin ϕ cos2ϕ }，
j=M，S，t （13）

故 相 应 的 由 太 阳 光 压 引 起 的 广 义 力 Qϕ
sr =

Qϕ
sr，M + Qϕ

sr，S + Qϕ
sr，t为：

Qϕ
sr =- ∑

j=M，S，t
( kj Aj ) ⋅

2Is l cos β
v lc

⋅

{-[( 1+ C sr ) cos β+
2
3 C dr ] cos3ϕ cos ν+

(1- C sr ) sin β sin ϕ cos2ϕ } （14）
将式（11）和（14）代入广义力表达式 Qϕ= Qϕ

d +
Qϕ
sr，则系统无量纲动力学方程（5）可改写为：

ϕ̈+ α2 sin ϕ cos ϕ=
γ cos2ϕ ( cos 2ν+ 1 )+
κ1 cos3ϕ cos ν+ κ2 sin ϕ cos2ϕ （15）

式中

α2 = 1+ 3 cos2θC，

γ =-( χ- 1 )C d，M ρ a，MAMω 2ER 5
o sin2 i

4μE m͂l
-

χC d，S ρ a，SA Sω 2ER 5
o sin2 i

4μE m͂l
-

(2χ- 1 )C d，t ρ a，td t lω 2ER 5
o sin2 i

8μE m͂l
，

κ =- Is ( χ- 1 )AMR 3
o cos β

2m͂μE v lc l
-

Is [ 2χA S +( 2χ- 1 )d t l ] R 3
o cos β

4m͂μE v lc l
，

κ1 = κ é
ë
êêêê-(1+ C sr ) cos β-

2
3 C dr

ù
û
úúúú，

κ2 = κ ( 1- C sr ) sin β （16）
至此，完成了空间环境摄动激励下非轨道面滚

转绳系卫星系统模型的构建。显然，这是一个非自

治的单自由度非线性系统。

3 混沌的必要条件

设 向 量 ϕ=[ ϕ 1 ϕ 2 ]T =[ ϕ ϕ̇ ]T，则 系 统 无

量纲动力学方程（15）可改写为以下状态方程形式：

ϕ̈= f (ϕ )+ g (ϕ，ν ) （17）
其中向量场和摄动项的具体表达式为：

f (ϕ )=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úϕ 2

-α2 sin ϕ 1 cos ϕ 1
，

g (ϕ，ν )=
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú0
γ cos2ϕ1 ( cos 2ν+ 1 )+

κ1 cos3ϕ1 cos ν+ κ2 cos2ϕ1 sin ϕ 1
（18）

不难看出，摄动项 g (ϕ，ν )的周期为 2π，即有

g (ϕ，ν )= g (ϕ，ν+ 2π )。值得注意的是，当系统不

考虑摄动激励，即 g (ϕ，ν )= 0时，其为一个 Hamil⁃
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ton系统，能够计算出系统存在鞍点 (∓π 2，0 )和异

宿轨道：

ϕ 0 ( ν )=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úϕ10 ( ν )

ϕ20 ( ν )
=
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

±arcsin tanh ( αν )
±αsech ( αν )

（19）

将以上异宿轨线代入以下Melnikov函数：

M ( ν0 )=∫
-∞

+∞

f (ϕ 0 ( ν )，ν+ ν0 ) ∧ g (ϕ 0 ( ν )，ν+ ν0 ) dν

（20）
有

M ( ν0 )= ∫
-∞

+∞

ϕ20 ( ν ) [ γ cos2ϕ10 ( ν ) cos 2( ν+ ν0 )+

γ cos2ϕ10 ( ν ) + κ1 cos3ϕ10 ( ν ) cos ( ν+ ν0 ) +
κ2 cos2ϕ10 ( ν ) sin ϕ 10 ( ν ) ] dν=

±αγ∫
-∞

+∞

sech3 ( αν ) cos ( 2ν ) dν ⋅ cos ( 2ν0 )∓

αγ∫
-∞

+∞

sech3 ( αν ) sin ( 2ν ) dν ⋅ sin ( 2ν0 )±

αγ∫
-∞

+∞

sech3 ( αν ) dν±

ακ1∫
-∞

+∞

sech4 ( αν ) cos νdν ⋅ cos ν0 ∓

ακ1∫
-∞

+∞

sech4 ( αν ) sin νdν ⋅ sin ν0 ±

ακ2∫
-∞

+∞

sech3 ( αν ) tanh ( αν ) dν=

±[ π( 4+ α2 ) γ
2α2 cosh ( π α )

cos ( 2ν0 )- 0+
πγ
2 +

π(1+ 4α2 ) κ1
6α3 sinh ( π 2α )

cos ν0 - 0+ 0 ] （21）

易见，在周期时间内 ν0 ∈ [0，2π]，若系统满足

条件：

|

|
|
||
| γ
2
|

|
|
||
|<

|

|

|
||
| ( 4+ α2 ) γ
2α2 cosh ( π α )

|

|

|
||
|+

|

|

|
||
| ( 1+ 4α2 ) κ1
6α3 sinh ( π 2α )

|

|

|
||
|
（22）

则Melnikov函数存在简单零点。此必要条件意味

着在充分小摄动下，因系统异宿轨道（19）破缺导致

稳定流形与不稳定流形在鞍点附近横截相交，这可

能诱发 Smale马蹄意义下的混沌运动。

4 数值算例

取以下参数对绳系卫星面外滚转运动进行数值

仿真，以揭示系统混沌动力学特性。主星和子星刚

体质量分别为 mΜ = 50 kg和 mS = 50 kg，系绳线密

度 、长 度 和 直 径 分 别 为 ρ t = 5× 10-3 kg/m，l=
1 km和 d t = 0.5× 10-3 m。设卫星刚体与系绳的

大气阻尼系数皆为 C d，M(S )( t ) = 2.2，主星和子星刚体

的迎风面积分别为 AM = 1.0 m2 和 A S = 0.3 m2，系

统表面的镜面反射系数和漫反射系数分别为 C sr =
0.8和 C dr = 0.2。

基于解析的混沌判别式（22），对恒定面内俯仰

角 、轨 道 倾 角 、轨 道 高 度 构 成 的 有 限 域 内 参 数

( θC，i，Ho )依次取值计算，分析系统是否可能发生混

沌，得到如图 2（a）所示混沌域，只要参数在此域内，

系 统 将 可 能 发 生 混 沌 。 选 取 截 面 Γ 1=
{( θC，i，Ho ) | θC= 0 }和 Γ 2={( θC，i，Ho ) | θC= 3π 8 }，
揭示恒定面内俯仰角 θC对混沌域的影响，如图 2（b）
所示，可以看出面内俯仰角越大混沌域越小。选取

截 面 Γ 3 = {( θC，i，Ho ) | i= π 8 }和 Γ 4 = {( θC，i，Ho ) |
i= 3π 8 }，图 2（c）呈现了轨道倾角 i对混沌域的影

响，混沌域随轨道倾角增大而缩小。同样，图 2（d）
为轨道高度Ho对混沌域的作用，随着质心轨道升高

混沌域将变大。

进一步，以子星质量、大气阻尼系数、漫反射系

数为例，研究系统结构参数、大气阻尼、太阳光压对

混沌域的影响。基于初始设定参数，分别将子星质

量 改 设 为 mS = 40 kg、大 气 阻 尼 系 数 改 设 为

C d，M(S )( t ) = 1.0、漫反射系数改设为 C dr = 0.6，能够看

出图 3（a），（b），（c）与图 2（a）所示混沌域存在差异。

可以发现，混沌域对子星质量极为敏感，大气阻尼、

太阳光压对混沌域的影响也不可忽略，这些参数对

绳系卫星的动力学设计至关重要。

令系统的恒定面内俯仰角、轨道倾角和轨道高

度分别为 θC = π 4，i= π 8和 Ho= 350 km，进行动

力学模拟。可计算出当前系统参数位于混沌域内，

即 满 足 混 沌 判 别 式（22），有 | γ 2 |= 1.1321×
10-6< 2.8554× 10-6。绳系卫星系统的非轨道面滚

转运动数值结果如图 4所示。图 4（a）表示系统面外

滚转角的时间历程，可以清楚地看到滚转角呈现非

周期变化，故这必然是一个不规则运动。图 4（b）为

滚转运动的 Poincaré截面，能够观测到在不稳定鞍

点附近有大量的横截异宿点存在，这是异宿轨道破

缺所致，极易导致混沌发生。图 4（c）为系统的功率

谱密度，其在 (0，0.2 Hz)范围内存在密集的功率谱

（这意味系统遍历无穷多个不稳定周期轨道），这是

混沌运动的重要特征。图 4（d）为系统的最大 Ly⁃
apunov指数，其随无量纲时间变化且始终大于 0。
综合以上结果可以判断，当前系统的面外滚转运动

具有非常明显的混沌动力学特性。

作为对比算例，将系统质心的轨道高度改设为

Ho= 250 km，其他参数保持不变，则系统参数不再

满足混沌判别式（22），即 | γ 2 |= 9.1034× 10-6>
6.4413× 10-6。此时，系统的滚转动力学行为如图 5
所示。从图 5（a）可以发现，面外滚转角变化看似具

有一定周期性，而图 5（b）中 Poincaré截面上的闭轨

线则表明此滚转运动具有概周期特性。在图 5（c）
和 5（d）中，功率谱密度的几个孤立尖峰（这意味系
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统存在固有频率比为无理数的几个不稳定周期运

动）和系统最大 Lyapunov指数最终趋于 0，进一步说

明系统做概周期运动。在此算例中，混沌现象没有

出现，这与混沌判别式（22）的判定结果一致。

图 2 参数 ( θC，i，Ho )的混沌域

Fig. 2 Chaotic domain governed by parameters ( θC，i，Ho )

图 3 系统参数对混沌域的影响

Fig. 3 Effect of system parameters on chaotic domain
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5 结 论

本文通过正交方向抑制面内俯仰角以保持绳系

卫星面内俯仰角恒定，研究环境激励下系统面外滚

转非线性特性。基于Melnikov方法，判定稳定流形

与不稳定流形在鞍点附近是否可能横截相交，推导

出系统面外滚转的混沌判别式。获得具有动力学指

导意义的参数混沌域，其对子星质量等系统参数具

有敏感性，并在域内外分别发现混沌、概周期现象。
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Out-of-plane chaotic motions of a tethered satellite induced by
heteroclinic orbits breaking

YU Ben-song，TANG Yu-ning
（State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，
Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 210016，China）

Abstract: In comparison with an in-plane tethered satellite system，it is more valuable to investigate an out-of-plane system. Dy⁃
namic characteristics and various applications of the system with roll motions have been concentrated. This paper studies out-of-
plane chaotic behaviors of the tethered satellite. Based on a rigid rod model，both the masses and geometric properties of the satel⁃
lite rigid bodies and tether are considered. Atmospheric drag and solar pressure in the direction of the roll angle are introduced.
Then a dimensionless dynamic equation is deduced. A necessary condition for out-of-plane chaos induced by heteroclinic orbits
breaking near saddle points of the perturbed system is analytically acquired using the Melnikov function. A chaotic domain concern⁃
ing system parameters is calculated. The effects of orbital and structural parameters on the domain are analyzed. Numerical cases re⁃
garding out-of-plane roll motions with chaotic/ quasi-periodic characteristics demonstrate the proposed criterion.

Key words: nonlinear vibration；tethered satellite；out-of-plane roll motion；heteroclinic orbits breaking；Melnikov method
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