
第 35 卷第 6 期

2022 年 12 月

振 动 工 程 学 报
Journal of Vibration Engineering

Vol. 35 No. 6
Dec. 2022

复分析Hilbert变换计算理论及非线性检测准则
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摘要 : 在众多非线性检测方法中，基于 Hilbert变换的方法理论明确可靠，且有完成非线性识别后续全部流程的能

力，因此受到广泛关注。但是，若通过数值积分方法直接计算 Hilbert变换，将引入明显的截断误差，进而影响基于

Hilbert变换的非线性检测，以及后续进行的非线性描述、参数识别的结果。结合复分析计算理论和有理逼近理论进

行的Hilbert变换运算可有效避免截断误差，因此本文提出利用留数理论推导复分析Hilbert变换的计算理论，在原

方法基础上补充讨论了实轴存在极点这一特殊情况；同时，重新推导了基于Hilbert变换的非线性检测方法，并澄清

了其在Hilbert变换定义上的误用；最后通过建立新的推导格式，使复分析Hilbert变换计算理论与Hilbert变换非线

性检测方法协调统一，定义了新的Hilbert变换非线性检测准则。数值算例和试验研究涵盖了单自由度和多自由度

系统，线性和非线性情况，连续和不连续非线性类型，充分证明了本文发展的复分析 Hilbert变换计算理论的准确

性，以及本文定义的Hilbert变换非线性检测准则的可靠性。
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引 言

工程结构广泛存在非线性，非线性识别是解决

工程结构非线性问题的重要手段。目前，非线性识

别的技术框架已经建立［1⁃2］，检测、描述、量化的识别

流程基本得到了学术界认可［3⁃6］。非线性识别的第

一步——非线性检测决定了后续工作的走向，因此

十分关键。如果工程结构被检测出非线性，继续应

用传统线性理论和方法便不再合理，应采用非线性

理论和方法进行分析研究。此外，由于损伤会在某

种程度上导致结构呈现非线性特征，因此非线性检

测方法也可被应用于损伤识别［7⁃11］。

非线性检测是非线性识别较早发展的内容。判

断结构时程响应和频响函数是否具备线性性质自然

地成为了非线性检测的基本方法。依据工程经验，

直接观察时程响应曲线、频响函数、Nyquist图等的

形状是否产生某种畸变，是非线性检测最简便的方

法；其他简便方法如：通过判断在线性结构中时程响

应应具备的叠加原理，频响函数应具备的互异性、齐

次性法则等是否满足，也可实现非线性检测。实际

上，这些简单方法也是线性结构模态分析用于检验

试验数据采集质量的常用手段［12］。然而上述简单方

法在理论上不够严谨，其实际应用的可靠性也难以

保证［1，13］。因此有学者提出了诸多新方法［14］：包括相

干函数法、Hilbert变换法、三阶自相关函数法、高阶

频响函数法等，它们具备更强的非线性检测能力。

其中，Hilbert变换法通过检验频响函数进行 Hilbert
变换前后是否相等来判断非线性是否存在，其数学

推导过程严谨，结果可靠；而且，进一步应用 Hilbert
变换还能够实现非线性的描述和量化，因此得到了

广泛关注［15⁃18］。

Hilbert变换也是数学界长期关注的问题，但相

关研究主要集中在解析求解理论［19］。在进行非线性

检测等实际应用时，测试结构的频响函数表达式多

为未知，因此需对Hilbert变换进行数值计算，从而不

可避免地引入了截断误差。针对这一问题，一些学

者提出了一系列截断误差补偿方法，但是这些方法

不仅理论复杂程度远超Hilbert变换非线性检测方法

本身，而且一些方法需借助模态分析理论的机理，应

用于非线性结构也不甚合理［13］。文献［1］和［13］引入

了一种近似解析方法，它结合了复分析理论和有理

逼近理论，有效地解决了 Hilbert变换数值计算截断

误差问题；其有理逼近过程理论上可达到任意精度，

因此也被称为无截断误差的Hilbert变换方法。这种

方法虽然具有较深奥的数学理论背景，但借助Mat⁃
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lab等数学计算软件，其实践过程实际上十分简单、明

确。令人遗憾地是，国内外学者对此方法似乎仍较

为陌生，相关研究和工程应用不仅在国内极为罕见，

国外主流研究组近期成果也没有应用此方法，而是

对 Hilbert变换截断误差选择了忽略［18］。究其原因，

现有的主要参考文献对该方法的介绍有一些模糊之

处，这对研究人员的理解和实践可能会造成一定阻

碍。本文重新梳理 Hilbert变换复分析计算方法和

Hilbert变换非线性检测方法的数学推导过程，提出

通过留数理论补充考虑实轴存在极点的特殊情况，

并定义了新的 Hilbert变换非线性检测准则，真正意

义上实现两套理论的协调统一，使该方法理论推导

更为严谨，体系更为完整，且便于理解和应用，通过

数值算例和试验研究验证了该方法的优越性。

1 理论推导

1. 1 Hilbert变换的数学定义及其复分析计算理论

函数 f ( x) 的Hilbert变换的数学定义为［19］：

H ( f ( x) ) = 1
π PV ∫-∞

+∞ f ( )y
x- y

dy （1）

式中 H表示Hilbert变换算子；PV表示Cauchy主值。

由上式可知，与 Fourier变换、Laplace变换不

同，Hilbert变换是在同一域内进行的积分变换，其

核函数为［19］：

k ( x，y) = 1
π ( )x- y

（2）

根据式（1）的定义，Hilbert变换的计算可归结

为反常积分的计算问题，复分析理论是解决此类问

题的有效工具［20⁃23］。根据留数定理：设函数 f ( x)在
闭区域D的边界 Γ上连续，在这区域的内部，除了有

限多个奇点 a1，a2，⋯，an外，处处都解析。那么，如

果 Γ按正方向（逆时针）绕行，则有［20］：

∮
Γ
f ( x) dx= 2πi∑

k= 1

n

resf ( )ak （3）

式中 resf ( ak)表示函数 f ( x)在一个奇点 ak 处的

留数，它是函数 f ( x)在点 ak临域内 Laurent级数展

开式的-1次幂项的系数。

特别地，若此奇点为一阶极点，则函数在此极点

的留数为［23］：

res ( f ( x) ，ak) = lim
x→ ak

( x- ak) f ( x) （4）

因此，若在复平面补充一段圆弧，则可将式（1）
中无限区间的直线积分转化为闭曲线积分，从而可

由留数理论求解。不失一般性，考虑上半平面（用

“+”脚标表示），若奇点均位于由圆弧 ρ和坐标轴

（-R，R）直线构成的正方向（逆时针）闭曲线 Γ的

内 部 ，如 图 1（a）所 示 ，则 此 新 的 路 径 积 分 可 表

示为：

lim
R→∞ ∫-R

R f ( )y
x- y

dy+ lim
R→∞ ∮R

f ( )y
x- y

dy=

2πi∑
k= 1

n

res+k （5）

式（5）等号左端第一项即为式（1）中无限区间反

常积分的 Cauchy主值［21］，是 Hilbert变换计算的主

体；第二项根据 Jordan引理可证明为零［22］。假定在

闭区域内部有 n个奇点，则式（5）右端项中的 res+k即
为Hilbert变换被积函数整体在上半平面内奇点 k处
的留数。将式（5）代入式（1）得到奇点位于闭区域内

部时的Hilbert变换表达式：

H ( f ( x) ) = 1
π × 2πi∑k= 1

n

res+k= 2i∑
k= 1

n

res+k（6）

应当注意，上述留数定理的运用需满足一个前

提条件，即要求函数 f ( x)在闭区域D的边界 Γ上连

续。因此，按照上述积分路径，如果实轴上存在奇点

（用“0”脚标表示），则无法直接应用式（3）的留数定

理计算 Hilbert变换，这也是留数定理本身的一种特

殊情况。这种情况的处理办法与奇点位于区域内部

类似，即在该奇点临域补充一段半径为 r的圆弧路

径，如图 1（b）所示。按照此新的积分路径，闭区域

内部奇点仍可利用式（3）的留数定理，则有：

lim
R→∞
r→ 0

∫
-R

u- r f ( )y
x- y

dy+ lim
r→ 0 ∮ u- r

f ( )y
x- y

dy+

lim
R→∞
r→ 0

∫
u+ r

R f ( )y
x- y

dy= 2πi∑
k= 1

n

res+k （7）

上式等号左端第一项和第三项的直线积分为

Hilbert变换求解目标；如果实轴上的奇点为一阶极

点，则第二项曲线积分部分根据小圆弧引理计算［21］，

且此积分路径下，小圆弧部分为负方向（顺时针）绕

行，可得：

lim
r→ 0 ∮ u- r

f ( )y
x- y

dy=-πi∑
s= 1

m

res0s （8）

上式右端项中的 res0s 即为 Hilbert变换被积函

数整体在实轴奇点 s处的留数。因此，将式（8）代入

式（7）并移到等式右端，得到闭区域内部和实轴上均

含有奇点，且实轴上的奇点为一阶极点的情况下，

Hilbert变换表达式为：

H ( f ( x) ) = 1
π × (2πi∑

k= 1

n

res+k+ πi∑
s= 1

m

res0s) =
2i∑

k= 1

n

res+k+ i∑
s= 1

m

res0s （9）

考虑下半平面（用“-”脚标表示）推导过程类
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似。若保持直线部分积分路径方向不变，则补充圆

弧路径后的闭曲线积分路径为负方向（顺时针），处

理实轴极点时添加的小圆弧路径为正方向（逆时

针）。因此，下半平面Hilbert变换表达式为：

H ( f ( x) ) = 1
π × ( - 2πi∑

k= 1

n

res-k- πi∑
s= 1

m

res0s) =
-2i∑

k= 1

n

res-k- i∑
s= 1

m

res0s （10）

综上，Hilbert变换的计算实际上就是留数的计

算，由函数 f ( x)奇点的类型决定。以上讨论未指定

Hilbert变换函数 f ( x)的具体形式，下文将应用上述

结论具体讨论对频响函数的 Hilbert变换。另外，未

展开讨论有关函数奇点类型的内容，因为其具体应

用于频响函数时并不涉及；由于使用了零极点形式，

Hilbert变换被积函数的奇点自然地均为一阶极点，

则满足应用小圆弧引理的前提条件，式（9）和（10）必

然成立，且留数的计算也比较简单。

1. 2 频响函数Hilbert变换的近似解析计算方法

有理分式逼近具备诸多优良性质，能够解决非

线性、高阶、分数阶等复杂函数的逼近问题，相比于

多项式逼近具备精度优势［24］。根据逼近理论，任何

函数都可以近似为某阶有理分式。因此假定非线性

结构的频响函数H (ω)可表示为有理分式并改写为

部分分式的形式，即［13］：

H (ω) = A ( )ω
B ( )ω =∑

j= 1

N Cj

ω- pj
（11）

式中 ω，Cj和pj分别代表频率、零点（在模态分析

理论中为留数）和极点。

由于 Hilbert变换是线性积分变换，则频响函数

的 Hilbert变换就可以转化为单极点函数的 Hilbert
变换的和的形式，代入式（1）可得：

H (H (ω) ) =∑
j= 1

N

H ( )Cj

ω- pj
=

∑
j= 1

N 1
π PV ∫-∞

+∞

Cj

Ω- pj
ω- Ω

dΩ （12）

此处为了便于理解，传达出 Hilbert变换是在同

一域内进行积分变换的内涵，将式（1）中变换函数的

自变量 x写为频率 ω，将式（2）积分变换核函数中的

自变量 y写为同样常用于表达频率物理意义的符号

Ω。这种零极点形式的频响函数有助于Hilbert变换

的 计 算 ，因 为 此 时 Hilbert 变 换 被 积 函 数 有 极 点

pj，ω为积分变换自由变量且必然不等于 pj，否则频

响函数部分分式没有意义。因此极点 pj 为一阶极

点，根据式（4）留数的计算方法为：

lim
Ω→ pj

(Ω- pj)
Cj

Ω- pj
ω- Ω

= Cj

ω- pj
（13）

事实上，即使极点为重极点也有上述类似结

论［13］。式（13）暂未指定极点的位置，极点位置一旦

明确，即可相应地运用式（6），（9）或（10）进行 Hil⁃
bert变换的计算。

运用Matlab等数学计算软件进行频响函数有

理逼近和零极点分解运算时，在上、下半平面和实轴

可能同时存在极点。上半平面和实轴的极点使用式

（9）；下半平面和实轴的极点使用式（10），两者均可

计 算 频 响 函 数 的 Hilbert 变 换 ，本 文 取 两 者 的 平

均值：

H (H (ω) ) = 1
2 × (2i ∑k1 = 1n+

res+k1 + i∑
s= 1

m

res0s-

2i ∑
k2 = 1

n-

res-k2 )-i∑
s= 1

m

res0s （14）

可见，位于实轴的极点部分将在最终的计算公

式中抵消。但是，作为计算方法的一部分，有必要加

以说明，否则实轴极点该如何操作将成为本方法的

一个模糊之处，导致理论理解和实际应用产生阻碍，

现有主要参考文献均未进行上述详细讨论［1，13］。将

式（13）代入式（14）可得到：

H (H (ω) ) = i (∑l1 = 1N+ C+ l1
ω- p+ l1

-∑
l2 = 1

N- C- l2
ω- p- l2 ) （15）

由上式可知，用于计算 Hilbert变换的两个留数

求和项，实际上就是零极点形式频响函数极点分别

位于上、下半平面的两个部分。因此，频响函数Hil⁃
bert变换的近似解析计算方法最终表达为：

H (H (ω) ) = i (H+(ω) - H-(ω) ) （16）

图 1 复平面闭曲线积分路径

Fig. 1 Closed integral path in the complex plane

1338



第 6 期 张 皓，等：复分析Hilbert变换计算理论及非线性检测准则

H+(ω) 表示极点位于上半平面部分的频响函数，

H-(ω)表示极点位于下半平面部分的频响函数。这

种方法以近似解析的方式，避免运用梯形公式等数

值积分方法计算式（1）中反常积分带来的截断误差，

且其推导过程严谨，运算方式十分简单、明确。实际

上不只是频响函数，其他能够合理运用有理逼近并

进行零极点分解的函数均能推导类似运算方法。站

在 Riemann⁃Hilbert问题这样更为宏大的数学物理

视角下，Hilbert变换的复分析计算方法甚至还有更

大的潜力值得开发［25］。

1. 3 基于复分析计算理论的 Hilbert变换非线性

检测方法

假设线性结构的脉冲响应函数为因果信号

h ( t )，可进行奇偶分解表示为［16］：

h ( t ) = h ( t )
偶
+ h ( t )

奇
（17）

式中 h ( t )
偶
为偶信号，h ( t )

奇
为奇信号，它们可通

过符号函数 ε ( t )建立起如下关系：

h ( t )
偶
= h ( t )

奇
× ε ( t ) ，

h ( )t
奇
= h ( )t

偶
× ε ( )t （18）

其中符号函数 ε ( t )为：

ε ( t ) =
ì
í

î

ïïïï

ïïïï

1， t> 0
0， t= 0
-1， t< 0

（19）

对式（17）两端做 Fourier变换，用符号 F表示，

得到变换后的频响函数H (ω)的实部和虚部分别与

偶信号和奇信号的 Fourier变换对应，即：

Re (H (ω) ) = F ( h ( t ) 偶 ) ，
iIm (H (ω) ) = F ( h ( t ) 奇 ) （20）

将式（18）代入式（20），根据 Fourier变换的运算

法则，得到如下关系：

Re (H (ω) ) = iIm (H (ω) ) * ( - i
πω ) ，

iIm (H (ω) ) =Re (H (ω) ) * ( - i
πω ) （21）

式中 “*”表示卷积运算，由下式定义：

X (ω) *Y (ω) =∫
-∞

+∞

X (Ω ) Y (ω- Ω ) dΩ（22）

因此，对式（21）进行卷积运算，得到：

Re (H (ω) ) = 1
π ∫-∞

+∞ Im ( )H ( )ω
ω- Ω

dΩ，

iIm (H (ω) ) = 1
π ∫-∞

+∞-iRe ( )H ( )ω
ω- Ω

dΩ （23）

上两式直接相加，则在重新组合成 H (ω)的同

时，有如下关系：

H (ω) =- 1π ∫-∞
+∞ iH ( )ω
ω- Ω

dΩ （24）

令G (ω) = iH (ω)，代入式（16）和（24）得到：

H (ω) =-H (G (ω) ) =-i (G+(ω) - G-(ω) )
（25）

上式两端同时乘以复单位 i，可得到最终表达

式为：

G (ω) = G+(ω) - G-(ω) （26）
式（16），（24）~（26）的表达式是一种新的非线

性检测理论推导格式，从而形成了式（26）新的非线

性检测判据。由于现有运用 Hilbert变换非线性检

测方法的文献［1，13］未使用复分析理论，即仅在实轴讨

论式（24）中的积分，则可提取复单位 i得到另一种

Hilbert变换的“定义”［13］：

H (ω) = 1
πi ∫-∞

+∞ H ( )ω
ω- Ω

dΩ （27）

如果同样使用Hilbert变换符号H来表达，则将

此非线性检测准则表述为［16，26］：

ì
í
î

ïï

ïïïï

线性：H ( )ω =H ( )H ( )ω
非线性：H ( )ω ≠H ( )H ( )ω

（28）

然而，严格地讲，式（27）虽然形式上与式（1）的

Hilbert变换定义很相近，但在数学上式（27）称为

Cauchy变换，它与 Hilbert变换并无等效关系［27］；而

且按照式（27）推导非线性检测方法实际上并未直接

应用 Hilbert变换，因此称其为“Hilbert变换非线性

检测方法”在表面上和实质上都不够严谨。而经过

本文的推导，有机结合 Hilbert变换复分析计算理

论，才真正意义上使其“名副其实”。现将基于复分

析计算理论的 Hilbert变换非线性检测准则表达

如下：

ì
í
î

ïï
ïï

线性：G ( )ω = G+( )ω - G-( )ω
非线性：G ( )ω ≠ G+( )ω - G-( )ω

（29）

值得注意地是，Matlab（R2020b）信号处理工具

箱的自带函数Hilbert实际上计算的是实信号对应的

解析信号，而不是其Hilbert变换，此函数命名的误导

性已经在Matlab官方论坛引起了国内外使用者的讨

论。应用此函数针对频响函数进行 Hilbert变换时，

即使是线性结构变换前后也不能做到完全一致［26］。

另外，运用上述结论进行非线性检测，实际上隐

含了非线性频响函数H (ω)的脉冲响应函数 h ( t )为
非因果信号这一假定。可以推断，若有非线性结构

不满足此假定，则此非线性检测方法失效［1］。但目

前尚未见相关反例的报告。非线性问题的复杂性决

定了建立具有普适意义方法的难度，此假定是否成

立应并不影响此非线性检测方法的价值。
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2 数值算例

2. 1 算例一

首先给出一个数值积分方法直接计算 Hilbert
变换产生截断误差的典型例子。单自由度线性系统

频响函数［13］：

H (ω) = 1
-ω2 + 20iω+ 104 x

（30）

其 频 率 范 围 为 9~23 Hz，频 率 分 辨 率 为 0.1
Hz。运用数值积分方法计算其 Hilbert变换，变换

前后的 Bode图对比如图 2所示，图中呈现出了明

显的截断误差，按照现有式（28）的非线性检测准

则，应判断为非线性情况，结论错误。针对同一个

频响函数，如果运用复分析计算理论以及本文定义

的非线性检测准则，结果极为准确地满足式（29）中

规定的线性情况，如图 3所示。

2. 2 算例二

考虑单自由度非线性系统，在上述线性系统的

基础上添加立方刚度项构造 Duffing振子，并在正弦

扫频激励条件下得到频响函数，即使用一阶谐波平

衡意义下的非线性频响函数［13］：

H (ω) = 1

104+ 3
4 × 5× 10

9- ω2 + 20iω
（31）

其频率范围与上例一致。将此频响函数运用于

复分析 Hilbert变换算法，并进行非线性检测，结果

如图 4所示，可见其与在线性系统中的使用效果不

同，两曲线间差异明显，根据式（29）的准则可判断存

在非线性。

以上两个例子表明，数值积分计算的 Hilbert变
换，由于截断误差的存在，使用式（28）的非线性检测

准则无法得到可靠结果；而通过复分析理论计算的

Hilbert变换，克服了截断误差且相当精确，因此使

用式（29）的非线性检测准则能够给出可靠的结果。

2. 3 算例三

进一步考察更复杂的情况。考虑同时存在非线

性刚度和非线性阻尼的系统［28］：

mẍ+ cẋ+ kx+ cnl| ẋ | ẋ+ knl x3 = F （32）
式中 m，c和 k分别为派生线性系统的质量、阻尼和

刚度系数；cnl和 knl分别为二次阻尼和三次刚度系数。

各参数取值如表 1所示。

图 2 线性系统数值积分Hilbert变换非线性检测

Fig. 2 Nonlinear detection results based on numerical
integrated Hilbert transform for a linear system

图 3 线性系统复分析Hilbert变换非线性检测

Fig. 3 Nonlinear detection results based on complex
analyzed Hilbert transform for a linear system

图 4 Duffing系统复分析Hilbert变换非线性检测

Fig. 4 Nonlinear detection results based on complex
analyzed Hilbert transform for the Duffing system

表 1 组合非线性系统的系统参数

Tab. 1 System parameters of combined nonlinear systems

m/
kg
1.5

c/
(N∙s∙m-1)
0.8

k/
(N∙m-1)
6×103

cnl/
(N∙s2∙m-2)

8

knl/
(N∙m-3)
7×106
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在正弦扫频激励作用下，频响函数复分析 Hil⁃
bert变换前后对比如图 5所示，两曲线间的差异根据

式（29）的准则可判断存在非线性。本例验证了复分

析 Hilbert变换非线性检测方法在组合类型非线性

系统中的适用性。

2. 4 算例四

实际上，上述正弦扫频激励条件得到的非线性

频响函数能够产生如“跳跃”现象等较为生动的非线

性特征，从而直接实现非线性检测。但是正弦扫频

激励不易控制且测试效率较低，因此实际提取频响

函数时，随机激励的方式更为常用。下面考虑多自

由度非线性系统随机激励下的频响函数。三自由度

质量⁃弹簧非线性系统，其派生线性系统的系统矩阵

质量M，刚度K，阻尼 C分别为［29］：

M=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú1 0 0
0 1 0
0 0 1

，

C=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú10 -10 0
-10 20 -1
0 -10 20

0 ，

K=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú1 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2

× 105 （33）

在系统二、三自由度之间存在二次和三次刚度

非线性，其非线性恢复力表达为［29］：

fnl23 =-8× 106× ( x2 - x3) 2 +
5× 108× ( )x2 - x3

3
（34）

式中 x2，x3分别表示第二、三自由度的位移。

激励为作用于第一自由度处的高斯随机激励。

当随机激励幅值取为 500 N时，频响函数呈现出较

为明显的非线性特征。以第二自由度响应的频响函

数H21为例，与其派生线性系统相应频响函数的对比

如图 6所示。此时应用本文定义的非线性检测准

则，其效果是可预见的，如图 7所示，可根据式（29）
判断存在非线性。

但当激励幅值较小时，由随机激励得到的频响

函数非线性特征将不再明显，此时甚至可近似作为

线性情况处理。但是若运用复分析Hilbert变换非线

性检测方法，仍能够检测出非线性的存在。令激励

幅值减小为 50 N，仍以H21为例，与派生线性频响函

数对比如图 8所示，可见两者十分接近，仅通过频响

函数曲线无法进行可靠的非线性检测。运用复分析

理论Hilbert变换进行非线性检测的结果如图 9所示，

曲线之间显示出的差异可判断存在非线性。因此通

过以上多自由度算例可验证，本文定义的 Hilbert变
换非线性检测方法不仅能够应用于多自由度非线性

系统，而且相比于直接观察频响函数图的畸变，是一

种对非线性更敏感的方法，其结果更为准确可靠。

图 5 组合非线性系统的复分析Hilbert非线性检测

Fig. 5 Nonlinear detection results based on complex
analyzed Hilbert transform for the system with
combined nonlinear system

图 6 500 N激励水平的非线性与派生线性频响函数

Fig. 6 Nonlinear and underlying linear FRF under 500 N level

图 7 500 N激励水平复分析Hilbert变换非线性检测

Fig. 7 Nonlinear detection results based on complex
analyzed Hilbert transform under 500 N level
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通过对线性、非线性系统，单、多自由度系统，简

谐、随机激励和高、低幅度激励等情况数值算例的综

合讨论，验证了基于复分析计算理论的 Hilbert变换

算法的准确性，以及复分析 Hilbert变换非线性检测

准则的可靠性。Hilbert变换非线性检测是基于频

响函数的方法，因此如果非线性无法反映到频响函

数上，则会影响方法检测效果。

3 试验验证

下面通过美国 Los Alamos国家实验室设计的

三层剪切型框架结构试验，如图 10所示，验证复分

析 Hilbert变换非线性检测准则在不连续型非线性

刚 度 结 构 的 应 用 效 果 ，试 验 相 关 细 节 可 参 考 文

献［30］。该试验含有线性和非线性工况，通过二、三

层之间的缓冲器引入碰撞非线性，其缝隙可调，对应

不同的非线性程度。线性情况对应试验工况 1

（state 1#），非线性情况本文选取缝隙为 0.05 mm的

工况 14（state 14#）。

现考虑激励信号与第三层响应的频响函数。在

此试验中 20 Hz以下为结构刚体运动不作为有效的

分析数据，取 20~100 Hz频率范围的频响函数，运用

复分析Hilbert变换方法得到线性工况下的非线性检

测结果如图 11所示，由于两曲线之间十分接近，因此

可判断为线性。若使用数值积分计算 Hilbert变换，

在此线性工况得到的结果如图 12所示，若根据式

（28）的非线性检测判据将判断为非线性；可见，数值

积分截断误差影响了非线性检测结果，而复分析Hil⁃
bert变换计算方法则有效规避了此不利因素。

利用复分析 Hilbert对非线性工况进行非线性

检测的结果如图 13所示。显然，在非线性工况下两

曲线之间呈现出明显差异，可根据式（29）判定存在

非线性。如不利用非线性检测方法，图 13中Hilbert
变换前的频响函数曲线实际上与线性工况的形状类

似，并未展现出明显的非线性特征，因此无法可靠地

图 8 50 N激励水平非线性与派生线性频响函数

Fig. 8 Nonlinear and underlying linear FRF under 50 N level

图 9 50 N激励水平复分析Hilbert变换非线性检测

Fig. 9 Nonlinear detection results based on complex
analyzed Hilbert transform under 50 N level

图 11 线性工况复分析Hilbert变换非线性检测

Fig. 11 Nonlinear detection results based on complex
analyzed Hilbert transform under state 1#

图 10 Los Alamos试验结构示意图［30］

Fig. 10 Test setup of the experiment of Los Alamos
National Laboratory［30］
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判断是否存在非线性。此试验进一步验证了复分析

Hilbert变换的准确性，以及本文定义的 Hilbert变换

非线性检测准则的可靠性。实际结构的振动测试可

能存在环境噪声、测试设备安装误差、测试设备与被

测结构相互作用等诸多因素，使测试结果受到与结

构非线性类似的影响，可能造成非线性检测产生误

报［13，31］。因此在进行非线性检测之前，需详细检查

并确保试验各环节的精细程度，将噪声影响控制在

相对较低的水平，这也是进行非线性识别其余环节

的先决条件［1，13，31］；同时，建议使用多种非线性检测

方法相互验证，进一步确保检测结果的可靠性。

4 结 论

Hilbert变换本身具备坚实的数学理论基础，基

于此的非线性检测方法推导过程同样严谨、明确，结

果可靠，且对非线性较为敏感，非线性检测性能优

异。结合有理逼近理论和复分析理论，Hilbert变换

数值计算的截断误差问题得以解决，扫清了 Hilbert
变换非线性检测方法迈向实际应用的最后障碍。本

文进行了如下创新性研究：

（1）运用留数理论，在 Hilbert变换复分析计算

方法的理论推导过程中补充了实轴存在极点的情

况，使其更为完善和严谨；

（2）澄清了 Hilbert变换不同定义的使用问题，

使 Hilbert变换的复分析计算理论与 Hilbert变换非

线性检测理论协调统一；

（3）结合 Hilbert变换复分析计算理论，改进了

Hilbert非线性检测方法的推导格式，建立了新的

Hilbert变换非线性检测准则。

通过数值算例和试验研究验证了复分析 Hil⁃
bert变换及其非线性检测准则的有效性和可靠性。

但非线性种类繁多难以穷举，此方法尚需不断接受

实践检验。也要注意到，本文方法有效的前提是，结

构非线性影响能够反映到频响函数上，且其逆 Fou⁃
rier变换为非因果信号；同时要求测试数据具备较高

质量，使得到的频响函数受噪声影响程度弱于结构

非线性影响。非线性问题的复杂性决定了，无论是

非线性识别中的非线性检测，还是后续的非线性描

述、参数识别，找到具有普适意义的方法是一个困难

的任务。因此，建议使用多种方法对结果进行交叉

验证分析，方可得到可靠结论。但不管结合使用哪

些方法进行分析，Hilbert变换非线性检测方法，以

及 Hilbert变换非线性描述、参数识别方法都值得作

为其中的一个选择进行实际应用。
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Hilbert transform calculated by complex analysis theory and
its nonlinear detection criterion

ZHANG Hao1，LI Dong-sheng2

（1.Faculty of Infrastructure Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China；
2.College of Engineering，Shantou University，Shantou 515063，China）

Abstract: Nonlinear detection is the first step in the process of nonlinear identification，and accurate decisions on whether there are
nonlinearities or not in the tested structures are directly related to the choice of methods and theories for the following research and
engineering application. Among existing methods，the Hilbert transform nonlinear detection method is widely used，because it has
a clear and reliable theory basis，what’s more，other phases in the process of nonlinear identification could be achieved based on the
Hilbert transform. However，if the Hilbert transform is calculated by numerical integral methods，obvious truncation errors will be
introduced，which will affect the results of nonlinear detection and other tasks of nonlinear identification. Combined with complex
analysis theory and rational approximation to compute the Hilbert transform can effectively avoid truncation errors. In this paper，
using residual theory，the complex analyzed Hilbert transform is re-derived，and the particular situation in which the real axis exists
poles is added. Simultaneously，the Hilbert transform nonlinear detection method is also re-derived，and its misuse in the definition
of Hilbert transform is clarified. A novel nonlinear detection criterion is established by reconciling the theory of complex analyzed
Hilbert transform with the theory of nonlinear detection based on the Hilbert transform. Numerical examples and experimental stud⁃
ies cover single and multi degrees of freedom systems，linear and nonlinear cases，continuous and discontinuous nonlinear types，
which fully verify the accuracy of the re-derived calculation method of complex analyzed Hilbert transform and the reliability of the
newly defined Hilbert transform nonlinear detection criterion.

Key words: nonlinear detection；Hilbert transform；residual theory；rational approximation；truncation error
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