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摘要 : 本文基于 Levinson 梁理论和单向耦合的非傅里叶热传导理论，在不同边界条件下研究了均匀微梁的热弹

性阻尼（thermoelastic damping，TED）。忽略温度的轴向梯度引起的热流，给出了 Levinson 微梁横向自由振动的

热弹性耦合微分方程，与微梁不考虑热弹性阻尼时的自由振动方程进行比较，从方程形式的相似性上得到了复

频率的解析解，进而求得了代表微梁结构热弹性阻尼的逆品质因子。在此基础上，采用有限元方法计算了微梁

结构考虑非傅里叶热传导时的逆品质因子，并将有限元结果和理论分析结果进行了对比验证。通过数值计算结

果定量分析了微梁的几何尺寸、边界条件以及频率阶数对微梁热弹性阻尼的影响规律。计算结果表明：在不同

频率阶数时，微梁的热弹性阻尼最大值不变，临界厚度均随着频率阶数的增大而减小；不同边界条件下微梁热弹

性阻尼最大值对应的临界厚度随着支座约束刚度的增大而减小；忽略轴向的温度梯度引起的热流，在梁尺寸较

小时会带来一定误差。
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引  言

随着集成电路技术的发展，机电系统的微小

型化受到了广泛的关注。微（纳）机电系统（Mi‑
cro/Nano‑Electro‑Mechanical System，MEMS/NE
MS）由于其微型化、智能化、多功能、耗能少、集成

度高等技术优势，在医学仪器、航空航天、机械自

动化、信息技术以及军事科技等众多领域，有着十

分广泛的应用前景［1‑7］。微（纳）机电系统中主要

的工作系统是谐振器，而谐振器的力学模型一般

可以简化成微（纳）尺度的梁［8‑9］、板［10‑12］或环［13‑14］，

但谐振器的尺寸在微（纳）米量级时，宏观上可以

忽略的微弱效应，如结构的热弹性阻尼，会显现出

来并对结构的力学性能产生重要影响。

热弹性阻尼（TED）是由谐振器在振动过程中

拉伸和压缩产生的不可逆热流而引起的内摩擦。

Zener［15‑16］首次提出热弹性阻尼这个概念，并系统

研究了各向同性的热弹性矩形截面梁沿着厚度方

向的弯曲振动，通过解析的方法给出了热弹性阻

尼的近似解。材料在受拉区域温度升高，在受压

区域温度降低，出现的温度差使热量从高温一侧

流向低温一侧，随着热传导过程的进行，机械能转

化为内能。这种能量转换过程造成系统整体熵的增

大，导致微梁振动周期内的机械能损失，使得振动幅

度逐渐衰减。当谐振器的尺寸达到微纳尺度时，这

种热弹性耦合的能量耗散会更加显著，这将使得系

统的效能显著降低。因此，TED 是决定谐振器热品

质的重要因素，对微结构的热弹性阻尼进行定量研

究和评估，了解热弹性阻尼的变化规律，具有重要的

现实指导作用。Lifshitz 等［17］在 Zener［15‑16］模型的基

础上建立了更合理的 Euler‑Bernoulli 微梁热弹性阻

尼分析模型，通过复频率法给出了均匀材料微梁横

向振动时频散关系解析式与精确的逆品质因子解。

随后，大量的学者采用不同解析方法和数值方法对

微梁热弹性阻尼进行了深入研究［17‑22］。

需指出的是，由于微梁尺寸较小时自由振动

的频率较大，导致梁不同区域冷、热转变较快，采

用传统傅里叶热传导模型可能会带来误差。Guo
等［23‑24］推导出微梁基于广义热弹性单相位迟滞理

论的热弹性阻尼解析解，研究表明当梁的纵横比

增加，单相位迟滞 TED 模型与经典模型之间的
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误差变大。 Deng 等［25］对石墨烯纳米梁的热弹性

阻 尼 进 行 了 分 析 ，考 虑 了 热 传 导 延 滞 效 应 和 尺

度效应，研究了长细比、松弛时间、热传导系数

对热弹性阻尼的影响。文献［26‑27］研究了广义

热弹性理论下微梁谐振器的热弹性阻尼，分别考

虑弛豫时间参数、梁厚对 TED 的影响。同时，经

典的 Euler‑Bemoulli 梁理论（EBT）适用于细长梁，

描述长厚比较小的梁的自由振动时会带来一定

的误差［28］。

本文针对 Levinson 微梁谐振器的热弹性阻尼

特性，以广义热力耦合热传导理论研究厚度、边

界条件以及特征频率阶数对微梁谐振器 TED 的

影响规律。本文给出了基于广义热弹性理论的

Levinson 微梁谐振器的运动方程和热传导方程，

在忽略梁沿轴线方向的热流的条件下得到了微

梁的特征频率解析解；说明了采用有限元方法对

这 一 热 力 耦 合 问 题 的 求 解 过 程 ；给 出 了 金 属 镍

（Ni）组成的微梁热弹性阻尼的解析解和有限元结

果，分析比较了不同厚度、模态、边界条件对热弹性

阻尼的影响并给出了部分结论。

1　基于非傅里叶热传导定理的 Levin⁃
son梁热弹性阻尼解析解

1. 1　运动方程

现有研究微梁的广义热弹性理论模型大都基

于经典梁理论模型，较少考虑高阶剪切变形的影

响，在梁长厚比较小时有必要考虑梁内部剪切变

形对结构热弹性阻尼的影响。本文研究长度为 l

（0 ≤ x ≤ l），截面高度为 h（-h/2 ≤ z ≤ h/2），宽

度为 b（-b/2 ≤ y ≤ b/2）的矩形截面弹性各向同

性微梁的振动；由于各物理量在厚度方向上无变

化，因此 b 可取为任意宽度，如图 1 所示。

在平衡状态下，梁没有应力、变形，并保持在均

匀的参考温度 T0。根据 Levinson［29］剪切变形理论，

梁内部位移可以写为：

u ( x，z，t )= u0 ( x，t )+ zφ ( x，t )-

βz3é

ë
ê
êê
ê ∂w 0 ( )x，t

∂x
+ φ ( x，t ) ù

û
úúúú，

w ( x，z，t )= w 0 ( x，t ) （1）
式中  t 为时间；φ 为横截面转角；u0 和 w 0 分别为梁

几何中面 x 方向和 z方向的位移；β = 4/ (3h2)。
根据上述位移假设，可以得到应变为：

εx = ∂u0

∂x
+ z

∂φ
∂x

- βz3 ( ∂2 w 0

∂x2 + ∂φ
∂x ) （2a）

γxz = (1 - 3βz2) ( ∂w 0

∂x
+ φ) （2b）

式中  εx 表示梁内任一点沿着 x 方向的正应变；γxz

为切应变。

材料为线弹性，忽略温度和应力之间的弛豫时

间，则考虑温度时梁横截面上正应力 σx 和切应力 τxz

分别为：

σx = E ( εx - αθ)， τxz = E
2 ( )1 + ν

γxz （3）

式中  E 和 ν 分别为弹性模量和泊松比；α 为热膨胀

系数；θ = T - T 0 表示温度的变化值，其中 T 表示瞬

态温度场。

由平面应力问题的平衡方程在梁横截面上积

分，可得合力形式的自由振动方程：

∂FN

∂x
= I0

∂2 u0

∂t 2 （4a）

∂M
∂x

- Fs = I2
∂2 φ
∂t 2 - αI4

∂2

∂t 2 ( ∂w 0

∂x
+ φ) （4b）

∂Fs

∂x
= I0

∂2 w 0

∂t 2 （4c）

式中  FN 为轴力；Fs 为剪力；M 为等效力矩；I0，I2，I4

为 惯 性 系 数 。 这 些 物 理 量 的 定 义 分 别 为 ：

(FN，M )=∫
A

σx (1，    z) dA， Fs =∫
A

τxz dA， I0 =

∫
A

ρdA，I2 =∫
A

ρz2 dA，I4 =∫
A

ρz4 dA，其中，ρ 为材料

的质量密度。

将式（3）和（4）代入内力计算公式之后，可以得

到位移表示的轴力、弯矩、剪力分别为：

FN = S0
∂u0

∂x
- FNT （5a）

M = S2
∂φ
∂x

- βS4 ( ∂2 w 0

∂x2 + ∂φ
∂x )- M T （5b）

Fs = Sxz( ∂w 0

∂x
+ φ) （5c）

式 中  Si = E ∫
-h/2

h/2

zi dz （i=0， 2， 4） ， Sxz =

图 1 均匀材料梁的几何尺寸和直角坐标系

Fig. 1 Geometric dimensions and rectangular coordinate 
system of the homogeneous beam
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∫
-h/2

h/2 E
2( 1 + ν ) ( )1 - 3βz2 dz为刚度系数。

热轴力 FNT 和热弯矩 M T 的定义为：

(FNT，    M T)=∫
A

Eαθ (1，     z) dA （6）

将式（5）代入式（4）中，运动方程可以简化为位

移形式的微分方程：

S0
∂2 u0

∂x2 - ∂FNT

∂x
= I0

∂2 u0

∂t 2 （7a）

S2
∂2 φ
∂x2 - βS4 ( ∂3 w 0

∂x3 + ∂2 φ
∂x2 )- Sxz( ∂w 0

∂x
+ φ)-

∂M T

∂x
= I2

∂2 φ
∂t 2 - βI4

∂2

∂t 2 ( ∂w 0

∂x
+ φ) （7b）

Sxz( ∂2 w 0

∂x2 + ∂φ
∂x )= I0

∂2 w 0

∂t 2 （7c）

利用式（7c）对方程（7b）进行消元整理，得到关

于中面挠度 w 0 的微分方程：

S2
∂4 w 0

∂x4 + Φ 1
∂4 w 0

∂x2 ∂t 2 + ∂2 M T

∂x2 +

Φ 2
∂4 w 0

∂t 4 + I0
∂2 w 0

∂t 2 = 0 （8）

式中  Φ 1 = βS4
I0

Sxz
- S2

Sxz
I0 - I2， Φ 2 = I0

Sxz
( I2 -

βI4)。
1. 2　热传导方程

经典的傅里叶热传导理论表明热流和温度

梯度在同一时刻形成，两者之间没有时间差。非

傅里叶热传导理论中的单相位迟滞热传导模型

考虑了热流的相位迟滞时间，而双相位迟滞热传

导模型不仅考虑热流的相位迟滞时间，还考虑温

度梯度的相位迟滞时间，因此双相位迟滞理论更

具有普遍性。本文采用 Tzou 等［30］所提出的双相

位迟滞非傅里叶热传导模型如下：

q ( r，t + τq )= -κ∇T ( r，t + τT ) （9）
式中  T ( r，t + τT )为瞬时温度场函数；q ( r，t + τq )
为热流矢量；t 为时间；r为位置矢量；κ 为材料的热

传导系数；τq 为热流的相位迟滞时间；τT 为温度梯度

的相位迟滞时间。

Zhang 等［31］通过对 τT 和 τq 的数值拟合，发现二

者的比值近似为 0.55，因此本文中取 τT = 0.55τq，其

中，τq = 3κ
v2 ρCv

，v 表示声子速度，Cv 为材料的恒压热

容。为了计算方便，只取式（9）的一阶泰勒展开式，

上式可改写为：

q ( r，t )+ τq

∂q ( r，t )
∂t

= -κ
é

ë
ê
êê
ê∇T ( r，t )+ τT

∂T ( r，t )
∂t

ù

û
úúúú

（10）
根据熵变方程，热弹性各向同性物体的热流密

度、温度和体积应变具有以下关系：

-∇·q= ρCv

∂T
∂t

+ T 0 Eα
1 - 2ν

∂e
∂t

（11）

式中  e表示体积应变，e = εx + εy + εz + 2 (1 +
ν) αθ。

由温度改变引起的体积应变为 2 (1 + ν) αθ，

而在梁的振动过程中，体积应变造成的温度改变

θ 要远远小于参考温度 T0，温度变化引起的体积

应变要远远小于梁机械振动引起的体积变形，因

此 可 以 忽 略 温 度 改 变 引 起 的 体 积 应 变 ，即 e =
εx + εy + εz。热弹耦合热传导可由式（10）和（11）
导出：

κ (∇2 θ + τT

∂∇2 θ
∂t )= ρCv( ∂θ

∂t
+ τq

∂2 θ
∂t 2 )+

α
E

1 - 2ν
T 0 ( ∂e

∂t
+ τq

∂2 e
∂t 2 ) （12）

同时，假设沿梁厚度方向的热流要远远大于沿

梁轴向的热流，那么，Levinson 梁的热传导方程可以

改写为［15‑17］：

κ
∂2 θ
∂z2 + κτT

∂
∂t ( ∂2 θ

∂z2 )= ρCv( ∂θ
∂t

+ τq

∂2 θ
∂t 2 )+

α
E

1 - 2ν
T 0 ( ∂e

∂t
+ τq

∂2 e
∂t 2 ) （13）

温度边界条件为上下表面的绝热边界：

|

|
|
||
|∂θ

∂z
z = ± h

2

= 0 （14）

1. 3　特征频率的解析解

引入调和振动模式：

(u0，w 0， φ，   θ) = ( ū0，w̄ 0， φ̄，   θ̄) eiωt （15）

振动方程和热传导方程可以化简为：

S2
d4 w̄ 0

dx4 - ω2 Φ 1
d2 w̄ 0

dx2 + ω2 Φ 2 w̄ 0 + d2 M T

dx2 = 0 （16a）

∂2 θ̄
∂z2 + Κ 2 θ̄ = -Κ 2 ΔE

α
é

ë

ê
êê
ê ∂ū0

∂x
+ ∂φ̄

∂x
z -

βz3 ( ∂φ̄
∂x

+ ∂2 w̄ 0

∂x2 ) ùûúúúú （16b）

式中

Κ = i
ρCv( )iω - ω2 τq

κ ( )1 + iωτT

， ΔE = α2 ET 0

ρCv
（17）
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对于热传导微分方程（16b），其边界条件亦为

齐次的，因此可以由叠加法得到其通解为：

θ̄ = A sin ( )Κz + B cos ( )Κz - ΔE

α
∂ū0

∂x
- z

ΔE

α
∂φ
∂x

+

ΔE β
α ( ∂φ̄

∂x
+ ∂2 w̄ 0

∂x2 ) ( z3 - 6
Κ 2 z) （18）

式中  A，B 为待定常数。 θ̄ 应满足式（14）中上下表

面的绝热边界条件，解得：

A =

ΔE

α
∂φ
∂x

- ΔE β
α ( )∂φ̄

∂x
+ ∂2 w̄ 0

∂x2 ( )3
4 h2 - 6

Κ 2

Κcos ( )Κ
h
2

，

B = 0 （19）
由方程（4a）可知，在自由振动过程中忽略轴

向惯性力时，可知轴力为常量。无论是简支边界、

自由边界还是夹支边界，梁的轴向约束力均考虑

为零。因此，可令 FN = 0，由式（5a）得：

dū0

dx
= EΔE h (η2

d2 w̄ 0

dx2 - dū0

dx ) （20）

同时由式（7c）及方程（15）可得：

dφ̄
dx

= -ω2 I0

Szx
w̄ 0 - d2 w̄ 0

dx2 （21）

可得方程通解为：

θ̄ = ΔE

α
ì
í
îïï

- dū0

dx
+ w 0

é

ë
ê
êê
êη1 sin ( )Κz + ω2 I0

Sxz
z -

βω2 I0

Sxz ( z3 - 6
Κ 2 z) ùûúúúú+ d2 w̄ 0

dx2 (η2 + z)üý
þïï

（22）

式中

η1 =

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúβ ( )3

4 h2 - 6
K 2 - 1 ω2 I0

Sxz

Kcos ( )K
h
2

，η2 =- 1

Kcos ( )K
h
2

。

将式（22）代入运动方程（17a），可以得到：

d4 w̄ 0

dx4 + ( )ψ 2 - ω2 Φ 1

S2

d2 w̄ 0

dx2 +

( )ω4 Φ 2 - I0 ω2 + ψ 1

S2
w̄ 0 = 0 （23）

式中

ψ 1 (ω) = EΔE

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê η1

Κ ( 1
Κ

sin ( )Κh
2 - h

2 cos ( )Κh
2 ) +

ω2 I0 h3

12Sxz
- ω2 β

I0

Sxz ( h5

80 - h3

2Κ 2 ) ùûúúúú （24a）

ψ 2(ω) = EΔE

h3

12 （24b）

上述方程可以改写为：

( d2

dx2 - λ1) ( d2

dx2 - λ2) w̄ 0 = 0 （25）

可以解得：

λ1 = 1
2

ì

í

î

ïïïï

ïïïï
- ψ 2 - ω2 Φ 1

S2
+

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )ψ 2 - ω2 Φ 1

S2

2

- 4 ω4 Φ 2 - I0 ω2 + ψ 1

S2

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï
（26a）

λ2 = 1
2

ì

í

î

ïïïï

ïïïï
- ψ 2 - ω2 Φ 1

S2
-

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù
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同时，相同材料的均匀 Euler‑Bernoulli 梁的自

由振动方程为：

( d2

dx2 - ω̄ 0) ( d2

dx2 + ω̄ 0) w̄ 0 = 0 （27）

对于简支边界的 Levinson 梁，在方程形式类似

的条件下，其边界条件的数学形式和 Euler‑Bernoulli
梁在简支边界条件下相同。很显然对于两种梁模型

能够得到相同的复特征值。实际上，对于简支边界

的 Euler‑Bernoulli 梁和 Levinson 梁，至少能找到一

个相同的特征值。因此，在简支边界条件下方程

（27）和（25）的复特征值有如下关系［32‑33］：

λ1 = ω̄ 0 或 λ2 = ω̄ 0 （28）
根据方程（28），可以解得唯一结果：

ω =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê I0 + Φ 1 ω̄ 0

2Φ 2
± ( )I0 + Φ 1 ω̄ 0

2Φ 2

2

- ψ 2 ω̄ 0 + ψ 1

Φ 2

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
1
2

（29）
对 于 其 他 边 界 条 件 的 Euler‑Bernoulli 梁 和

Levinson 梁，由于 Levinson 梁考虑了高阶剪切变形，

轴向位移、挠度、转角之间相互耦合，除两边简支边

界条件，其他边界条件的数学形式无法完全解耦，因

此式（28）在其他边界条件下并不完全成立。对式

（21）积分可知，均匀 Levinson 梁的转角 φ̄ 与 w̄ ′相差

一个惯性项（-ω2 I0

Sxz
w̄ 0），此惯性项与梁的振动频

率和挠度相关［33］：当梁振动频率和变形较大时，惯性

项的影响更为显著；振动频率较低或变形较小时惯

性项的影响可以忽略不计。当梁边界约束较强或振

动模态阶数较高，梁自由振动的频率较大，此时如采

用式（28）会带来一定的误差。但是对于梁的低阶振
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动模态，在平衡位置附近振动时，各位移分量和振动

频率均相对较小，此时可忽略截面上惯性力引起的

转角增量，在边界上近似认为梁的转角 φ̄ ≈ w̄ ′。因

此，对于梁的低阶模态，可以近似认为 Levinson 梁边

界条件与 Euler‑Bernoulli 梁边界条件形式相同，式

（28）近似成立。

方程（29）为关于特征频率 ω 的隐式方程，在计

算过程中可将等号右边隐含的 ω 以 ω 0 近似代替以

简化计算过程，求解过程中需注意 ω 实部为正。根

据复频率方法，均匀 Levinson 微梁的逆品质因子解

析解可以表示为：

Q-1 = 2 Im ( )ω
Re ( )ω

（30）

2　自由振动微梁热弹性阻尼的有限元

求解

本文建立的三维有限元模型，根据 G‑L 广义热

弹性理论的本构关系，各向同性材料的应变分量 εij

与应力分量 σij 和温度的增量有关：

εij = 1
E
[ (1 + ν) σij - νσkk δij ]+ α (θ + τθ̇) δij  （31a）

式中  τ 为温度和热应变之间的弛豫时间；σkk 表示

主应力之和；δij 为 Kronecker函数。

考虑到弛豫时间和谐振器的振动周期相比较

小，可以将式（31a）简化为：

εij = 1
E
[ (1 + ν) σij - νσkk δij ]+ αθδij （31b）

式（31b）为本文求解的热力耦合本构关系。现

有有限元软件中，均内置有类似的模块解决此类热

弹性问题。考虑简谐振动时，温度改变量 θ 满足：

θ (  x，y，z，t )= θ̄ ( x，y，z) eiωt （32a）
此时三维热传导方程可以写为如下特征方程：

κ (θ，ii + iτT ωθ，ii)= ρCv( iωθ - τq ω2 θ)+

α
E

1 - 2ν
T 0 ( iωe - ω2 τq e) （32b）

式中  θ，ii 为三个空间坐标方向的三阶导数之和。

由于现有商业软件中没有广义热传导模块，故

无法进行有关广义热传导问题的计算。本文拟在商

业软件的基础上进行二次开发以实现广义热传导问

题的计算。利用 Comsol 软件建立梁长为 l，梁厚为

h，梁宽为 b 的三维微梁模型并定义微梁材料性质参

数，采用软件内部内置的固体力学和偏微分方程模

块共同实现这一特征值问题的求解。微梁不同的边

界条件可通过设置微梁两端的约束和位移条件实

现。如简支约束时（simply supported constraint，S），

可通过约束微梁一端截面中性轴的位移为零实现；

夹支约束时（clamped supported constraint，C），通过

设置微梁两端截面的位移为零实现，自由端（free 
supported constraint，F）边界受力为零。

微梁非傅里叶热传导热弹性耦合问题通过选取

Comsol 软件中固体力学模块与系数形式偏微分方

程模块，将求解多场问题转化为求解方程组问题。

在采用 Comsol求解这一方程组的特征频率 ω 之后，

我们可以根据复频率法得到表征结构热弹性阻尼大

小的物理量逆品质因子 Q-1。图 2 给出了梁长 l=
300 μm，梁厚 h=20 μm，梁宽 b=5 μm 的均匀材料

Ni 微梁在两端简支时有限元软件中的网格划分示

意图，其中完整网格包含 950 个域单元，求解的自由

度数为 39952 个。

3　数值结果分析与讨论

考虑微梁材料为金属镍（Ni），表 1 给出了镍

（Ni）的材料参数。本节将采用解析方法和有限元方

法讨论不同约束条件下微梁热弹性阻尼随厚度改变

而变化的规律。

图 3 给出了均匀材料镍（Ni）微梁在两端夹支

（C‑C）边界条件下一阶振动模态有限元软件 Comsol
的计算结果示例。示例中梁长 l=300 μm，梁厚 h=
20 μm，梁宽 b=5 μm。通过有限元软件计算得到结

图 2 两端简支（S-S）均匀材料镍（Ni）微梁在有限元软件中

的网格划分示意图（单位：μm）

Fig. 2 Schematic diagram of meshing of homogeneous mate‑
rial nickel （Ni） micro beam with simply supported （S-

S） in finite element software（Unit：μm）

表 1 金属镍（Ni）的材料参数（T0=300 K）
Tab.  1 Material parameters of metallic nickel （Ni） （T0=

300 K）

E/GPa

210

ρ/(kg∙
m⁻3)

8900

κ/(W∙m⁻1∙
K⁻1)

92

Cv/(J∙kg⁻1∙
K⁻1)

438.2

α/(10⁻6

K⁻1)

13.0

ν

0.30
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构振动时的一阶模态，从图中色彩深浅可以看出微

梁振动时的一阶模态温度变化情况。图中箭头表示

热流矢量，可以看出热流矢量不仅有沿梁厚度方向

的分量，同时还有沿梁轴向的分量。同时可以看出，

在梁拉应变的区域温度下降，梁受到压应变的区域

温度升高。由于温度梯度的存在，导致热量从高温

区 域 向 低 温 区 域 的 转 移 ，从 而 导 致 梁 机 械 能 的

耗散。

对于均质镍（Ni）微梁的 TED，将基于 Levinson
微梁的广义热弹性理论下 TED 的解析解与三维非

傅里叶热传导模型有限元计算结果进行比较。图

4~7 分别给出了两端简支（S‑S）、两端夹定（C‑C）、

一端夹定一端简支（C‑S）、一端夹定一端自由（C‑F）
这四种边界条件下微梁在前三阶模态下振动时的逆

品质因子 Q-1 随梁厚 h 的变化曲线，在计算时固定

梁的长度为 300 μm。从图 4~7 可以看出，解析解模

型的计算结果与有限元模型的计算结果吻合较好，

这也互相验证了两种求解方法的可靠性。两种理论

的计算结果均可以看出，微梁在不同边界和不同振

动模态下的 TED 具有类似的变化规律，即热弹性阻

尼随厚度的增大先增加达到最大值后再减小。将

TED 最大值对应的微梁厚度称为临界厚度，可以看

出临界厚度随振动模态阶数的增加而减小，在低阶

模态时同样厚度的梁复频率相对较小，此时梁在较

大厚度时达到热弹性阻尼最大值；而高阶模态的复

频率较大，可以在较小的厚度达到热弹性阻尼的极

值。同一边界条件下前三阶模态阶数的热弹性阻尼

最大值对应的临界厚度，从大到小依次排序为：一

阶、二阶、三阶。

图 8~10 分别给出了一阶模态、二阶模态和三

阶模态下，基于 Levinson 微梁的广义热弹性模型的

解析近似解与有限元计算结果在四种不同边界下微

图 3 两端夹支（C-C）均匀材料镍（Ni）微梁在一阶振动模态

下有限元模拟结果（单位：μm）

Fig. 3 Finite element simulation results of homogeneous nick‑
el （Ni） micro beam with both ends clamped supported 
（C-C） in the first-order vibration mode（Unit：μm）

图 4 前三阶模态下均匀材料镍（Ni）微梁热弹性阻尼解析解

与有限元解随厚度的变化曲线（S-S）
Fig. 4 Variation curve of thermoelastic damping analytical 

results and finite element results with thickness of 
homogeneous nickel （Ni） micro beam in the first 
three modes （S-S）

图 5 前三阶模态下均匀材料镍（Ni）微梁热弹性阻尼解析解

与有限元解随厚度的变化曲线（C-C）
Fig. 5 Variation curve of thermoelastic damping analytical 

results and finite element results with thickness of 
homogeneous nickel （Ni） micro beam in the first 
three modes （C-C）

图 6 前三阶模态下均匀材料镍（Ni）微梁热弹性阻尼解析解

与有限元解随厚度的变化曲线（C-S）
Fig. 6 Variation curve of thermoelastic damping analytical 

results and finite element results with thickness of 
homogeneous nickel （Ni） micro beam in the first 
three modes （C-S）
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梁热弹性阻尼随厚度的变化曲线。可以看出，计算

结果中热弹性阻尼的最大值不受边界条件和模态阶

数的影响。在同阶模态下，不同边界条件所得到的

热弹性阻尼最大值所对应的临界厚度均不同，当约

束为 S‑S 时热弹性阻尼最大值对应厚度最大，约束

为 C‑C 时热弹性阻尼对应临界厚度最小，而 C‑F 和

C‑S 两种边界下临界厚度在两者之间。这四种边界

条件下，当研究微梁的几何尺寸相同时，两端夹支

（C‑C）时微梁受到的边界约束最强，微梁的临界厚

度最小；而一端夹支一端自由时（C‑F）微梁受到的

边界约束仅次于两端夹支的情况，微梁的临界厚度

大于两端夹支的情况；当减小边界约束刚度，边界条

件依次改为两边简支（S‑S）、一端夹支一端简支

（C‑S）时，热弹性阻尼对应的临界厚度也随之增大。

可以看出，微梁临界厚度随边界约束刚度增大而逐

渐减小，临界厚度从小到大依次为：C‑C，C‑S，S‑S，

C‑F。不同边界条件下热弹性阻尼峰值所对应的临

界厚度均随着频率阶数的增加而减小，且对应的临

界厚度逐渐靠近。

图 11 给出了两端夹支的金属镍（Ni）微梁在给

定长厚比 l/h = 10 时，逆品质因子 Q-1随梁厚 h 的变

化曲线。从图中可以看出，当梁厚度大于 16 μm 时，

两种模型得到的热弹性阻尼结果虽有一定的误差，

但仍可接受；当梁厚度小于 16 μm 时，有限元模型的

计算结果逐渐偏离解析结果，随着梁厚度的进一步

降低，误差也随之增大。主要原因是在解析解的推

导过程中假设梁轴向的温度梯度很小，忽略了梁沿

轴向的热流。本论文给出的是基于准一维热传导方

程的广义热传导理论的解析解，而有限元方法求解

的方程是三维的热弹耦合控制方程，并没有引入额

外假设。这也说明，忽略轴向的温度梯度引起的热

流在梁尺寸较小时候会带来一定的误差。

为了进一步明确不同边界条件和模态对逆品质

图 7 前三阶模态下均匀材料镍（Ni）微梁热弹性阻尼解析解

与有限元解随厚度的变化曲线（C-F）
Fig. 7 Variation curve of thermoelastic damping analytical 

results and finite element results with thickness of 
homogeneous nickel （Ni） micro beam in the first 
three modes （C-F）

图 8 一阶模态时均匀材料镍（Ni）微梁不同边界条件下热弹

性阻尼随厚度的变化曲线

Fig. 8 Variation curve of thermoelastic damping with thick‑
ness of homogeneous nickel （Ni） micro beam under 
different boundary conditions in the first mode

图 9 二阶模态时均匀材料镍（Ni）微梁在不同边界条件下热

弹性阻尼随厚度的变化曲线

Fig. 9 Variation curve of thermoelastic damping with thick‑
ness of homogeneous nickel （Ni） micro beam under 
different boundary conditions in the second mode

图 10 三阶模态时均匀材料镍（Ni）微梁在不同边界条件下

热弹性阻尼随厚度的变化曲线

Fig. 10 Variation curve of thermoelastic damping with thick‑
ness of homogeneous nickel （Ni） micro beam under 
different boundary conditions in the third mode
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因子 Q-1最大值的影响规律，表 2 给出了不同情况下

Q-1最大值的解析解和有限元方法的结果对比，并给

出了两种结果的相对误差。从表 2中可以看出，均质

Ni 微梁热弹性阻尼最大值的解析方法预测结果在

1.35×10-3附近，其最大值预测结果并不受边界条件

以及梁模态阶数的影响，这与现有文献中的结论类

似［28，34］。解析结果与有限元结果相比，有限元分析得

到的 Q-1最大值偏小，最小相对误差为 0.71%，最大

相对误差为 7.74%，进一步说明本文所述方法的可

行性。在四种不同类型的边界条件中，两边简支梁

相对误差最小，两边夹支梁相对误差较大。可以看

出，随着边界约束刚度的增加，采用式（28）得到的结

果与有限元结果误差逐渐增大。这主要是由于在利

用式（28）的关系计算特征频率时，式（28）在两边简

支 的 情 况 外 均 为 近 似 成 立 ，Euler‑Bernoulli 梁 和

Levinson 梁在两边夹支边界条件下的数学表达式差

异最大，给计算结果带来了误差。

4　结  论

本文基于广义热传导理论，推导了采用非傅里

叶热传导模型时均质 Levinson 微梁的热弹耦合运动

方程和热传导方程，给出了 Levinson 微梁振动时复

频率的解析近似计算方法，通过得到的复频率求出

热弹性阻尼的逆品质因子。针对金属镍（Ni）构成的

均质微梁，在得到运动方程和热传导方程的基础上

进行有限元建模分析，通过对比解析解与有限元结

果之间的差异，验证了模型的准确性，研究了不同几

何尺寸、边界条件和振动模态等因素对微梁热弹性

阻尼的影响。研究发现，热弹性阻尼最大值所对应

的厚度（临界厚度）随着模态阶数的增大而逐渐减

小；相同频率阶数下，微梁临界厚度随边界约束刚度

增大而逐渐减小，在 S‑S，C‑C，C‑F 和 C‑S 这四种边

界条件下，当微梁为 C‑F 边界时临界厚度最大，微梁

为 C‑C 边界时微梁临界厚度最小，C‑F 和 C‑S 边界

得到的微梁临界厚度位于两者之间。本文将解析解

与有限元模拟结果对比发现两者相差不大，说明这

两种求解方法在一定使用范围内均能够准确预测微

梁热弹性阻尼，基于广义热传导模型的解析近似方

法中对热传导方程的准一维简化是可行的，但是在

梁尺寸较小时可能带来误差。
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图 11 固定长厚比 l/h=10 时金属镍（Ni）在不同情况下热

弹性阻尼 Q-1随厚度 h 变化（C-C）
Fig. 11 Variation of thermoelastic damping Q-1 with the 

thickness h of metallic nickel （Ni） under different 
conditions when fixed length thickness ratio l/h=10 
（C-C）

表 2 不同边界条件、模态下Q-1（×103）最大值的解析解和有限元结果

Tab.  2 Analytical solutions and finite element results of the maximum value of Q-1 （×103） under different boundary condi⁃
tions and vibration modes

边界条件

S-S
C-C
C-S
C-F

1st mode
解析解

1.3519
1.3489
1.3500
1.3500

FEM
1.3423
1.2558
1.2926
1.2894

相对误差/%
0.71
7.41
4.44
4.70

2nd mode
解析解

1.3483
1.3486
1.3500
1.3500

FEM
1.3101
1.2592
1.2935
1.2957

相对误差/%
2.91
7.10
4.37
4.20

3rd mode
解析解

1.3449
1.3485
1.3468
1.3468

FEM
1.3004
1.2516
1.2870
1.2894

相对误差/%
3.42
7.74
4.65
4.45
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Generalized thermoelastic coupling analysis of thermoelastic damping of 
Levinson micro beam resonator

ZHANG Zhi-chao1， CAO Jing1， GAO Pei-feng2

（1.School of Civil Science and Engineering， Yangzhou University， Yangzhou 225127， China；
2.College of Civil Engineering and Mechanics， Lanzhou University， Lanzhou 730000， China）

Abatract: Based on Levinson beam theory and unidirectional coupled non-Fourier heat conduction theory， the thermoelastic damp‑
ing （TED） of uniform micro beams with different boundary conditions was studied. Neglecting the heat flow caused by the axial 
gradient of temperature， the differential equation of free vibration of Levinson micro-beam was given. According to the similarity of 
equation forms， the analytical solution of characteristic frequency is obtained， and then the inverse quality factor representing the 
TED of micro-beam structure was obtained. Then， the inverse quality factor of the micro beam structure considering the non-

Fourier heat conduction was calculated by the finite element method， and the finite element results are compared with the theoreti‑
cal analysis results. Based on the numerical results， the influence of the geometric size， boundary conditions and vibration mode of 
the micro-beam on the TED were analyzed quantitatively. The results show that： when the micro-beam vibrates at different fre‑
quency orders， the maximum value of TED remains unchanged and the critical thickness decrease with the increase of the order of 
vibration mode； Under different boundary conditions， the critical thickness corresponding to the maximum TED of the micro-beam 
decreases with the increase of the constraint stiffness of the support； Ignoring the heat flux caused by the axial temperature gradient 
will bring some errors when the beam size is small.

Key words: free vibration；micro beam；thermoelastic damping；non-Fourier heat conduction
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