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摘要 : 针对某履带车辆汇流行星排传动系统支撑轴承存在的安装不对中问题，建立了含轴承倾斜不对中的行星轮

系⁃转子系统动力学方程。理论推导了可考虑球轴承分别处于内/外圈倾斜不对中故障条件下的轴承力模型。将该

模型与行星轮系集中质量模型以及转子有限元模型耦合，得到了行星排传动系统动力学模型。分析了轴承不对中

对系统动态特性的影响，并讨论了滚道曲率半径和轴承间隙等参数对系统动力学特性的演变规律。结果表明，倾斜

不对中使轴承接触力急剧增大；接触角、接触刚度、轴承间隙产生周期性波动；变柔度振动频率幅值增大，系统振幅

降低。提高滚道曲率半径和轴承初始间隙会增大变柔度振动。但适当选择较大的轴承间隙，可抵消轴承安装不对

中造成的不利影响。
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引　言

齿轮、轴承、转子系统作为旋转机械的重要组成

部分，被广泛应用于人类社会的交通部门和工业生

产部门当中。然而，由于加工与装配不当、运行时载

荷或温度变化等原因，导致旋转机械设备经常出现

不对中故障。据统计，旋转机械不对中故障可占转

子系统故障的 70%，仅次于转子不平衡故障［1］。旋

转机械不对中按照故障发生的位置可以分为联轴器

不对中与轴承不对中两大类。其中轴承不对中故障

会增大滚珠与滚道之间的接触应力，轴承运行温度

升高，缩短其使用寿命，严重时甚至导致轴承烧毁、

保持架断裂故障，使轴承提前失效。

在有关于轴承不对中问题的研究中，Harris 等［2］

将滚动轴承不对中进一步分为支承不同轴、轴承外

圈倾斜、轴承内圈倾斜和轴变形 4 类。Berkovich［3］

在试验研究中发现当套圈相对偏斜角从 0 增加到

53′时，保持架的动态应力由 0.54~0.81 MPa 激增至

20 MPa 以上。在国内，徐锐等［4］针对某型航空发动

机地面台架试车故障进行分析，结果发现轴承失效

的首断件为保持架，发动机装配后的轴承偏斜是导

致轴承失效的主因。Zhang 等［5］提出了一种改进角

接触球轴承准静态模型，发现在轴向载荷作用下，套

圈倾斜不对中会降低轴承疲劳寿命和轴向刚度；而

在组合载荷作用下，一定的不对中量可以改善轴承

载荷分布和疲劳寿命。易均等［6］推导了角接触球轴

承外圈发生绕竖直方向歪斜时的非线性轴承力简易

表达式，讨论了轴承歪斜对系统全局非线性稳定特

性和振动特性的影响。

轴承⁃转子系统在考虑行星齿轮箱后，由于其增

加了系统的惯性、质量、刚度、阻尼和陀螺力矩，对轴

承 ⁃转子系统的振动特性有很大的影响［7］。例如，文

献［8⁃9］研究了以齿轮传动涡扇发动机（GTF）为代

表的行星轮系⁃轴承⁃转子系统振动特性。Wang 等［8］

引入滚动轴承力模型，建立了考虑时变啮合刚度、齿

面摩擦、传动误差、齿侧间隙和轴承间隙的直齿行星

轮系 ⁃转子 ⁃滚动轴承系统的非线性动力学模型，发

现增大摩擦系数使系统经历倍周期、拟周期乃至混

沌运动，频率成分由以齿轮啮合频率为主转变为轴

承频率为主。Wang 等［9］又考虑行星轮系啮合相位

关系，建立了多轴承支撑的人字行星轮系⁃转子系统

动力学方程，讨论了轴承安装位置对行星轮系均载

特性的影响。文献［10⁃11］分析了轴承间隙和轴承

缺陷故障对行星轮系振动特性的影响。

目前相较于对滚动轴承缺陷故障以及联轴器不
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对中故障方面的研究而言，对滚动轴承不对中方面

的研究还相对较少。文献［12］也进一步指出滚动轴

承不对中的动力学研究尚属空白。而且轴承不对中

对行星轮系 ⁃转子系统振动特性的影响更是鲜有报

道。本文基于现有理论研究的不足，提出了一种轴

承分别处于内/外套圈安装倾斜不对中情况下的非

线性轴承力模型，并以某型履带车辆汇流行星排传

动系统为研究对象，研究了轴承间隙、滚道曲率半径

等参数对含有轴承倾斜不对中的系统动态特性演变

规律。结果可为轴承不对中问题的故障诊断与识别

提供一定依据。

1　含轴承不对中的系统动力学模型

图 1 为某履带车辆汇流行星排传动系统结构简

图。该系统主要由转子（输入轴⁃转子 1；输出轴⁃转子

2）、直齿行星轮系、滚动轴承三大部分组成。其中行

星轮系含有 1个齿圈（R）、1个太阳轮（S）、5个行星轮

（P1~P5）、1 个行星架（C）。系统结构简图如图 1 所

示。输入轴与齿圈、行星架与输出轴均通过花键连

接。系统动力的传动路径为：输入轴→齿圈→行星

轮→太阳轮和行星架→输出轴。已知齿圈、行星轮、

行星架均顺时针旋转，太阳轮不转。该系统由 9个滚

动轴承支撑，其中齿圈（输入轴）、行星架（输出轴）、太

阳轮轴处的轴承代号分别为 1~3，输入轴与输出轴

之间为轴承 4（该轴承内圈与输入轴配合，轴承外圈

与输出轴配合）。除行星轮的轴承（轴承 5~9）为滚

针轴承外，其余均采用深沟球轴承。在建模前对系

统作适当假设处理：（1）忽略花键等连接结构的影

响。（2）将齿圈、太阳轮、行星轮、行星架均看成集中质

量点。（3）采用非线性时变的弹簧⁃阻尼模型模拟各齿

轮之间啮合关系；为降低模型复杂程度，系统两侧支

撑轴承（轴承 1 和 2）采用非线性轴承力模型模拟；其

余各轴承按照线性时不变的弹簧⁃阻尼来模拟。

行星轮系 ⁃轴承 ⁃转子系统动力学模型示意图如

图 2 所示，采用有限元方法对输入、输出轴进行离

散，两个转子各含 12 个轴段，其中输入轴的节点编

号为 1~13，输出轴的节点编号为 20~32。行星轮

系中齿圈、太阳轮、行星轮 1~5、行星架的节点编号

分别为 10，14~19，21。各轴承节点位置为：轴承 1⁃
节点 10、轴承 2⁃节点 26、轴承 3⁃节点 14、轴承 4⁃节点

12 和 21、轴承 5~9 分别为节点 15~19。

1. 1　球轴承倾斜不对中非线性力模型

假设深沟球轴承内圈与转子配合安装，并随转

子同转；轴承外圈与轴承座内孔配合安装，外圈固定

不转。因此轴承内圈的旋转角速度为 ω；该轴承有

Nb个滚珠，外圈滚道半径为 Rb，内圈滚道半径为 rb；

滚珠直径为 db；轴承节径为 D b；轴承的初始径向间

隙为 c0。并假设：（1）轴承中的滚动体在内外滚道之

间均匀分布，作纯滚动；（2）轴承仅承受纯径向载荷

作用；（3）不考虑润滑油、温度、保持架兜孔间隙以及

滚珠离心力等因素的影响。

不失一般性，假设轴承在安装过程中内圈沿 x轴

方向发生了倾斜，倾斜角度为 φix，其中第 j 个滚珠所

在的角位置为 θj，滚珠中心位置点为 Obj，该滚珠所在

的外滚道曲率中心轨迹点为 Ooutj，对应的内滚道曲率

中心轨迹点为 O inj，几何关系如图 3（a）所示。内圈倾

斜后内滚道曲率中心轨迹也随之发生变化，第 j个滚

珠所在相应的内滚道轨迹点变为 O inj′，滚珠中心点变

为 Obj′。结合图 4（a），不难推出内、外滚道的曲率中

心半径分别为
  
OO inj和

  
OO outj，其模长可以表示为：

|   
OO inj |= rb + r in， ||   

OO outj = R b - rout （1）

式中　 rin 和 rout 分别为内、外滚道曲率半径。引入

内/外滚道曲率半径系数 fi/o，因此轴承的内/外滚道

曲率半径可以表示为它们的曲率半径系数与滚珠直

径之积，即 rin=fidb，rout=fodb。

考虑到模型的通用性，进一步假定轴承内圈沿

y 轴方向也存在倾斜不对中，倾斜角度为 φiy，那么将

存在如下几何关系：

|      
D in O inj′ |= ( rb + r in) [ sin θj sin φ ix - cos θj sin φ iy ]

（2）

图 1 汇流行星排传动系统结构简图

Fig. 1 Structure diagram of transmission system of the 
confluence planetary row

图 2 行星轮系-轴承-转子系统动力学模型

Fig. 2 Dynamic model of planetary gear-bearing-rotor system
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|      
D in O inj |=

( rb + r in ) sin2 θj ( 1 - cos φ ix )2 + cos2 θj ( 1 - cos φ iy )2

（3）

|        
O outj N out |= |       

O outj O inj | cos θj =

( r in + rout - d b - c0 ) cos θj （4）

|       
O outj D in |= ( )||        

O outj N out

2

+ ( )||       
N out D in

2

=

{[ ]( r in + rout - d b - c0 ) cos θj

2
+

}[ ]( r in + rout - d b - c0 ) sin θj -( rb + r in ) B i

1
2 （5）

根据图 3（a）所示的几何关系，可得轴承因倾斜

不对中所致第 j 个滚珠所在的角位置处产生的接触

角 αij，表示为：

α ij = arctan ( ||       
D in O inj ′

||       
O outj D in ) （6）

倾斜不对中后第 j 个滚珠处的法向间隙表示为

Δ ij。由于轴承滚道曲率半径远大于法向间隙，结合

图 4（b），第 j 个滚珠所在角位置的轴承径向间隙 c'0ij

可以表示为：

c'0ij = Δ ij

cos α ij
=

r in + rout - d b - ( )||       
D in O inj ′

2

+ ( )||       
O outj D in

2

cos
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
arctan ( )||       

D in O inj ′

||       
O outj D in

（7）
最后，将式（2）和（5）代入式（6）和（7）中，并记

a0 = ( f i + fo - 1 ) ⋅ d b o 可以得到在轴承内圈沿任意

方向发生倾斜不对中后，接触角与轴承间隙的广义

表达式为：

α ij = arctan
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç ( )rb + f i × d b A i

( )a0 - c0
2 cos2 θj + [ ]( a0 - c0 ) sin θj -( rb + f i × d b ) B i

2

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

（8）

c0ij ′=
a0 - ( )rb + f i × d b

2
A 2

i + ( )a0 - c0
2 cos2 θj + [ ]( a0 - c0 ) sin θj -( rb + f i × d b ) B i

2

cos
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
arctan

æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷( )rb + f i × d b A i

( )a0 - c0
2 cos2 θj + [ ]( a0 - c0 ) sin θj -( rb + f i × d b ) B i

2

（9）

在式（5），（8）和（9）中：

A i = sin θj sin φ ix - cos θj sin φ iy （10）

B i = sin2 θj ( 1 - cos φ ix )2 + cos2 θj ( 1 - cos φ iy )2

（11）
同理，对于轴承外圈倾斜，假设轴承在安装过程

中外圈沿 x 和 y 轴方向的倾斜角度分别为 φox和 φoy，

几何关系如图 3（b）所示。外圈倾斜后外滚道曲率

中心轨迹也随之发生变化，第 j 个滚珠所对应的外

滚道轨迹点变为 O 'outj。结合如图 3（b）所示的几何关

系，推导过程同前。因此最终得到轴承外圈沿任意

方向发生倾斜不对中后，接触角 αoj与轴承间隙 c'0oj 的

广义表达式：

αoj = arctan
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç ( )R b - fo × d b A o

( a0 - c0 )2 cos2 θj + [ ]( a0 - c0 ) sin θj +( R b - fo × d b ) B o
2

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

（12）

c'0oj =
a0 - ( )R b - fo × d b

2
A 2

o + ( )a0 - c0
2 cos2 θj + [ ]( a0 - c0 ) sin θj +( R b - fo × d b ) B o

2

cos
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
arctan

æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷( )R b - fo × d b A o

( a0 - c0 )2 cos2 θj + [ ]( a0 - c0 ) sin θj +( R b - fo × d b ) B o
2

（13）

在式（12）和（13）中：

A o = sin θj sin φ ox - cos θj sin φ oy （14）

B o = sin2 θj ( 1 - cos φ ox )2 + cos2 θj ( 1 - cos φ oy )2

（15）
由所推导的公式可见，当深沟球轴承存在安装

倾斜不对中时，第 j 个滚珠所在位置处的轴承间隙

不仅与不对中量有关，还和与之产生的接触角、轴承

的内外圈半径、内外滚道的曲率半径系数、滚珠直

径、初始间隙均有关。根据文献［13］，假设第一个滚

珠的初始位置角为 0，结合本文假定的轴承安装关

系，则轴承的第 j个滚珠的角位置 θj可以表示为：

θj = ωrb t
R b + rb

+ 2π
N b

( j - 1) （16）

结合式（8）~（16），可得轴承不对中情况下第 j
个滚珠与滚道之间的接触变形为：
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δj = x cos θj + y sin θj - c'0n， n = ij，oj （17）
式中　x 和 y 分别为内圈中心在水平和竖直方向所

产生的振动位移量；下角标 n 分别代表内圈倾斜不

对中（ij）和外圈倾斜不对中（oj）。

根据非线性赫兹接触理论，滚珠与滚道之间只

能产生法向正应力，即只有在 δj>0 时才有作用力。

引入 Heaviside 函数 H（δj），结合文献［10，14］，滚动

轴承由于不对中所产生的非线性轴承力在 x 和 y 方

向可分别表示为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

F bx = -∑
j = 1

N b

cbj δ j
1.5 H ( δj ) cos αn cos θj

F by = -∑
j = 1

N b

cbj δ j
1.5 H ( δj ) cos αn sin θj

（18）

式中　cbj表示第 j个滚珠的赫兹接触刚度，与相互接

触的材料和形状有关。对于钢质轴承，有［2］：

cbj =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê( 1
cbin )

2
3

+ ( 1
cbout )

2
3ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
-1.5

（19）

式中　 cbk （k=in， out）为球轴承对内外滚道的载荷

变形系数，表达式为：

cbk = 2.1458 × 105∑ρ-0.5
k ( δ *

k )-1.5 （20）
其中，参数 δ *

k 可根据文献［2］得到；∑ρk 为内/
外滚道曲率和，表示为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∑ρ in = 1
d b ( )4 - 1

f i
+ 2γ

1 - γ

∑ρout = 1
d b ( )4 - 1

fo
- 2γ

1 + γ

， γ = d b cos αn

D b

（21）

1. 2　行星轮系动力学模型

行星排系统动力学模型示意图如图 5 所示。系

统整体坐标系 OXYZ 固结于行星架中心 Oc 点。为

表达方便，建立与行星架同方向同转速旋转的旋转

坐标系 oqxqyqzq （q=r， pi， c， s，下同）。假设齿圈 ⁃行
星轮和太阳轮 ⁃行星轮在啮合线方向上的相对位移

分别为 δrpi 和 δspi，这里按照主动轮到从动轮的方向

绘制啮合线，并假定相对位移取压为正、拉为负，各

转动构件逆时针旋转为正。设构件 q 的基圆半径为

rbq，ψi为第 i个行星齿轮位置角，则有：

ì

í

î

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

δ rpi = ( )x pi - x r cos ( )ψi - αg + π 2 +

( )ypi - y r sin ( )ψi - αg + π 2 - θzr rbr + θzpi rbpi

δ spi = ( )x pi - x s cos ( )ψi + αg + π 2 +

( )ypi - y s sin ( )ψi + αg + π 2 - θzs rbs - θzpi rbpi

ψ i = ω c t + 2π
N

( )i - 1

（22）
式中　αg 为齿轮的压力角，ω c 为行星架转速，N 为行

星轮个数。假设齿圈与第 i 个行星轮的啮合作用线

与 x 轴正向夹角为 ψ rpi，太阳轮与第 i 个行星轮的啮

合作用线与 x 轴正向夹角为 ψ spi，并记 ψ rpi = ψi -
αg + π/2，ψ spi = ψi + αg + π/2。

基于集中参数法，建立 6 自由度行星轮系动力

学方程如下式：

图 3 轴承倾斜不对中几何关系示意图

Fig. 3 Schematic diagram of geometric relationship of 
bearing tilt misalignment

图 4 轴承的内部尺寸关系

Fig. 4 Internal dimension relationship of bearing
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ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

m r ẍ r + cx r ẋ r + kx r x r - ∑
i = 1

N

F rpi cos ψ rpi =

m r x r ω 2
c + 2m r ẏ r ω c + F b1x

m r ÿ r + cy r ẏ r + ky r y r - ∑
i = 1

N

F rpi sin ψ rpi =

m r y r ω 2
c - 2m r ẋ r ω c + F b1y - m r g

m r z̈ r + cz r ż r + kz r z r = 0
Jdr θ̈xr + cθx r θ̇xr + kθx r θx r + ω r Jpr θ̇yr = 0
Jdr θ̈yr + cθy r θ̇yr + kθy r θy r - ω r Jpr θ̇xr = 0

Jpr θ̈ zr - ∑
i = 1

N

F rpi rbr = T in

（23）

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

m s ẍ s + cxs ẋ s + kxs x s - ∑
i = 1

N

F spi cos ψ spi =

m s x s ω 2
c + 2m s ẏ s ω c

m s ÿ s + cys ẏ s + kys y s - ∑
i = 1

N

F spi sin ψ rpi =

m s y s ω 2
c - 2m s ẋ s ω c - m s g

m s z̈ s + czs ż s + kzs z s = 0
Jds θ̈xs + cθxs θ̇xs + kθxs θxs + ω s Jps θ̇ys = 0
Jds θ̈ys + cθys θ̇ys + kθys θys - ω s Jps θ̇xs = 0

Jps θ̈ zs + cθzs θ̇ zs + kθzs θzs - ∑
i = 1

N

F spi rbs = 0

（24）

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
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ï

ï

ï

ï

ï

ï
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ï

ï

ï

ï

ï

m p ẍ pi + cxp ( ẋ pi - ẋ c + rc θ̇ zc sin ψi )+ kxp ( x pi - x c + rc θzc sin ψi )+ F rpi cos ψ rpi + F spi cos ψ spi   =
m p x pi ω 2

c + 2m p ẏpi ω c + m p ω 2
c rbc cos ψi

m p ÿpi + cyp ( ẏpi - ẏ c - rc θ̇ zc cos ψi )+ kyp ( ypi - y c - rc θzc cos ψi )+ F rpi sin ψ rpi + F spi sin ψ spi =
m p ypi ω 2

c - 2m p ẋ pi ω c + m p ω 2
c rbc sin ψi - m p g

m p z̈pi + czp ( żpi - ż c - rc θ̇xc sin ψi + rc θ̇yc cos ψi )+ kzp ( zpi - z c - rc θxc sin ψi + rc θyc cos ψi )= 0   
Jdp θ̈xpi + cθxp ( θ̇xpi - θ̇xc )+ kθxp ( θxpi - θxc )+ ω pi Jpp θ̇ypi = 0
Jdp θ̈ypi + cθyp ( θ̇ypi - θ̇yc )+ kθyp ( θypi - θyc )- ω pi Jpp θ̇xpi = 0
Jpp θ̈ zpi - F spi rbpi + F rpi rbpi = 0

（25）
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m c ẍ c + cxc ẋ c + kxc x c + ∑
i = 1

N

cxpi ( ẋ c - ẋpi - rc θ̇ zc sin ψi ) + ∑
i = 1

N

kxpi ( x c - xpi - rc θzc sin ψi ) =

m c x c ω 2
c + 2m c ẏ c ω c - ∑

i = 1

N

m pi ω 2
c rbc cos ψi

m c ÿ c + cyc ẏ c + kyc y c + ∑
i = 1

N

cypi ( ẏ c - ẏpi + rc θ̇ zc cos ψi ) + ∑
i = 1

N

kypi ( y c - ypi + rc θzc cos ψi ) =

m c y c ω 2
c - 2m c ẋ c ω c - ∑

i = 1

N

m pi ω 2
c rbc sin ψi - m c g

m c z̈ c + czc ż c + kzc y c + ∑
i = 1

N

czpi ( ż c - żpi - rc θ̇yc cos ψi + rc θ̇xc sin ψi ) +

∑
i = 1

N

kzpi ( z c - zpi - rc θyc cos ψi + rc θxc sin ψi ) = 0   

Jdc θ̈xc + cθxc θ̇xc + kθxc θxc + ∑
i = 1

N

cθxpi ( θ̇xc - θ̇xpi ) + ∑
i = 1

N

kθxpi ( θxc - θxpi ) + ω c Jpc θ̇yc +

rc sin ψi
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
i = 1

N

[ ]czpi ( ż c - żpi - rc θ̇yc cos ψi + rc θ̇xc sin ψi )+ kzpi ( z c - zpi - rc θyc cos ψi + rc θxc sin ψi ) = 0

Jdc θ̈yc + cθyc θ̇yc + kθyc θyc + ∑
i = 1

N

cθypi ( θ̇yc - θ̇ypi ) + ∑
i = 1

N

kθypi ( θyc - θypi ) - ω c Jpc θ̇xc -

rc cos ψi
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
i = 1

N

[ ]czpi ( ż c - żpi - rc θ̇yc cos ψi + rc θ̇xc sin ψi )+ kzpi ( z c - zpi - rc θyc cos ψi + rc θxc sin ψi ) = 0

Jpc θ̈ zc - rc sin ψi
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
i = 1

N

[ ]kxpi ( x c - xpi - rc θzc sin ψi )+ cxpi ( ẋ c - ẋpi - rc θ̇ zc sin ψi ) +

rc cos ψi
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
i = 1

N

[ ]kypi ( y c - ypi + rc θzc cos ψi )+ cypi ( ẏ c - ẏpi + rc θ̇ zc cos ψi ) = -T out

（26）
式中　xq，yq 表示横向自由度；zq 表示轴向自由度；

θxq，θyq表示摆动自由度；θzq表示扭转自由度；mq，Jdq和

Jpq 分别为构件 q 的质量、直径转动惯量和极转动惯

量；kxq（cxq），kyq（cyq），kzq（czq），kθxq（cθxq）和 kθyq（cθyq）分别
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为各构件在 x，y，z，θx 和 θy 方向的支承刚度（阻尼）；

kθzs和 cθzs分别为太阳轮在扭转方向的支承刚度和阻

尼；rc 为行星齿轮中心到行星架中心的距离；Tin 和

Tout 分别为系统的输入和输出扭矩。Fb1x/y 为轴承 1
的非线性支撑力。Frpi 和 Fspi 分别为齿圈 ⁃行星轮和

行星轮⁃太阳轮的动态啮合力，其与各自的时变啮合

刚度 krpi，kspi以及啮合阻尼 crpi，cspi有关，表达式为：

Fm = km ( t ) δm + cm ( t ) δ̇m，    m = spi， rpi （27）

c rpi ( t )= 2ξ
k rpi ( t )

1
mr

+ 1
m pi

，

c spi ( t )= 2ξ
k spi ( t )

1
ms

+ 1
m pi

（28）

式中　ξ为阻尼比，取值为 0.1。
本文基于文献［14］的轮齿承载接触分析（LT⁃

CA）方法计算齿轮时变啮合刚度。基于文献［15］的

方法计算得到行星轮系同类型啮合副之间的相位

差，即第 i 个太阳轮 ⁃行星轮啮合副与第 1 个太阳轮 ⁃
行星轮副之间的相位差 λspi，以及第 i 个齿圈 ⁃行星轮

副与第 1 个齿圈 ⁃行星轮副之间的相位差 λrpi均为 0；
不同类型啮合副（第 i个太阳轮⁃行星轮啮合副与第 i

个齿圈 ⁃行星轮副）的相位差 λsr=0.1587。行星轮系

参数如表 1 所示。最终得到的齿轮时变啮合刚度参

如图 6 所示。

1. 3　转子有限元模型

采用 Timoshenko 梁单元模拟转子，轴段单元示

意图见文献［13］，梁单元中每个节点均含 6 个自由

度。根据文献［16］得到第 p 个轴段的质量矩阵Mp、

刚度矩阵 Kp和陀螺矩阵 Dp。通过组装得到各含 78
个自由度的输入轴矩阵Ms1，Ks1 和 Ds1，输出轴矩阵

Ms2，Ks2和Ds2，继而可根据式（29）得到转子系统的质

量矩阵 M r、刚度矩阵 Kr 和陀螺矩阵 Dr。结合文献

［13］，本文采用比例阻尼形式得到转子阻尼矩阵 Cr。

M r=M s1 +M s2， K r=

K s1 + K s2， D r=D s1 + D s2 （29）

1. 4　行星轮系⁃滚动轴承⁃转子系统动力学模型

结合式（18），（23）~（26），（29），行星轮系⁃轴承⁃
转子系统的动力学模型最终可以表示为：

(M p +M r) Ü+(C b + C r + C p + D r + D p )U̇+

(K b + K r + K p + K c)U= T+ F b - G （30）
式中　U为系统的位移向量；Mp和Dp分别为行星轮

系质量和陀螺矩阵；Kb和Cb分别为系统支承刚度和阻

尼矩阵；Kp和 Cp分别为啮合刚度和阻尼矩阵；Kc为离

心刚度矩阵；T表示系统输入、输出扭矩向量；G为系

统重力向量。Fb为非线性轴承力向量，轴承力分别置

于节点 10和 26上。

值得注意的是，本文中 4 号轴承内、外圈分别与

输入、输出轴相连，如图 7 所示。因此该轴承的轴承

力向量可以表示为：

ì
í
î

F bm = K bmum + C bm u̇m - K bnun - C bn u̇n，m = 12
F bn = K bnun + C bn u̇n - K bmum - C bm u̇m，n = 21

（31）

图 5 行星轮系模型示意图

Fig. 5 Schematic diagram of the planetary gear train model

表 1 行星轮系参数

Tab. 1 The parameters of planetary gear train

齿圈

太阳轮

行星轮

行星架

质量/
kg

20.0825

2.6343

1.47

4.33345

直径转

动惯量/
(kg∙m2)
0.324

0.2325

1.603×
10−3

0.17

极转动

惯量/
(kg∙m2)
0.6328

0.4541

2.809×
10−3

0.255

齿数/
个

100

35

32

-

模数/
mm

4

-

压力角/
(°)

25

-

图 6 行星轮系时变啮合刚度

Fig. 6 Time-varying meshing stiffness of planetary gear train
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K bm = diag { kbx， kby， kbz， kbθx， kbθy， 0 } （32）
C bn = diag { cbx， cby， cbz， cbθx， cbθy， 0 } （33）

式中　Fbm， n 为节点 m，n 处的轴承力向量；Kbm， n 和

Cbm， n 分别为轴承 4 的刚度和阻尼矩阵；um， n 为节点

m，n 处的振动位移向量；kbl 与 cbl ( l = x，y，z，θx，θy )
分别为轴承 4 在 l方向的支撑刚度和阻尼。

将此引入到系统动力学方程（30）中，系统刚度矩

阵结构示意图如图 8所示，系统阻尼矩阵与此相同。

各构件的支承刚度与阻尼参数如表 2 所示。系

统左、右两端支撑轴承参数参如表 3 所示。

2　含轴承不对中的系统动力学响应

2. 1　轴承不对中对系统动态特性的影响

当系统输入转速 1200 r/min、输入扭矩 1000 N·m

时，研究了轴承倾斜不对中对系统动力学响应的影

响 。 不 失 一 般 性 ，本 文 假 设 系 统 右 侧 支 撑 轴 承

（SKF6018，轴承 2）内圈绕 x 轴倾斜角度 φ ix=0.2°。
计算得到倾斜不对中对轴承任一滚珠旋转一周的

接触角、轴承间隙、接触刚度的变化规律如图 9
所示。

由图 9 可见，倾斜不对中使轴承间隙、接触角和

接触刚度不再是一个常数，而是均呈现周期性波动

变化的规律。倾斜不对中使轴承一周内出现两个负

游隙区域。这表明倾斜不对中导致轴承出现两个承

载区，轴承上的每个滚珠在旋转一周的过程中均会

循环两次出现“压紧”与“放松”的交替变化。除此之

外，虽然滚珠旋转一周的平均接触角仍为 0，但接触

角的变化范围接近±10°。倾斜不对中使轴承每个

滚珠处的接触角出现波动，这与文献［5］采用拟静力

学方法所得到的规律相似。根据公式（19）~（21）可

知，随着接触角度的波动性变化，轴承每个滚珠的接

触刚度也出现周期性变化，而且滚珠旋转一周，接触

刚度也会波动两次。轴承接触刚度也由于不对中的

出现而提高。根据轴承运动学，第 j 个滚珠的公转

角速度 ωbj可以计算为：

图 7 轴承 4 支撑结构示意图

Fig. 7 Schematic diagram of support structure of bearing 4

图 8 系统刚度矩阵结构示意图

Fig. 8 Structural diagram of system stiffness matrix

表 2 各构件的支承刚度与阻尼

Tab. 2 Supporting stiffness and damping of each component

方向

x/y

z

θx/θy

θz

支承刚度

太阳轮

5×108 N/m

1×108 N/m

5×104 N·m/rad

1×109 N·m/rad

行星轮

1×109 N/m

1×106 N/m

5×104 N·m/rad

0

其他

5×108 N/m

1×108 N/m

5×104 N·m/rad

0

支承阻尼

太阳轮

500 N/(m/s)

200 N/(m/s)

100 N·m·s/rad

1×104 N·m·s/rad

其他（含行星轮）

500 N/(m/s)

200 N/(m/s)

100 N·m·s/rad

0

表 3 系统左、右两端的滚动轴承参数

Tab. 3 Rolling bearing parameters of the left and right 
ends of the system

参数

型号

轴承内滚道半径 rb/mm
轴承外滚道半径 Rb/mm

滚珠直径 db/mm
滚珠个数

曲率半径系数 fi, fo

初始接触角 α0/(°)
初始轴承间隙 c0/μm

轴承 1
INA61819

50.18
57.32

7.14
26
0.52
0
2

轴承 2
SKF6018

49.96
65.04
15.08

14
0.52

0
2
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ω bj = ω
2 (1 - D b cos αn

d b ) （34）

在轴承内圈转速 ω 一定的情况下，滚珠的角速

度大小取决于接触角的大小。由于轴承倾斜不对中

使每个滚珠的接触角均不同，因此使每个滚珠的公

转角速度均不相同。由此致使一些滚珠与保持架的

转速不相等，继而使滚珠与保持架之间发生弹性碰

撞，这也可能是导致保持架疲劳断裂的原因之一。

结合公式（17）和（19）计算得到了第 j 个滚珠与

滚道间最大法向接触力 Fj=cbjδj
1.5。进一步研究了

不对中对轴承接触力的影响规律，如图 10 所示。可

见随着不对中程度的加剧（φix/ox∈［0°， 0.2°］），内、外

圈不对中均导致轴承接触力呈现非线性增大趋势，

不对中程度越大，轴承接触力增幅越大。当轴承健

康运行（φi/ox=0°）时，最大法向接触力为 22.015 N；

而当内圈倾斜角度 φix=0.2°时，最大法向接触力急

剧增大，可达约 2521.6 N，比健康状态的接触力增大

了约 114.5 倍，这会大幅缩短轴承的使用寿命。另

外，外圈倾斜不对中所致的接触力要略小于内圈倾

斜不对中情况。

在健康状态（无不对中）、内圈倾斜 φix=0.2°、外
圈倾斜 φox=0.2°三种情况下的系统频谱成分分别如

图 11（a）~（c）所示。这里记齿轮啮合频率为 fm，轴

承 1 的变柔度振动（VC）频率为 fvc1，轴承 2 的 VC 频

率为 fvc2。在健康状态下，系统中的频率成分由齿轮

啮合频率及其谐波成分、两个轴承的 VC 频率组成。

其中 fm 为主导频率，说明健康状态下系统的主要激

振来源是齿轮单双齿啮合所造成的振动。另外，此

时 fvc1 的频率幅值也要大于 fvc2。当轴承存在不对中

时，系统中除了仍存在的齿轮啮合频率及其谐波成

分外，发生不对中的轴承 2 频率 fvc2及其倍频的幅值

相应增大，甚至超过齿轮频率 fm 成为系统振动的主

导频率；相反，轴承 1 频率 fvc1 幅值逐渐减弱甚至消

失。与此同时还出现了齿轮频率和轴承频率的组合

频率成分，如 fm − fvc2，fm − 2fvc2 等。系统在不同不对

中程度下的振幅曲线如图 12 所示。随着不对中量

的增大，系统的振幅有所下降，这是由于轴承不对中

相当于轴承对系统的约束效应得到加强。值得注意

的是，虽然内、外圈在不同倾斜量下的频谱特征规律

变化一致，但在相同的倾斜角度下，轴承外圈倾斜不

对中所产生的系统振幅要高于轴承内圈的倾斜情

况，这说明轴承外套圈安装倾斜对系统振动的影响

要强于内圈倾斜所引起的振动。这主要是因为，虽

然倾斜角度相同（φix= φox），但根据公式（8），（9）以

及公式（12），（13）可以看出，倾斜导致的接触角和轴

图 11 系统频谱图

Fig. 11 FFT spectrum diagram of the system

图 9 轴承倾斜不对中量对接触角、轴承间隙、接触刚度的影响

Fig. 9 The effect of bearing tilt misalignment on contact angle， bearing clearance and contact stiffness

图 10 倾斜不对中量对轴承接触力的影响

Fig. 10 The effect of tilt misalignment on the bearing contact 
force
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承间隙的改变量是不相等的，因此轴承倾斜所导致

施加于系统上的非线性轴承力大小也是不同的。

2. 2　轴承初始径向间隙的影响

以轴承内圈倾斜不对中角 φix=0.2°的情况为

例，进一步讨论当轴承处于倾斜不对中情况下，通过

改变轴承 2 的初始径向间隙 c0，分析其对接触角、轴

承径向间隙、接触刚度的影响，如图 13 所示。

由图 13 可见，增大轴承初始间隙使倾斜不对中

所导致的接触角和接触刚度波动量略有增大，并导

致倾斜不对中下的轴承间隙整体向上移动，呈线性

增大趋势，甚至可以远离负游隙区域，从而避免滚珠

挤死，说明增大轴承的初始径向间隙可以补偿轴承

安装不对中所带来的不利影响，这与文献［17］所得

结果一致。

以轴承初始径向间隙 c0分别取 0 μm 和 20 μm 为

例，进一步说明轴承倾斜不对中对系统振动特性的

影响。图 14 为不同轴承间隙下系统的位移波形、加

速度波形、加速度 FFT 谱图。当轴承间隙 c0=0 μm
时，位移波形呈现出明显的高低频混合振动特征，这

说明此时系统仍以高频（齿轮频率 fm）振动为主导，

加速度谱图中也以 fm 及其高次谐波成分为主；而当

轴承间隙 c0=20 μm 时，振动位移波形近似为一正弦

波，此时系统以低频（轴承频率 fvc2）振动为主导，振

图 14 不同轴承间隙下系统的位移波形图、加速度波形图、加速度谱图

Fig. 14 Displacement waveform diagram， acceleration waveform diagram and acceleration spectrum diagram of the system under 
different bearing clearance

图 12 倾斜不对中量影响下的系统振幅曲线

Fig. 12 The amplitude curve of the system under the influ⁃
ence of tilt misalignment

图 13 轴承初始径向间隙对接触角、轴承间隙、接触刚度的影响

Fig. 13 The effect of bearing initial radial clearance on contact angle， bearing clearance and contact stiffness
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动中心在重力的作用下向下移动。从加速度波形可

以看出，轴承间隙增大后加速度幅值有所降低。在

加速度频谱中，除了齿轮啮合频率 fm 及其谐波成分

外，还出现了轴承频率及其高次谐波成分，即 nfvc2（n
为正整数），轴承的变柔度频率幅值增大，说明轴承

变柔度振动加剧；以及以齿轮啮合频率为中心，以轴

承频率及其倍频为边带的频率调制现象，即 mfm±
nfvc2（m，n 均为正整数）。

轴承间隙对含倾斜不对中系统振幅的影响结果

如图 15 所示。由图可见，随着轴承间隙 c0由 0 μm 增

大至 20 μm，系统振幅同样也随着轴承初始间隙的

增大而升高，系统的非线性增强，这不利于机械系统

的稳定运行。由上述结果可知，在系统振动允许范

围内，可以适当选取较大的轴承间隙，从而减弱轴承

安装不对中的不良影响。

2. 3　轴承滚道曲率半径的影响

进一步通过改变轴承 2 的滚道曲率半径系数

fi/o，以研究其对含有轴承不对中的系统动态特性影

响规律。不对中量取值同前。首先分析了滚道曲率

半径系数 fi/o∈［0.505， 0.525］对轴承参数（接触角、

轴承径向间隙、接触刚度）的影响，结果如图 16 所

示。由图可见，随着曲率半径系数的增大，轴承径向

间隙和接触角的波动量均存在明显的减小趋势。轴

承平均间隙也随之减小，轴承的“压紧”程度减弱。

而轴承 Hertz 接触刚度呈现出非线性减小的趋势，

即滚道曲率半径越大，Hertz 接触刚度的减小程度

越小。

不同滚道曲率半径对含倾斜不对中系统振动响

应的影响结果如图 17 所示。系统的频谱特征与如

图 14 所示的增大轴承间隙情况规律几乎一致，即从

图 17 中可以清晰地观察到轴承 2 的变柔度振动频率

fvc2 的幅值随着轴承滚道曲率半径系数的增大而增

大，与此同时，其倍频成分如 2fvc2，3fvc2，4fvc2等的幅值

也随之增大。此外仍出现了以齿轮啮合频率为中

心，以轴承频率及其倍频为边带的频率调制现象，即

mfm±nfvc2（m，n 均为正整数）。结合图 18 可见，系统

振幅也同样随着滚道曲率半径的增大而增大，这说

明增大滚道曲率半径系数也使倾斜不对中所带来的

轴承变柔度振动加剧。

3　结　论

基于 Hertz 接触理论，根据轴承不对中后的几

图 15 不同轴承初始径向间隙影响下的系统振幅

Fig. 15 System amplitude under the influence of different 
bearing initial radial clearance

图 16 不同滚道曲率半径对轴承接触角、径向间隙、接触刚度的影响

Fig. 16 The effect of different raceway curvature radius on bearing contact angle， radial clearance and contact stiffness

图 17 不同滚道曲率半径下系统加速度谱图

Fig. 17 Acceleration spectrum diagram of the system under 
different raceway curvature radius

图 18 不同滚道曲率半径影响下的系统振幅

Fig. 18 System amplitude under the influence of different 
raceway curvature radius
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何关系，提出可应用于复杂旋转机械系统的球轴承

内/外圈倾斜不对中非线性轴承力模型。并结合转

子系统有限元模型，行星轮系集总参数模型，建立了

行星轮系⁃滚动轴承⁃转子系统动力学模型。采用数

值仿真方法分析了当轴承处于倾斜不对中状态下的

系统动力学响应，得到的结论如下：

（1）倾斜不对中导致轴承接触力急剧增大，并使

轴承出现两个承载区。每个滚珠在每时刻下的轴承

间隙、接触角、接触刚度均发生周期性波动；轴承的

接触刚度也增大。由于每个滚珠接触角均不相同，

还导致滚珠的公转角速度不一致，这会进一步导致

滚珠与保持架之间发生弹性碰撞。

（2）倾斜不对中导致轴承 VC 频率幅值增大，甚

至超过齿轮啮合频率成为系统振动的主要激励频

率。在较大的轴承间隙下，还出现了以齿轮啮合频

率为中心，以轴承频率及其倍频为边带的频率调制

现象，即 mfm±nfvc2（m，n 均为正整数）。系统振幅有

所降低，这主要是由于不对中使轴承对系统的约束

作用增强所致。

（3）增大滚道曲率半径可使接触角非线性减小，

径向间隙非线性增大。增大轴承初始径向游隙可以

使不对中情况下的轴承径向间隙线性增大，甚至远

离负游隙区域。然而，增大滚道曲率半径和轴承间

隙会加剧轴承变柔度振动。因此，在系统振幅的允

许范围内，可适当选择较大的轴承间隙，以抵消轴承

安装不对中造成的不利影响。
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Dynamic characteristics of planetary gear-rotor system with 
bearing tilt misalignment

WANG Peng-fei1， XU Hong-yang1， MA Hui1，2， YANG Yang3

（1.School of Mechanical Engineering & Automation， Northeastern University， Shenyang 110819， China； 
2.Key Laboratory of Vibration and Control of Aero-Propulsion Systems Ministry of Education， Northeastern University， 

Shenyang 110819， China； 3.China North Vehicle Research Institute， Beijing 100072， China）

Abstract: Aiming at the misalignment problem of the support bearing in the planetary gear transmission system of a tracked vehi⁃
cle， the equation of motion of the planetary gear-rotor system with bearing tilt misalignment was established. A bearing force mod⁃
el was proposed based on the nonlinear Hertz contact theory， which could be considered when the ball bearing was respectively in 
the condition of inner/outer ring tilt misalignment. The proposed model was coupled with the lumped mass model of planetary gear 
and the finite element model of rotor， and the dynamic model of planetary gear transmission system was obtained. The influence of 
bearing misalignment on the system dynamic characteristics was analysed， and the evolution law of the parameters such as raceway 
curvature radius and initial bearing radial clearance on the system dynamic characteristics was further discussed. The results show 
that the bearing tilt misalignment lead to the sharp increase of bearing contact force， the periodic fluctuation of contact angle， con⁃
tact stiffness and bearing clearance， the increase of varying compliance （VC） vibration frequency amplitude and the decrease of sys⁃
tem amplitude. Enhancing the raceway curvature radius and bearing initial clearance can increase the VC vibration. However， the 
appropriate selection of large bearing clearance can offset the adverse effects caused by tilt misalignment of bearing installation.

Key words: rotor dynamics； planetary gear-rotor system；bearing misalignment；rolling bearing；dynamic characteristics
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