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摘要 : 基于弹性波在非饱和多孔介质与单相弹性介质中的传播理论，考虑在非饱和土地基中设置一定厚度的复合

多层波阻板（复合多层波阻板以 3 层为例），利用 Helmholtz 矢量分解定理，推导了非饱和土地基中 P1波通过复合多

层波阻板的透射、反射振幅比的解析解。通过数值算例分析了层间波阻板剪切模量和密度等物理、力学参数对非饱

和土地基中 P1波通过复合多层波阻板时传播特性的影响规律。结果表明：复合多层波阻板中层间波阻板材料的剪

切模量对透、反射系数影响显著，层间波阻板材料的密度对透、反射系数影响较小。故严格控制层间波阻板的剪切

模量可以获得很好的隔振效果，这为复合多层波阻板在地基振动控制领域中的应用提供理论指导。
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引  言

随着城镇化建设的迅速发展，各种人工振动引

起的振动污染问题日益突出，如交通荷载、工程施

工、动力机器等引起的环境振动严重影响了精密仪

器和设备的正常工作，同时给人们的工作环境和生

活环境带来了不同程度的影响。因此，分析弹性波

通过隔振屏障的传播过程和地基振动规律，从而找

到能够有效降低振动危害的隔振措施，是研究各种

环境振动控制的根本目的，对实际工程应用具有重

要的实用价值和现实意义。

目前，国内外学者关于连续屏障和非连续屏障

等不同形式隔振屏障的减振隔振效果进行了大量研

究［1⁃6］。除此之外，另一种可供选择的隔振措施是

Chouw 等［7⁃8］提出的在地基中设置波阻板（Wave Im⁃
pedance Block，WIB）进行减振隔振，其分析结果表

明波阻板的被动隔振效果要优于填充沟。随后，

Takemiya 等［9］采用有限元法比较了波阻板和空沟的

隔振效果，结果表明在低于截止频率的频率范围内，

WIB 的隔振效果更好。文献［10⁃12］对弹性地基中

波阻板的隔振效果进行了研究，结果表明，增加

WIB 的厚度和模量是最有效的两种隔振措施。李

伟［13］采用半解析边界元法，详细分析了层状地基中

波阻板的隔振效果，建立了基本的隔振设计准则。

高广运等［14⁃17］对二维和三维波阻板进行了隔振性能

研究，发现波阻板在低频时具有较好的隔振效果。

除了对均质波阻板的减振隔振研究，马强等［18⁃19］还

分析了移动荷载作用下弹性地基与饱和土地基中梯

度非均匀波阻板的隔振效果。焦欧阳等［20］通过现场

试验对公路交通荷载作用下复杂地基中 3 种不同材

料波阻板的实际隔振效果进行研究，得出了泡沫夹

芯波阻板的隔振效果最好的结论。徐长节等［21］对饱

和土中夹水混凝土复合式隔振屏障的隔振效果展开

了分析，结果表明增加混凝土的弹性模量及泊松比

可以增强隔振效果，且弹性模量对隔振效果的影响

更为显著。

需要指出的是，以往研究绝大多数都集中在弹

性地基或饱和土地基中均质 WIB 隔振性能的情形，

而对于自然界中更具普遍性的非饱和土地基中隔振

性能的研究鲜有报道。此外，以往在地基振动控制

研究中对均质波阻板的研究较多，而对复合多层非

均匀材料作为隔振屏障的研究很少。根据文献［22］
可知，多层介质交界面差异性越大，弹性波透反射效

应越显著。因此本文提出一种复合多层波阻板作为

隔振屏障的地基隔振体系，针对更具有普遍性的非

饱和土地基的振动控制问题，主要研究非饱和土地

基中弹性波通过复合多层波阻板的传播特性。考虑
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在非饱和土地基中设置复合多层波阻板，运用弹性

波在非饱和多孔介质与单相弹性介质中的传播理论

以及 Helmholtz 分解定理，推导了在非饱和土地基

中 P1波通过复合多层波阻板后透、反射振幅比的解

析解，利用数值算例分析了各层波阻板的剪切模量

和密度对多层波阻板隔振性能的影响规律，旨在为

复合多层波阻板隔振体系在地基振动控制领域中的

应用提供设计准则。

1　非饱和土介质的波动方程

考虑非饱和土是由固⁃液⁃气组成的多孔多相复

杂结构，分别由上标“S”，“L”和“G”表示各相组分，

在本文中用符号 α 分别定义各相组分，即 α=S，L，

G。用 nα表示 α 相介质的体积分数，可以由孔隙率 n
和 饱 和 度 Sr 表 示 ，即 nS = 1 - n，nL = nSr，nG =
n (1 - S r)。

非 饱 和 地 基 土 层 用 非 饱 和 多 孔 介 质 模 拟 。

Chen 等［23］基于多孔介质混合物理论，提出了如下非

饱和孔隙介质的波动方程：

nS ρS üS = (γSS + nS λS + nS μS) ∇ (∇ ⋅ uS)+
nS μS ∇2uS + γSL ∇ (∇ ⋅ uL)+ γSG ∇ (∇ ⋅ uG )+

ζL ( u̇L - u̇S)+ ζG ( u̇G - u̇S) （1a）
nL ρL üL = γSL ∇ (∇ ⋅ uS)+ γLL ∇ (∇ ⋅ uL)+

γLG ∇ (∇ ⋅ uG )- ζL ( u̇L - u̇S) （1b）
nG ρG üG = γSG ∇ (∇ ⋅ uS)+ γLG ∇ (∇ ⋅ uL)+

γGG ∇ (∇ ⋅ uG )- ζG ( u̇G - u̇S) （1c）
式中  uα 表示 α 相介质的位移矢量；u̇α 和 üα 分别表

示 α 相介质的速度与加速度；ρα 表示 α 相介质的密

度；ζL 和 ζG 分别表示固体骨架与液体和气体之间的

黏滞力参数 ；λS 和 μS 是非饱和多孔介质骨架的

Lamé 常数；∇2 表示 Laplace 算子；系数 γSS，γLL，γGG，

γSL，γSG，γLG 为孔隙介质参数［23］。

考虑三相介质的位移矢量并引入势函数，采用

Helmholtz矢量分解定理，将位移矢量做如下分解：

uS = ∇ψS + ∇ × H S （2a）
uL = ∇ψL + ∇ × H L （2b）
uG = ∇ψG + ∇ × H G （2c）

式中  ψα 和H α（α=S，L，G）分别为固、液、气相三相

介质的标量势函数和矢量势函数。

将 式（2）代 入 式（1a）~（1c）中 ，则 波 动 方 程

（1a）~（1c）可改写为：

nS ρS ψ̈S = (γSS + nS λS + 2nS μS) ∇2 ψS + γSL ∇2 ψL +

γSG ∇2 ψG + ζL ( ψ̇L - ψ̇S)+ ζG ( ψ̇G - ψ̇S) （3a）

nL ρL ψ̈L = γSL ∇2 ψS + γLL ∇2 ψL + γLG ∇2 ψG -
ζL ( ψ̇L - ψ̇S) （3b）

nG ρG ψ̈G = γSG ∇2 ψS + γLG ∇2 ψL + γGG ∇2 ψG -
ζG ( ψ̇G - ψ̇S) （3c）

nS ρS Ḧ S = nS μS ∇2H S + ζL ( Ḣ L - Ḣ S)+

ζG ( Ḣ G - Ḣ S) （3d）

nL ρL Ḧ L = -ζL ( Ḣ L - Ḣ S)+ ζG ( Ḣ G - Ḣ S)  （3e）

nG ρG Ḧ G = -ζG ( Ḣ G - Ḣ S) （3f）

设式（3a）~（3f）的一般解具有如下形式：

ψα = A α exp [ ikP ( lx + nz - cP t ) ] （4a）

H α = Bα exp [ ikS ( lx + nz - cS t ) ] （4b）

式中  i = -1 ；kP 和 kS 分别为 P 波和 S 波的波数；

cP 和 cS 分别为 P 波和 S 波的波速；l 和 n 分别为对应

波的方向矢量值；A α 和 Bα 分别表示 P 波和 S 波在 α

相介质中的振幅。

将式（4a）和（4b）代入式（3a）~（3f）中，经过计

算分别得到 P 波和 S 波的特征方程为：
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式中

a11 = iω (ζL + ζG )+ ω2 ρS nS - k 2
P (γSS + nS λS + 2nS μS)，

a22 = iωζL + ω2 ρL nL - k 2
P γLL，a33 = iωζG + ω2 ρG nG -

k 2
P γGG，a12 = a21 =-iωζL - k 2

P γSL，a13 = a31 =- iωζG - 
k 2

P γSG， a23 = a32 = -k 2
P γLG； b11 = iω (ζL + ζG )+

ω2 ρS nS - nS μS k 2
S，b22 = iωζL + ω2 ρL nL，b33 = iωζG +

ω2 ρG nG，b12 = b21 = -iωζL，b13 = b31 = - iωζG，b23 =
b32 = 0。

根据公式（5a）和（5b）就可计算得到非饱和土介

质中 P 波和 S 波的传播速度为：

cPϑ = ω
Re( kPϑ )

，cS = ω
Re( kS )

（6）

2　数学模型

考虑在非饱和土地基中设置一定厚度的复合多

层波阻板，其中复合多层波阻板以 3 层为例，P1波从

非饱和土入射到复合多层波阻板后再透射到非饱和

土的过程中，在各个交界面上的反射与透射模型如

图 1 所示。P1波在非饱和多孔介质中以 θ0的角度入
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射后，会激励产生透射 P 波、透射 S 波、反射 S 波和 3
种反射 P 波。由于透射 P 波的能量至少是透射 S 波

的 14 倍，因此本文忽略了能量较低的透射 S 波，只

考虑能量较大的透射 P 波入射到非饱和土中，该理

论依据在后文中详细给出。然后透射 P 波穿过复合

多层波阻板再透射到非饱和土介质后，同样会激励

产生反射 S波、反射 P波、透射 S波和 3种透射 P波。

3　P1波在分界面上的反射与透射

3. 1　P1波从非饱和土介质入射到波阻板介质Ⅰ

在非饱和土介质与波阻板介质Ⅰ的分界面处，

入射、透射和反射波的位移势函数表示为如下形式：

（1）非饱和土介质中入射、反射波的势函数为：

ψα
u = A α

iP exp [ ik iP ( l iP x - n iP z - c iP t ) ]+

A α
rP1 exp [ ik rP1 ( l rP1 x + n rP1 z - c rP1 t ) ]+

A α
rP2 exp [ ik rP2( l rP2 x + n rP2 z - c rP2 t ) ]+

A α
rP3 exp [ ik rP3 ( l rP3 x + n rP3 z - c rP3 t ) ] （7a）

H α
u = Bα

rS exp [ ik rS ( l rS x + n rS z - c rS t ) ] （7b）

（2）波阻板介质Ⅰ中透射波的势函数为：

ψe = A I
tP exp [ ik I

tP ( l I
tP x - n I

tP z - c I
tP t ) ] （8a）

H e = B I
tS exp [ ik I

tS ( l I
tS x - n I

tS z - c I
tS t ) ] （8b）

式中  下标 i，r 和 t 分别表示入射、反射和透射波；ciP

是入射 P1波的波速；crS和 crPϑ分别为反射 S 波和三种

反射 P 波的波速，其中 ϑ 表示三种不同的 P 波（ϑ=
1，2，3）；ctP和 ctS分别是透射 P 波和透射 S 波的波速；

kiP是入射 P1波的波数；krS和 krPϑ分别为反射 S 波和三

种反射 P 波的波数；ktP 和 ktS 分别是透射 P 波和透射

S 波的波数；A α
rPϑ 表示三种反射 P 波在 α 相介质中的

振幅值；Bα
rS 表示反射 S 波在 α 相介质中的振幅值；

A I
tP 表示透射 P 波在波阻板介质Ⅰ中的振幅值；B I

tS

表示透射 S 波在波阻板介质Ⅰ中的振幅值；liP，l I
tP，

lrS，lrPϑ，l I
tS 和 niP，n I

tP，nrS，nrPϑ，n I
tS 分别为入射 P1波、透射

P 波、反射 S 波、3 种反射 P 波和透射 S 波的方向矢

量值。

根据 Snell 定律，透射角、反射角和入射角之间

有如下关系：

l iP k iP = l rP1 k rP1 = l rP2 k rP2 = l rP3 k rP3 = l rS k rS =
l I

tP k I
tP = l I

tS k I
tS （9）

从而由式（5）可得到不同振幅之间的关系如下：

δLϑ = A L
rPϑ

A S
rPϑ

= a11 a23 - a13 a21

a13 a22 - a12 a23
（10a）

δGϑ = A G
rPϑ

A S
rPϑ

= a32 a21 - a22 a31

a22 a33 - a23 a32
（10b）

δLS = BL
rS

BS
rS

= - b21

b22
（10c）

δGS = BG
rS

BS
rS

= - b31

b33
（10d）

在非饱和土地基和波阻板的分界面处，其边界

条件可表示为：

应力连续：

σ e
zz = σ S + σ L + σ G，σ e

zx = σ S
zx （11a）

位移连续：

ue
z = uS

z，ue
z = uL

z ，ue
z = uG

z ，ue
x = uS

x （11b）
在式（11）中，非饱和多孔介质和波阻板介质中

的应力张量采用如下形式表示［24］：

非饱和土介质中的应力张量为：

σ S
ij = [ (γSS + nS λS) ∇2 ψS

u + γSL ∇2 ψL
u + γSG ∇2 ψG

u ] ·

δij + 2nS μS εij （12a）
σ L = γSL ∇2 ψS

u + γLL ∇2 ψL
u + γLG ∇2 ψG

u （12b）
σ G = γSG ∇2 ψS

u + γLG ∇2 ψL
u + γGG ∇2 ψG

u （12c）
式中  δij 表示克罗内克函数。

弹性波阻板介质中的应力张量为：

σij = λeβ θδij + 2μeβ εij （13）
式中  λeβ 和 μeβ 表示波阻板介质 β 的 Lamé 常数；β 表

示不同的波阻板介质（β=Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ）；θ 为骨架颗粒

的体积应变；εij 为土体骨架的应变。

将式（12）~（13）代入式（11a）~（11b）中可得到

用势函数表示的边界条件为：

λeβ ∇2 ψe + 2μeβ( ∂2 ψe

∂z2 + ∂2H e

∂x∂z )= (γSS + γSL + γSG +

nS λS) ∇2 ψS
u + (γSL + γLL + γLG ) ∇2 ψL

u + (γSG +

图 1 非饱和土地基设置复合多层波阻板时入射 P1 波的传

播示意图

Fig.  1 Propagation diagram of incident P1-wave when set⁃
ting the composite multilayer WIB in unsaturated soil 
foundations
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γLG + γGG ) ∇2 ψG
u + 2nS μS ( ∂2 ψS

u

∂z2 + ∂2H S
u

∂x∂z ) （14a）

μeβ(2 ∂2 ψe

∂x∂z
+ ∂2H e

∂x2 - ∂2H e

∂z2 )= nS μS (2 ∂2 ψS
u

∂x∂z
+

∂2H S
u

∂x2 - ∂2H S
u

∂z2 ) （14b）

∂ψe

∂z
+ ∂H e

∂x
= ∂ψS

u

∂z
+ ∂H S

u

∂x
（14c）

∂ψe

∂z
+ ∂H e

∂x
= ∂ψL

u

∂z
+ ∂H L

u

∂x
（14d）

∂ψe

∂z
+ ∂H e

∂x
= ∂ψG

u

∂z
+ ∂H G

u

∂x
（14e）

∂ψe

∂x
- ∂H e

∂z
= ∂ψS

u

∂x
- ∂H S

u

∂z
（14f）

在非饱和土介质与波阻板介质Ⅰ的分界面处

时，此时式（14）中的参数为 β= Ⅰ。将式（7）和（8）
代入式（14）中，结合 Snell定律式（9），得到如下的矩

阵关系式：

MN= A iPQ （15）
式 中  N= (A I

tP，B I
tS，A S

rP1，A S
rP2，A S

rP3，BS
rS) T

，矩 阵 M

和Q的系数见附录 A。

设入射波的振幅值 A iP为 1，则矩阵 N中的系数

分别表示非饱和土介质和波阻板介质Ⅰ分界面上的

振 幅 透 射 系 数 与 振 幅 反 射 系 数（R I
tP，R I

tS，

R rP1，R rP2，R rP3，R rS）。

3. 2　透射 P波从波阻板介质Ⅰ入射到波阻板介质Ⅱ

在波阻板介质Ⅰ与波阻板介质Ⅱ的分界面处，

入射、透射和反射波的位移势函数表示为如下形式：

（1）波阻板介质Ⅰ中入射、反射波的势函数为：

ψ I
e = A I

iP exp [ ik I
iP ( l I

iP x - n I
iP z - c I

iP t ) ]+

A I
rP exp [ ik I

rP ( l I
rP x + n I

rP z - c I
rP t ) ] （16a）

H I
e = B I

rS exp [ ik I
rS ( l I

rS x + n I
rS z - c I

rS t ) ]     （16b）
（2）波阻板介质Ⅱ中透射波的势函数为：

ψ II
e = A II

tP exp [ ik II
tP ( l II

tP x - n II
tP z - c II

tP t ) ] （17a）

H II
e = B II

tS exp [ ik II
tS ( l II

tS x - n II
tS z - c II

tS t ) ] （17b）
式中  A β

iP，A β
rP，Bβ

rS，A β
tP 和 Bβ

tS 分别表示入射 P 波、反

射 P 波、反射 S 波、透射 P 波和透射 S 波在波阻板介

质 β 中的振幅值；cβ
iP，cβ

rP，cβ
rS，cβ

tP 和 cβ
tS 分别表示入射 P

波、反射 P 波、反射 S 波、透射 P 波和透射 S 波在波阻

板介质 β 中的波速；k β
iP，k β

rP，k β
rS，k β

tP 和 k β
tS 分别表示入射

P 波、反射 P 波、反射 S 波、透射 P 波和透射 S 波在波

阻板介质 β 中的波数；l β
iP 与 nβ

iP，l β
rP 与 nβ

rP，l β
rS 与 nβ

rS，l β
tP

与 nβ
tP，l β

tS 与 nβ
tS 分别表示入射 P 波、反射 P 波、反射 S

波、透射 P 波和透射 S 波在波阻板介质 β 中的两个方

向矢量值。

根据 Snell 定律，透射角、反射角和入射角之间

有如下关系：

l I
iP k I

iP = l I
rP k I

rP = l I
rS k I

rS = l II
tP k II

tP = l II
tS k II

tS （18）
在波阻板介质Ⅰ与波阻板介质Ⅱ的分界面处，

其边界条件可表示为：

应力连续：

σ I
zz = σ II

zz， σ I
zx = σ II

zx （19a）
位移连续：

u I
z = u II

z ， u I
x = u II

x （19b）
将式（13）代入式（19）中可得到用势函数表示的

边界条件为：

λeI ∇2 ψ I
e + 2μeI( ∂2 ψ I

e

∂z2 + ∂2H I
e

∂x∂z )=

λeII ∇2 ψ II
e + 2μeII( ∂2 ψ II

e

∂z2 + ∂2H II
e

∂x∂z ) （20a）

μeI(2 ∂2 ψ I
e

∂x∂z
+ ∂2H I

e

∂x2 - ∂2H I
e

∂z2 )=

μeII(2 ∂2 ψ II
e

∂x∂z
+ ∂2H II

e

∂x2 - ∂2H II
e

∂z2 ) （20b）

∂ψ I
e

∂z
+ ∂H I

e

∂x
= ∂ψ II

e

∂z
+ ∂H II

e

∂x
（20c）

∂ψ I
e

∂x
- ∂H I

e

∂z
= ∂ψ II

e

∂x
- ∂H II

e

∂z
（20d）

将式（16）和（17）代入式（20）中，结合 Snell定律

式（18），得到如下的矩阵关系式：

DF= A I
iP J （21）

式中  F= (A II
tP，B II

tS，A I
rP，B I

rS) T
，矩阵 D和 J的系数

见附录 B。

设入射波的振幅值 A I
iP 为 1，则矩阵 F中的系数

分别表示波阻板介质Ⅰ与Ⅱ分界面上的振幅透射系

数与振幅反射系数（R II
tP，R II

tS，R I
rP，R I

rS）。

3. 3　透射P波从波阻板介质Ⅱ入射到波阻板介质Ⅲ

在波阻板介质Ⅱ与Ⅲ的分界面处，入射、透射和

反射波的位移势函数表示为如下形式：

（1）波阻板介质Ⅱ中入射、反射波的势函数为：

ψ II
e = A II

iP exp [ ik II
iP ( l II

iP x - n II
iP z - c II

iP t ) ]+

A II
rP exp [ ik II

rP ( l II
rP x + n II

rP z - c II
rP t ) ] （22a）

H II
e = B II

rS exp [ ik II
rS ( l II

rS x + n II
rS z - c II

rS t ) ] （22b）
（2）波阻板介质Ⅲ中透射波的势函数为：

ψ III
e = A III

tP exp [ ik III
tP ( l III

tP x - n III
tP z - c III

tP t ) ]（23a）

H III
e = B III

tS exp [ ik III
tS ( l III

tS x - n III
tS z - c III

tS t ) ]（23b）
根据 Snell 定律，透射角、反射角和入射角之间

有如下关系：

l II
iP k II

iP = l II
rP k II

rP = l II
rS k II

rS = l III
tP k III

tP = l III
tS k III

tS （24）
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在波阻板介质Ⅱ与波阻板介质Ⅲ的分界面处，

其边界条件可表示为：

应力连续：

σ II
zz = σ III

zz ，σ II
zx = σ III

zx （25a）
位移连续：

u II
z = u III

z ，u II
x = u III

x （25b）
将式（13）代入式（25）中可得到用势函数表示的

边界条件为：

λeII ∇2 ψ II
e + 2μeII( ∂2 ψ II

e

∂z2 + ∂2H II
e

∂x∂z )=

λeIII ∇2 ψ III
e + 2μeIII( ∂2 ψ III

e

∂z2 + ∂2H III
e

∂x∂z ) （26a）

μeII(2 ∂2 ψ II
e

∂x∂z
+ ∂2H II

e

∂x2 - ∂2H II
e

∂z2 )=

μeIII(2 ∂2 ψ III
e

∂x∂z
+ ∂2H III

e

∂x2 - ∂2H III
e

∂z2 ) （26b）

∂ψ II
e

∂z
+ ∂H II

e

∂x
= ∂ψ III

e

∂z
+ ∂H III

e

∂x
（26c）

∂ψ II
e

∂x
- ∂H II

e

∂z
= ∂ψ III

e

∂x
- ∂H III

e

∂z
（26d）

将式（22）和（23）代入式（26）中，结合 Snell定律

式（24），得到如下的矩阵关系式：

BZ= A II
iP L （27）

式中  Z= (A III
tP，B III

tS，A II
rP，B II

rS) T
，矩阵 B和 L的系数

见附录 C。

设入射波的振幅值 A II
iP 为 1，则矩阵 Z中的系数

分别表示波阻板介质Ⅱ与Ⅲ分界面上的振幅透射系

数与振幅反射系数（R III
tP，R III

tS，R II
rP，R II

rS）。

3. 4　透射 P 波从波阻板介质Ⅲ入射到非饱和土

介质

在波阻板介质Ⅲ和非饱和多孔介质的分界面

处，入射、透射和反射波的位移势函数可以表示为如

下形式：

波阻板介质Ⅲ中入射、反射波的势函数：

ψe = A III
iP exp [ ik III

iP ( l III
iP x - n III

iP z - c III
iP t ) ]+

A III
rP exp [ ik III

rP ( l III
rP x + n III

rP z - c III
rP t ) ] （28a）

H e = B III
rS exp [ ik III

rS ( l III
rS x + n III

rS z - c III
rS t ) ]（28b）

非饱和土介质中透射波的势函数为：

ψα
u = A α

tP1 exp [ ik tP1 ( l tP1 x - n tP1 z - c tP1 t ) ]+

A α
tP2 exp [ ik tP2( l tP2 x - n tP2 z - c tP2 t ) ]+

A α
tP3 exp [ ik tP3 ( l tP3 x - n tP3 z - c tP3 t ) ] （29a）

H α
u = Bα

tS exp [ ik tS ( l tS x - n tS z - c tS t ) ] （29b）

同样根据 Snell 定律，透射角、反射角和入射角

之间有如下关系：

l III
iP k III

iP = l III
rP k III

rP = l III
rS k III

rS = l tP1 k tP1 =
l tP2 k tP2 = l tP3 k tP3 = l tS k tS （30）

将式（28）和（29）代入用势函数表示的边界条件

（14）中，结合 Snell定律（30），得到如下矩阵关系式：

GH= A III
iP K （31）

式 中  H= (A III
rP，B III

rS，A S
tP1，A S

tP2，A S
tP3，BS

tS) T
，矩 阵 G

和K的详细表达式见附录 D。

设入射波的振幅值 A III
iP 为 1，则矩阵H中的系数

表示波阻板介质Ⅲ和非饱和土介质分界面上的振幅

透 射 系 数 与 振 幅 反 射 系 数 （R III
rP，R III

rS，

R ′tP1，R ′tP2，R ′tP3，R ′tS）。

最后，根据式（15），（21），（27）和（31）可求得 P1

波从非饱和土介质入射后通过复合多层波阻板后的

反射振幅比和透射振幅比。其中反射波与入射波的

振幅比为：R rP1，R rP2，R rP3，R rS；透射波与入射波的振

幅比为：

R tP1 = R ′tP1 × R III
tP × R II

tP × R I
tP （32a）

R tP2 = R ′tP2 × R III
tP × R II

tP × R I
tP （32b）

R tP3 = R ′tP2 × R III
tP × R II

tP × R I
tP （32c）

R tS = R ′tS × R III
tP × R II

tP × R I
tP （32d）

4　数值计算与分析

4. 1　验  证

陈炜昀等［24］研究了平面 P 波从单相弹性介质入

射到非饱和弹性介质分界面上的透、反射系数，为了

验证本文求解过程的正确性，取本文数学模型中 P波

从波阻板介质Ⅲ入射到非饱和多孔介质的部分，从

而与文献［24］的模型相一致。在验证计算中取与文

献［24］相同的物理、力学参数，其中非饱和多孔介质

和波阻板的物理、力学参数如表 1 所示［24］，取 μeIII=8 
GPa，ρeIII=2700 kg/m3。图 2 给出了 P 波以 ω = 1000 
Hz 入射时，P 波的反射、透射振幅比与入射角的关

系，从图中可以看出本文解答与文献解答二者的计

算结果高度吻合，说明了本文方法的正确性。

表 1 波阻板介质和非饱和多孔介质物理、力学参数

Tab.  1 Physical and mechanical parameters of WIB 
medium and unsaturated porous medium

参数

n

ρS/(kg∙m⁻3)
ρL/(kg∙m⁻3)
ρG/(kg∙m⁻3)

KS/GPa

量值

0.3
2700
1000
1.2
35

参数

KL/GPa
KG/MPa

k/m2

ηG/(Pa·s)
ηL/(Pa·s)

量值

2.2
0.1

3.0×10-13

1.8×10-5

0.001

参数

λS/GPa
μS/GPa

mvg

αvg/(Pa⁻1)
λeβ/GPa

量值

9
4

0.5
0.0001

12
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图 2 本文解与文献解的对比验证

Fig. 2 Comparison and verification of the solutions in this 

paper and in literature

当 P1波从非饱和土介质入射到波阻板时，存在

入射临界角 θcr，取非饱和多孔介质的饱和度 Sr=
0.8，入射频率 ω=10 Hz，波阻板材料Ⅰ的剪切模量

μeI=8 GPa。波阻板材料Ⅰ的密度 ρeI=2700 kg/m3，

其他计算参数同表 1。根据压缩波的特征方程可求

得非饱和多孔介质中 P1 波的波速随饱和度的变化

曲线如图 3 所示。在波阻板材料Ⅰ中，剪切波和压

缩波的波速可以通过弹性波动力学公式计算得到：

v tS = μeI ρeI = 1721 m s （33）

v tP = ( )λeI + 2 × μeI ρeI = 3220 m s （34）

由于波阻板介质Ⅰ中透射 P 波的波速大于非饱

和土中入射 P1波的波速，所以波阻板中透射 P 波的

透射角要大于非饱和土介质中入射 P1波的入射角，

因此当入射角超过临界角 θcr时，透射 P 波的透射角

就超过了 90°，此时透射将会消失。从图 3 中可以看

出，在饱和度从 0.01~0.99 变化的情况下，P1波的波

速在 2335~2506 m/s 范围，相应临界角的变化范围

是 46.51°~51.11°，所以后文中取入射角的变化范围

为 0°~45°。

为了说明波阻板中透射 P 波和 S 波在反射与透

射中所占能量大小问题，波阻板中透射 P 波与透射

S 波的振幅比随入射角的变化关系如图 4 所示。由

图 4 可知，不管 P1波入射时入射角为多大，透射 P 波

与透射 S 波的最小振幅比约为 14，即透射 P 波的能

量约为透射 S 波的 14 倍，而当入射角越小时透射 P
波的能量更是远远大于透射 S 波。所以本文主要考

虑透射 P 波通过波阻板后对其隔振效果的影响，忽

略了能量较小的透射 S 波的反射与透射。

为了研究多层波阻板层间材料参数如剪切模量

和密度对其隔振性能的影响规律，本文将 3 层波阻

板材料的剪切模量按相对大小关系采用以下 4 种情

况分别进行分析：μeI>μeII>μeIII，μeI<μeII<μeIII，μeI>μeII

且 μeIII>μeII，μeI<μeII 且 μeIII<μeII。具体分析时针对以

图 3 非饱和土中 P1波的波速随饱和度 Sr的变化曲线

Fig. 3 Variation curve of the wave velocity of unsaturated 
soil of P1-wave with saturation Sr
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上每种情况下每层波阻板材料的密度关系又分别采

用以下 4 种情况进行分析：Case1：ρeI>ρeII>ρeIII，取 ρeI

=2700 kg/m3，ρeII=2300 kg/m3，ρeIII=2000 kg/m3；

Case2：ρeI< ρeII< ρeIII，取 ρeI=2000 kg/m3，ρeII=2300 
kg/m3，ρeIII=2700 kg/m3；Case3：ρeI> ρeII 且 ρeIII> ρeII，

取 ρeI=2700 kg/m3，ρeII=2000 kg/m3，ρeIII=2700 kg/
m3；Case4：ρeI< ρeII 且 ρeIII< ρeII，取 ρeI=2000 kg/m3，

ρeII=2700 kg/m3，ρeIII=2000 kg/m3。

4. 2　在 μeI>μeII>μeIII下透、反射振幅比随波阻板材料

Ⅰ剪切模量的变化关系

取 μeII=20 GPa，μeIII=8 GPa，θ0=21° ，ω =10 
Hz，Sr=0.8，其他计算参数同表 1。当波阻板材料

Ⅰ的剪切模量在 μeI=20~120 GPa 范围内变化时，

在 4 种密度情况下透/反射振幅比与波阻板材料 I
的剪切模量的关系曲线如图 5 所示。从图 5 中可以

看出，当波阻板材料Ⅰ的剪切模量 μeI 在一定范围

内时，4 种情况下的反射振幅比均大于透射振幅

比，从能量守恒的角度而言，反射越多透射就会越

少，4 种弹性波经过复合多层波阻板后传播到地面

的能量就会越少，从而达到减振隔振的目的。由图

5 可知，当 μeI 在 110 GPa 或 60~80 GPa 范围内时，

Case2 和 Case4 情况下的透射振幅比均趋于 0，即当

μeI 在此范围内时，3 层波阻板的密度按照 ρeI< ρeII<
ρeIII 或 ρeI< ρeII 且 ρeIII< ρeII 进行布置可以获得很好的

隔振效果。当 μeI 在 70~110 GPa 范围内时，Case1
和 Case3 情况下的透射振幅比均趋于 0，即当 μeI 在

此范围内时，3 层波阻板的密度按照 ρeI>ρeII>ρeIII或

ρeI>ρeII且 ρeIII>ρeII进行布置可以获得很好的隔振效

果。另外需要注意的是，从图 5（a）中可以看出，当

μeI 大于 113 GPa 或在 92~105 GPa 范围内时，P1 波

的透射振幅比大于 1，即此时设置复合多层波阻板

会造成振动放大现象，故在实际工程应用中想要让

复合多层波阻板获得好的隔振效果，需要将波阻板

图 4 透射 P 波与透射 S 波的振幅比随入射角的变化曲线

Fig. 4 Variations curve of amplitude ratio of transmitted 
P-wave to transmitted S-wave with incident angle

图 5 反射、透射振幅比随波阻板材料 I的剪切模量变化曲线

Fig. 5 Variations curve of amplitude ratio of reflection and 
transmission with shear modulus of WIB material I
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材料的剪切模量避开此范围。综上所述，波阻板的

剪切模量在 μeI> μeII> μeIII 情况下，复合多层波阻板

层间材料的密度对其隔振性能影响较小，无论 3 层

波阻板材料的密度按何种大小关系进行布置，当 μeI

在特定范围内时复合多层波阻板均可取得最佳的

隔振效果。因此，在进行复合多层波阻板隔振设计

时，想要获得更好的隔振效果，应选择按照 μeI>
μeII>μeIII布置每层波阻板材料的剪切模量。

4. 3　在 μeI<μeII<μeIII下透、反射振幅比随波阻板材料

Ⅰ剪切模量的变化关系

取 μeII=35 GPa，μeIII=45 GPa，θ0=21° ，ω =10 
Hz，Sr=0.8，其他参数同表 1。当波阻板材料Ⅰ的剪

切模量在 μeI=0.001~35 GPa 内变化时，4 种密度情

况下透/反射振幅比与波阻板材料Ⅰ的剪切模量的

关系曲线如图 6 所示。从图 6 中可以看出，4 种情况

下 P1波和 S 波的透射振幅比均随剪切模量的增大先

增大后减小，P1波的反射振幅比随剪切模量的增加

而增大，总体来说，透射振幅比都较大，此时波阻板

隔振效果并不理想。由图 6（d）可知，Case1 和 Case3
情况下 S 波的反射振幅比随剪切模量的增加先减小

后增大，并在 μeI=2 GPa 时其值趋于 0，而 Case2 和

Case4 情况下 S 波的反射振幅比随剪切模量的增加

先减小后增大再减小，并在 μeI=3 GPa 时其值趋于

0。从图 6（b）和（c）中可知，4 种情况下 P2 波和 P3 波

的反射振幅比均随剪切模量的增加而减小，而其透

射振幅比几乎保持不变。综上所述，当剪切模量在

一定范围内时透射振幅比小于反射振幅比，波阻板

具有一定的隔振效果，其透射振幅比都不存在趋于

0 时对应波阻板材料的剪切模量取值范围，故其隔

振效果并不理想。所以波阻板层间材料的剪切模量

在 μeI<μeII<μeIII情况下时，无论 3 层波阻板材料的密

度按何种大小关系进行布置，都不能取得最佳的隔

振效果。因此，在进行复合多层波阻板隔振设计时，

应避免将各层波阻板的剪切模量按 μeI<μeII<μeIII进

行布置。

4. 4　在 μeI>μeII且 μeIII>μeII下透、反射振幅比随波阻

板材料Ⅰ剪切模量的变化关系

取 μeII=8 GPa，μeIII=20 GPa，入射角 θ0=21°，入
射频率 ω=10 Hz，饱和度 Sr=0.8，其他计算参数同

表 1。当波阻板材料 Ⅰ 的剪切模量在 μeI=8~100 
GPa 范围内变化时，4 种情况下反射、透射振幅比与

波阻板材料Ⅰ的剪切模量的关系曲线如图 7 所示。

从图 7 可以看出，当波阻板材料Ⅰ的剪切模量 μeI在

图 6 反射、透射振幅比随波阻板材料 I的剪切模量变化曲线

Fig. 6 Variations curve of amplitude ratio of reflection and 
transmission with shear modulus of WIB material I
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一定范围内时，反射振幅比大于透射振幅比，此时复

合多层波阻板具有较好的隔振效果。由图 7 可知，

当 μeI在 70~100 GPa 范围内时，在 Case1 和 Case3 情

况下 4 种弹性波的透射振幅比均趋于 0，即当 μeI在此

范围内时，3层波阻板的密度按照 ρeI>ρeII>ρeIII或 ρeI>
ρeII 且 ρeIII> ρeII 进行布置均可以获得很好的隔振效

果。当 μeI 在 60~70 GPa 范围内时，Case2 和 Case4
情况下的透射振幅比均趋于 0，即当 μeI 在此范围内

时，3 层波阻板的密度按照 ρeI<ρeII<ρeIII或 ρeI<ρeII且

ρeIII<ρeII进行布置均可以获得很好的隔振效果。从

图 7（b）和（c）中可以看出，当 μeI 在 10~88 GPa 范围

内时，4 种情况下 P2 波和 P3 波的透射振幅比均小于

反射振幅比，此时复合多层波阻板对 P2波和 P3波具

有较好的隔振效果，但值得注意的是，对比图 7（a）~
（d）可以发现，P1波与 S 波的振幅值处于相同的数量

级且比 P2 波和 P3 波的振幅值大好几个数量级。综

上所述，在 μeI>μeII且 μeIII>μeII情况下，复合多层波阻

板层间材料的密度对其隔振性能影响较小，无论 3
层波阻板材料的密度按何种大小关系进行布置，当

μeI在特定范围内时复合多层波阻板均可以取得很好

的隔振效果。因此，在进行复合多层波阻板隔振设

计时，想要获得更好的隔振效果，应选择按照 μeI>
μeII且 μeIII>μeII布置每层波阻板材料的剪切模量。

4. 5　在 μeI<μeII且 μeIII<μeII下透、反射振幅比随波阻

板材料Ⅰ剪切模量的变化关系

取 μeII=40 GPa，μeIII=35 GPa，入射角 θ0=21°，入
射频率 ω=10 Hz，饱和度 Sr=0.8，其他计算参数同

表 1。当波阻板材料Ⅰ的剪切模量在 μeI=0.001~40 
GPa 范围内变化时，4 种情况下反射、透射振幅比与

波阻板材料Ⅰ的剪切模量的关系曲线如图 8 所示。

从图 8（a）和（d）中可以看出，当剪切模量在特定范围

内时，P1波和 S 波的透射振幅比小于反射振幅比，然

而相比反射振幅值，其透射振幅值降低效果并不明

显，此时波阻板具有一定的隔振效果，但隔振效果并

不理想。从图 8（b）和（c）可知，4 种情况下 P2波和 P3

波的反射振幅比均大于透射振幅比，此时没有隔振

效果，但考虑到 P2波和 P3波的振幅值比 P1波与 S 波

的振幅值小几个数量级，其振幅值几乎可以忽略。

综上所述，波阻板的剪切模量在 μeI<μeII且 μeIII<μeII这

种情况下时，无论 3层波阻板介质的密度按何种大小

关系进行布置，其透射振幅比都不存在趋于 0时对应

波阻板材料的剪切模量取值范围，故此种情况下不

能取得最佳的隔振效果。因此，在进行复合多层波

阻板隔振设计时，应避免将各层波阻板材料的剪切

图 7 反射、透射振幅比随波阻板材料 I的剪切模量变化曲线

Fig. 7 Variations curve of amplitude ratio of reflection and 
transmission with shear modulus of WIB material I
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模量按照 μeI<μeII且 μeIII<μeII进行布置。

5　结  论

针对非饱和土地基的振动控制问题，本文提出

一类复合多层波阻板作为隔振屏障的地基隔振体

系，分析了复合多层波阻板中每层波阻板剪切模量

和密度的布置关系对波阻板隔振效果的影响规律，

为复合多层波阻板在地基振动控制领域中的应用提

供设计准则，得到以下主要结论：

（1）复合多层波阻板层间材料的剪切模量对波

阻板隔振性能影响显著，只有按照 μeI> μeII> μeIII 或

μeI> μeII 且 μeIII> μeII 这两种情况进行布置时，复合多

层波阻板才具有最佳隔振效果，应避免将 3 层波阻

板的剪切模量按照 μeI< μeII< μeIII 或 μeI< μeII 且 μeIII<
μeII进行布置。

（2）复合多层波阻板材料的密度对其隔振效果

影响较小，选择复合多层波阻板在隔振效果最佳时

的剪切模量参数值，无论波阻板层间材料的密度大

小关系如何，复合多层波阻板均可取得很好的隔振

效果，故在进行复合多层波阻板隔振设计时根据非

饱和土地基物理、力学参数选择最优的波阻板层间

材料的剪切模量。
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Propagation behavior of P1-wave passing through composite multilayer 
wave impeding block in unsaturated soil
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（1.School of Civil Engineering， Qinghai University， Xining 810016， China； 2.Qinghai Provincial Key Laboratory of 
Energy-saving Building Materials and Engineering Safety， Xining 810016， China）

Abstract: Based on the propagation theory of elastic waves in unsaturated porous media and single-phase elastic media， consider⁃
ing that a composite multilayer wave impeding block（WIB） with a certain thickness is set in unsaturated soil （composite multilayer 
wave impeding block with 3 layers as an example）， and using Helmholtz vector decomposition theorem， the analytical solutions of 
transmitted/reflected amplitude ratio of P1-wave passing through composite multilayer wave impeding block in unsaturated soil are 
derived. The influences of physical and mechanical parameters such as shear modulus and density of interlayer wave impeding block 
on the propagation characteristics of P1-wave passing through composite multilayer wave impeding block in unsaturated soil are ana⁃
lyzed by numerical examples. The results show that the shear modulus of interlayer wave impeding block material has a significant 
influence on the transmission/reflection coefficient， and the density of interlayer wave impeding block material has little influence 
on the transmission/reflection coefficient. Therefore， strictly controlling the shear modulus of interlayer wave impeding block can 
obtain better vibration isolation performance， which provides a design criterion for the application of composite multilayer wave im ⁃
peding block in the field of foundation vibration control.
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附录 A

式（15）中M的元素如下：
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rS - n2
rS) k 2

rS；m 31 = n I
tP k I

tP，m 32 = - l I
tS k I

tS，m 33 = n rp1 k rp1，m 34 = n rP2 k rP2，m 35 = n rP3 k rP3，

m 36 = l rS k rS；m 41 = - l I
tP k I

tP，m 42 = -n I
tS k I

tS，m 43 = l rP1 k rP1，m 44 = l rP2 k rP2，m 45 = l rP3 k rP3，m 46 = -n rS k rS；m 51 = n I
tP k I

tP，m 52 = - l I
tS k I

tS，
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m 53 = n rP1 k rP1 δL1，m 54 = n rP2 k rP2 δL2，m 55 = n rP3 k rP3 δL3，m 56 = l rS k rS δLS；m 61 = n I
tP k I

tP，m 62 = - l I
tS k I

tS，m 63 = n rP1 k rP1 δG1，m 64 = n rP2 k rP2 δG2，

m 65 = n rP3 k rP3 δG3，m 66 = l rS k rS δGS。

式（15）中Q的元素如下：

q1 = -(γSS + γSL + γSG + nS λS + 2nS μS n2
iP) k 2

iP - (γSL + γLL + γLG ) δL1 k 2
iP - (γSG + γLG + γGG ) δG1 k 2

iP，q2 = 2nS μS l iP n iP k 2
iP，

q3 = n iP k iP，q4 = - l iP k iP，q5 = n iP k iP δL1，q6 = n iP k iP δG1。

附录 B

式（21）中D的元素如下：

d11 = é
ëλeII + 2μeII(n II

tP) 2ù
û (k II

tP) 2
，d12 =-2μeII l II

tS n II
tS (k II

tS) 2
，d13 =-é

ëλeI + 2μeI(n I
rP) 2ù

û (k I
rP) 2

，d14 =-2μeI l I
rS n I

rS (k I
rS) 2

；d21 = 2μeII l II
tP n II

tP (k II
tP) 2

，

d22 = μeII
é
ë(n II

tS) 2 - ( l II
tS) 2ù

û (k II
tS) 2

，d23 = 2μeI l I
rP n I

rP (k I
rP) 2

，d24 = μeI
é
ë( l I

rS) 2 - (n I
rS) 2ù

û (k I
rS) 2

；d31 = n II
tP k II

tP，d32 = - l II
tS k II

tS = - l I
iP k I

iP，

d33 = n I
rP k I

rP，d34 = l I
rS k I

rS = l I
iP k I

iP；d41 = l II
tP k II

tP = l I
iP k I

iP，d42 = n II
tS k II

tS，d43 = - l I
rP k I

rP = - l I
iP k I

iP，d44 = n I
rS k I

rS。

式（21）中 J的元素如下：

j1 = é
ëλeI + 2μeI(n I

iP) 2ù
û (k I

iP) 2
，j2 = 2μeI l I

iP n I
iP (k I

iP) 2
，j3 = n I

iP k I
iP，j4 = l I

iP k I
iP。

附录 C

式（27）中 B的元素如下：

b11 = é
ëλeIII + 2μeIII(n III

tP ) 2ù
û (k III

tP ) 2
，b12 = -2μeIII l III

tS n III
tS (k III

tS ) 2
，b13 = -é

ëλeII + 2μeII(n II
rP) 2ù

û (k II
rP) 2

，b14 = -2μeII l II
rS n II

rS (k II
rS) 2

；

b21 = 2μeIII l III
tP n III

tP (k III
tP ) 2

，b22 = μeIII
é
ë(n III

tS ) 2 - ( l III
tS ) 2ù

û (k III
tS ) 2

，b23 = 2μeII l II
rP n II

rP (k II
rP) 2

，b24 = μeII
é
ë( l II

rS) 2 - (n II
rS) 2ù

û (k II
rS) 2

；b31 = n III
tP k III

tP ，

b32 = - l III
tS k III

tS = - l II
iP k II

iP，b33 = n II
rP k II

rP，b34 = l II
rS k II

rS = l II
iP k II

iP；b41 = l III
tP k III

tP = l II
iP k II

iP，b42 = n III
tS k III

tS ，b43 = - l II
rP k II

rP = - l II
iP k II

iP，b44 = n II
rS k II

rS。

式（27）中 L的元素如下：

l1 = é
ëλeII + 2μeII(n II

iP) 2ù
û (k II

iP) 2
，l2 = 2μeII l II

iP n II
iP (k II

iP) 2
，l3 = n II

iP k II
iP，l4 = l II

iP k II
iP。

附录 D

式（31）中G的元素如下：

g11 = -é
ëλeIII + 2μeIII(n III

rP ) 2ù
û (k III

rP ) 2
，g12 = -2μeIII l III

rS n III
rS (k III

rS ) 2
，

g13 = (γSS + γSL + γSG + nS λS) k 2
tP1 + (γSL + γLL + γLG ) k 2

tP1 δL1 + (γSG + γLG + γGG ) k 2
tP1 δG1 + 2nS μS n2

tP1 k 2
tP1，

g14 = (γSS + γSL + γSG + nS λS) k 2
tP2 + (γSL + γLL + γLG ) k 2

tP2 δL2 + (γSG + γLG + γGG ) k 2
tP2 δG2 + 2nS μS n2

tP2 k 2
tP2，

g15 = (γSS + γSL + γSG + nS λS) k 2
tP3 + (γSL + γLL + γLG ) k 2

tP3 δL3 + (γSG + γLG + γGG ) k 2
tP3 δG3 + 2nS μS n2

tP3 k 2
tP3，g16 = 2nS μS l tS n tS k 2

tS；

g21 = 2μeIII l III
rP n III

rP (k III
rP ) 2

，g22 = μeIII
é
ë( l III

rS ) 2 - (n III
rS ) 2ù

û (k III
rS ) 2

，g23 = 2nS μS l tP1 n tP1 k 2
tP1，g24 = 2nS μS l tP2 n tP2 k 2

tP2，g25 = 2nS μS l tP3 n tP3 k 2
tP3，

g26 = nS μS (n2
tS - l 2

tS) k 2
tS；g31 = n III

rP k III
rP，g32 = l III

rS k III
rS ，g33 = n tP1 k tP1，g34 = n tP2 k tP2，g35 = n tP3 k tP3，g36 = - l tS k tS；g41 = - l III

rP k III
rP = - l III

iP k III
iP ，

g42 = n III
rS k III

rS ，g43 = l tP1 k tP1 = l III
iP k III

iP ，g44 = l tP2 k tP2 = l III
iP k III

iP ，g45 = l tP3 k tP3 = l III
iP k III

iP ，g46 = n tS k tS；g51 = n III
rP k III

rP ，g52 = l III
rS k III

rS ，

g53 = n tP1 k tP1 δL1，g54 = n tP2 k tP2 δL2，g55 = n tP3 k tP3 δL3，g56 = - l tS k tS δLS；g61 = n III
rP k III

rP ，g62 = l III
rS k III

rS ，g63 = n tP1 k tP1 δG1，g64 = n tP2 k tP2 δG2，

g65 = n tP3 k tP3 δG3，g66 = - l tS k tS δGS。

式（31）中K的元素如下：

k1 = é
ëλeIII + 2μeIII(n III

iP ) 2ù
û (k III

iP ) 2
，k2 = 2μeIII l III

iP n III
iP (k III

iP ) 2
，k3 = n III

iP k III
iP ，k4 = l III

iP k III
iP ，k5 = n III

iP k III
iP ，k6 = n III

iP k III
iP 。
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