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利用改进交叉模型交叉模态的随机模型修正方法
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摘要: 将混合摄动⁃伽辽金方法和改进的交叉模型交叉模态技术相结合，提出了一种随机模型修正方法。该方法有

效缓解了模型修正过程中测量数据有限和测量误差不确定的影响。考虑到实测模态数据具有不确定性，基于改进

的交叉模型交叉模态方法，建立了一个新的描述结构随机参数和随机响应关系的模型修正方程。利用混合摄动⁃伽
辽金方法求解该随机修正方程，进而得到结构随机修正参数的统计特征。简支梁的数值结果表明，该方法在测量数

据不确定性较大时仍能保持很高的修正精度，同时计算效率比蒙特卡罗模拟方法高出一个数量级。在测量模态数

据较少的情况下，该方法比单独的混合摄动⁃伽辽金修正方法修正效果好，且比交叉模型交叉模态法的修正精度更

高。框架试验的结果表明，该方法可以同时修正结构的刚度和质量，修正后的结构参数与预设工况基本吻合，同时

能复现结构的测量模态，从而验证了所提方法的有效性。
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引  言

近几十年来，基于动力测量数据的有限元模型

修正方法越来越受到关注。许多研究人员在这一领

域进行了广泛的研究，并取得了大量研究成果［1⁃4］。

在动力有限元模型修正中，修正参数的选择对

修正结果有很大影响。如果修正参数过多，在修正

过程中往往会出现病态问题，所以在修正模型之前

首先要排除不敏感的修正参数［5］。关于动力有限元

模型修正方法，Hu 等［6］提出了一种基于交叉模型交

叉模态（CMCM）方法的模型修正技术。与传统的

模型修正方法不同，该方法可以同时修正结构的刚

度矩阵、质量矩阵和阻尼矩阵。此外，该方法不用迭

代计算，计算效率较高。在 CMCM 方法中，通过将

结构的实测模态和计算模态相乘，就可以仅用少量

的测量模态构建多个模型修正方程。李世龙等［7］利

用 CMCM 方法，提出了一种有效识别子结构边界约

束状态的模型修正方法。Wang 等［8］使用了 CMCM
方法对海上平台进行了试验研究，证明了当结构的

实际测量模态不完整且只有低阶测量模态可用时

CMCM 方法的有效性。在已有的 CMCM 方法的基

础上，Liu 等［9］提出了一种基于改进的交叉模型交叉

模态（ICMCM）的模型修正方法，该方法充分利用

实测数据，进一步增加了修正方程的个数。然而，这

些方法仅涉及确定性有限元模型修正，当结构参数

的 不 确 定 性 或 者 测 量 噪 声 无 法 避 免 时 ，现 有 的

CMCM 方法将不适用。因此，充分利用 CMCM 方

法的优点，并将它融入随机模型修正中，是一项非常

有意义的工作。

在随机模型修正领域中，蒙特卡罗方法、摄动法

以及贝叶斯方法被广泛使用。Schuëller等［10］使用了

具有大样本的蒙特卡罗模拟来计算模型修正的统计

特性。宗周红等［11］在对下白石连续刚构桥进行模型

修正的过程中，利用蒙特卡罗模拟方法和有限元方

法进行不确定性量化分析，并评价模型的预测精度，

实现对于连续刚构桥的有限元模型确认。但是对于

大型结构而言，这种方法的计算效率太低，耗时过

长。与蒙特卡罗方法不同的是，摄动法具有推导简

单、计算效率高的特点。Hua 等［12］使用一种改进的

摄动法，利用随机实测模态数据对桁架桥有限元模

型进行修正，并估计了结构参数的均值和均方差。

尽管摄动法的计算效率比较高，但其对测量误差的

变异性要求比较苛刻。随机模型修正方法中，另一

个具有代表性的方法是基于马尔可夫链与蒙特卡罗

抽样的贝叶斯方法［13⁃15］，但是基于此种抽样的贝叶

斯方法会面临较大的挑战，即需要非常耗时的重复

有限元计算。为了提高计算效率，Wan 等［16］和 Fang
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等［17］分别采用了高斯代理模型和随机响应面模型对

原有的贝叶斯方法进行了改进。与上述方法不同，

Huang 等［18］提出了一种基于混合摄动 ⁃伽辽金方法

（HPG）的随机模型修正方法（HPG⁃SMUM），该方

法在测量变异性较大情况下具有比较高的修正精度

和效率，此方法也为确定性模型修正方法扩展到随

机领域提出了一个新的思路和完整的框架。

本文将随机摄动 ⁃伽辽金方法与改进的交叉模

型交叉模态方法结合，提出一种随机模型修正方法。

该方法可利用含测量误差的少量模态测量数据实现

结构有限元模型的有效修正。文中用一个简支梁的

数值算例来验证该方法的有效性和不同模态组合的

稳定性，并利用七层框架的模态试验来验证所提方

法在较少测量模态情况下仍能同时有效地修正结构

刚度和质量。

1　基于 ICMCM 的随机模型修正方程

考虑具有 N 个自由度的无阻尼结构，该结构初

始模型满足以下特征值方程：

K a ϕ i = λi M a ϕ i； i = 1，⋯，nc （1）
式中  K a 和 M a 分别为初始结构模型的整体刚度矩

阵和质量矩阵；λi 和 ϕ i 分别为初始模型的第 i阶特征

值和特征向量；nc 为初始模型的计算模态的个数。

类似地，实际结构的特征值方程可以表示为：

K d ϕ̄ j = λ̄ j M d ϕ̄ j； j = 1，⋯，nm （2）
式中  K d 和 M d 分别为实际结构模型的整体刚度矩

阵和质量矩阵；λ̄ j 和 ϕ̄ j 分别为实际模型的第 j阶特征

值和特征向量；nm 为实际模型的计算模态的个数。

初始结构与实际结构的质量矩阵、刚度矩阵存

在以下关系：

M d = M a + ∑
n = 1

Ne

βn M n （3）

K d = K a + ∑
n = 1

Ne

αn K n （4）

式中  N e 为结构的单元个数；K n 和 M n 分别为结构

第 n 个单元的 N × N 单元组装矩阵；αn 和 βn 分别为

结构第 n 个单元的刚度和质量的修正系数，表示实

际结构的单元刚度和质量相对于初始矩阵的变

化率。

通过文献［6］可以得到确定性的基于交叉模型

交叉模态的模型修正方程为：

1 + ∑
n = 1

Ne

αn

ϕT
i K n ϕ̄ j

ϕT
i K a ϕ̄ j

= λ̄ j

λ i (1 + ∑
n = 1

Ne

βn

ϕT
i M n ϕ̄ j

ϕT
i M a ϕ̄ j ) （5）

对式（5）进行因式变换可以得到：

∑
n = 1

Ne

αn

ϕT
i K n ϕ̄ j

ϕT
i K a ϕ̄ j

- ∑
n = 1

Ne

βn

λ̄ j

λi

ϕT
i M n ϕ̄ j

ϕT
i M a ϕ̄ j

= λ̄ j

λ i
- 1 （6）

通过求解式（6）所示的方程组可以得到刚度和

质量的修正系数 αn 和 βn。但是由于在实际的模态

测量中只能精确测量出前几阶模态，使得修正系数

方程组的方程个数比较少，导致求解结果不正确且

不稳定。因此 Liu 等［9］对传统的 CMCM 方法进行改

进，充分利用测量模态数据，在式（2）方程两边同时

乘 ϕ̄T
j ，得到如下所示的基于 ICMCM 的模型修正

方程：

ϕ̄T
i ( K a + ∑

n = 1

Ne

αn K n) ϕ̄ j =

λ̄T
j ϕ̄T

i ( M a + ∑
n = 1

Ne

βn M n) ϕ̄ j （7）

对式（7）进行因式变换，可以得到：

∑
n = 1

Ne

αn ϕ̄T
i K n ϕ̄ j - ∑

n = 1

Ne

βn ϕ̄T
i M n ϕ̄ j =

λ̄T
j ϕ̄T

i M a ϕ̄ j - ϕ̄T
i K a ϕ̄ j （8）

显然，式（8）也含有与方程（6）相同的修正系数，

结合式（6）和（8），就可以得到更多的修正方程，确保

修正方程的适定性。

在实际结构的模态试验过程中，不可避免地会

遇到测量误差。假定第 j 阶的特征值和特征向量可

以表示为：

λ̄ j = λ̄0j + ξj λ̄1j （9）
ϕ̄ j = ϕ̄ 0j + ξj ϕ̄ 1j （10）

式中  λ̄0j 和 ϕ̄ 0j 分别为测量的第 j阶特征值和特征向

量均值；λ̄1j 和 ϕ̄ 1j 分别为第 j 阶测量误差的确定性部

分；ξj 为与测量误差相关的随机变量，且随机变量的

分布类型由实测数据的统计特征或者是工程经验

决定。

假设所有随机变量 ξj 完全相关，并且表示为随

机变量 ξ，则第 n 个刚度单元和质量单元的修正系数

可以分别用下式表示：

αn ( ξ )= αn0 + αn1 ξ + αn2 ξ 2 + ⋯ （11）
βn ( ξ )= βn0 + βn1 ξ + βn2 ξ 2 + ⋯ （12）

式中  αni ( i = 1，2，⋯ ) 和 βni ( i = 1，2，⋯ ) 分别为展

开式中的确定性系数。

同样，将式（9）~（12）代入到式（6）和（8）中，可

以得到基于改进交叉模型交叉模态的随机模型修正

方程为：

∑
n = 1

Ne

( αn0 + αn1 ξ + αn2 ξ 2 + ⋯ ) ϕT
i K n ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )+

∑
n = 1

Ne

[-( βn0 + βn1 ξ + βn2 ξ 2 + ⋯ )⋅

λ̄ j ϕT
i M n ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j ) ]=

( λ̄0j + ξλ̄1j ) ϕT
i M a ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )-

ϕT
i K a ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j ) （13）
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∑
n = 1

Ne

( αn0 + αn1 ξ + αn2 ξ 2 + ⋯ )⋅

( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )T K n ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )+

∑
n = 1

Ne

[-( βn0 + βn1 ξ + βn2 ξ 2 + ⋯ )⋅

( λ̄0j + ξλ̄1j ) ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )T M n ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j ) ]=
( λ̄0j + ξλ̄1j ) ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )T M a ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )-
( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j )T K a ( ϕ̄ 0j + ξϕ̄ 1j ) （14）

这里，式（13）和（14）也是关于 αni ( i = 0，1，2，⋯ )
和 βni ( i = 0，1，2，⋯ )的随机代数方程。

2　随机模型修正方程的 HPG 方法

求解

首先采用高阶摄动法，递推求解对应多项式基

ξ 0， ξ 1， ξ 2，⋯ 的方程。考虑与式（13）和（14）中与 ξ 0

对应的项，有：

∑
n = 1

Ne

αn0 ϕT
i K n ϕ̄ 0j + ∑

n = 1

Ne

(-βn0 λ̄ j ϕT
i M n ϕ̄ 0j )=

λ̄0j ϕT
i M a ϕ̄ 0j - ϕT

i K a ϕ̄ 0j （15）

∑
n = 1

Ne

αn0 ϕ̄T
0j K n ϕ̄ 0j + ∑

n = 1

Ne

(-βn0 λ̄0j ϕ̄T
0j M n ϕ̄ 0j )=

λ̄0j ϕ̄T
0j M a ϕ̄ 0j - ϕ̄T

0j K a ϕ̄ 0j （16）
将式（15）和（16）写为以下矩阵形式：

[ C ( 0 )    E ( 0 ) ] γ( 0 ) = f ( 0 ) （17）
[ C ( 0 )

†     E ( 0 )
† ] γ( 0 ) = f ( 0 )

† （18）
式中  γ( 0 ) =[ α( 0 )   β ( 0 ) ]T。

式（17）和（18）中矩阵 C ( 0 )，E ( 0 )，C ( 0 )
† ，E ( 0 )

† 以及向

量 f ( 0 )，f ( 0 )
† ，α( 0 ) 和 β ( 0 ) 中的元素表示如下：

C ( 0 )
pn = ϕT

i K n ϕ̄ 0j，  E ( 0 )
pn = - λ̄0j ϕT

i M n ϕ̄ 0j，

C ( 0 )
†qn = ϕ̄T

0j K n ϕ̄ 0j，  E ( 0 )
†qn = - λ̄0j ϕ̄T

0j M n ϕ̄ 0j，

f ( 0 )
p = λ̄0j ϕT

i M a ϕ̄ 0j - ϕT
i K a ϕ̄ 0j，  α ( 0 )

n = αn0，

f ( 0 )
†q = λ̄0j ϕ̄T

0j M a ϕ̄ 0j - ϕ̄T
0j K a ϕ̄ 0j，  β ( 0 )

n = βn0

式中  下标 p 或 q 代表矩阵的第 p 或第 q 行；下标 n
代表矩阵的第 n 列。假定测量的模态数为 s，则 p =
j +( i - 1 )× s，q = j +( j - 1 )× s。

合并式（17）和（18），可得：

[ C ( 0 )
I     E ( 0 )

I ] γ( 0 ) = f ( 0 )
I （19）

式中  C ( 0 )
I = é

ë
êêêê ù

û
úúúúC ( 0 )

C ( 0 )
†

， E ( 0 )
I = é

ë
êêêê ù

û
úúúúE ( 0 )

E ( 0 )
†

， f ( 0 )
I =

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úf ( 0 )

f ( 0 )
†

。

类似地，考虑与式（13）和（14）中与 ξ 1 对应的

项，有：

[ C ( 0 )    E ( 0 ) ] γ( 1 ) +[ C ( 1 )    E ( 1 ) ] γ( 0 ) = f ( 1 ) （20）
[ C ( 0 )

†     E ( 0 )
† ] γ( 1 ) +[ C ( 1 )

†     E ( 1 )
† ] γ( 0 ) = f ( 1 )

† （21）
式中  γ( 1 ) =[ α( 1 )   β ( 1 ) ]T。

式（20）和（21）中矩阵 C ( 1 )，E ( 1 )，C ( 1 )
† ，E ( 1 )

† 以及向

量 f ( 1 )，f ( 1 )
† ，α( 1 ) 和 β ( 1 ) 中的元素表示如下：

C ( 1 )
pn = ϕT

i K n ϕ̄ 1j，  E ( 1 )
pn = - λ̄0j ϕT

i M n ϕ̄ 1j，

C ( 1 )
†qn = ϕ̄T

0j K n ϕ̄ 1j + ϕ̄T
1j K n ϕ̄ 0j，

E ( 1 )
†qn = - λ̄0j ϕ̄T

0j M n ϕ̄ 1j - λ̄0j ϕ̄T
1j M n ϕ̄ 0j - λ̄1j ϕ̄T

0j M n ϕ̄ 0j，

f ( 1 )
p = ( λ̄0j - λi ) ϕT

i M a ϕ̄ 1j + λ̄1j ϕT
i M a ϕ̄ 0j，

f ( 1 )
†q = λ̄1j ϕ̄T

0j M a ϕ̄ 0j + λ̄0j ϕ̄T
0j K a ϕ̄ 1j + λ̄0j ϕ̄T

1j M a ϕ̄ 0j -
ϕ̄T

0j K a ϕ̄ 1j - ϕ̄T
1j K a ϕ̄ 0j，

α ( 1 )
n = αn1，  β ( 1 )

n = βn1。

将式（20）和（21）合并，可得：

[ C ( 0 )
I     E ( 0 )

I ] γ( 1 ) +[ C ( 1 )
I     E ( 1 )

I ] γ( 0 ) = f ( 1 )
I （22）

式中

C ( 1 )
I = é

ë
êêêê ù

û
úúúúC ( 1 )

C ( 1 )
†

，  E ( 1 )
I = é

ë
êêêê ù

û
úúúúE ( 1 )

E ( 1 )
†

，  f ( 1 )
I =

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úf ( 1 )

f ( 1 )
†

。

然后，考虑二阶多项式基 ξ 2，可以得到：

[ C ( 0 )    E ( 0 ) ] γ( 2 ) +[ C ( 1 )    E ( 1 ) ] γ( 1 ) = f ( 2 ) （23）
[ C ( 0 )

†     E ( 0 )
† ] γ( 2 ) +[ C ( 1 )

†     E ( 1 )
† ] γ( 1 ) +

[ C ( 2 )
†     E ( 2 )

† ] γ( 0 ) = f ( 2 )
† （24）

式中  γ( 2 ) =[ α( 2 )   β ( 2 ) ]T。

式（23）和（24）中矩阵 C ( 2 )
† ，E ( 2 )

† 以及向量 f ( 2 )，

f ( 2 )
† ，α( 2 ) 和 β ( 2 ) 中的元素表示如下：

C ( 2 )
†qn = ϕ̄T

1j K n ϕ̄ 1j，  f ( 2 )
p = λ̄1j ϕT

i M a ϕ̄ 1j，

E ( 2 )
†pn = - λ̄1j ϕ̄T

0j M n Φ ∗
1j - λ̄1j ϕ̄T

1j M n ϕ̄ 0j - λ̄0j ϕ̄T
1j M n ϕ̄ 1j，

f ( 2 )

†q = λ̄1j ϕ̄T
0j M a ϕ̄ 1j + λ̄1j ϕ̄T

1j Mϕ̄ 0j + λ̄0j ϕ̄T
1j Mϕ̄ 1j -

ϕ̄T
1j Kϕ̄ 1j，

α ( 2 )
n = αn2，  β ( 2 )

n = βn2。

综合式（23）和（24），有：

[ C ( 0 )
I E ( 0 )

I ] γ( 2 ) +[ C ( 1 )
I E ( 1 )

I ] γ( 1 ) +
[ C ( 2 )

I E ( 2 )
I ] γ( 0 ) = f ( 2 )

I （25）

式中  C ( 2 )
I = é

ë
êêêê ù

û
úúúú0

C ( 2 )
†

， E ( 2 )
I = é

ë
êêêê ù

û
úúúú0

E ( 2 )
†

， f ( 2 )
I = é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

0
f ( 2 )

†
。

通过求解方程（19），（22）和（25），可以得到向量

γ( 0 )，γ( 1 ) 和 γ( 2 )。同理可以求出更高阶的系数向量。

之后，采用伽辽金投影法提高含有 αni（i=0，1，2，…）

和 βni（i=0，1，2，…）的摄动解精度。

基于式（19），（22）和（25），将方程（13）和（14）合

并，可以有：

[ C ( 0 )
I E ( 0 )

I ] ( γ( 0 ) + γ( 1 ) ξ + γ( 2 ) ξ 2 + ⋯ )+
[ C ( 1 )

I E ( 1 )
I ] ( γ( 0 ) + γ( 1 ) ξ + γ( 2 ) ξ 2 + ⋯ ) ξ +

[ C ( 2 )
I E ( 2 )

I ] ( γ( 0 ) + γ( 1 ) ξ + γ( 2 ) ξ 2 + ⋯ ) ξ 2 =
f ( 0 )

I + f ( 1 )
I ξ + f ( 2 )

I ξ 2 （26）
进一步，假定结构的修正因子向量 γ 为：

γ = ∑
i = 0

m

ηi Γ i （27）

式中  ηi ( i = 0，1，…，m )为新展开基 Γ i 的系数；基
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向量 Γ i 分别为 γ( 0 )，γ( 1 ) ξ，γ( 2 ) ξ 2，⋯；m 为展开阶数。

为了求出系数 ηi，可以将式（27）代入到式（26）
中，并且在式（26）的左右两边左乘 ( [ C ( 0 )

I E ( 0 )
I ] Γ k )T 

( k = 0， 1， …，m )，则可得确定性的代数方程为：

∑
i = 0

m - -----
CE

( 0 )
ki ηi + ∑

i = 0

m - 1- -----
CE

( 1 )
ki ηi + ∑

i = 0

m - 2- -----
CE

( 2 )
ki ηi = f̄ k （28）

式中
- -----
CE

( 0 )
ki =< ( [ C ( 0 )

I E ( 0 )
I ] Γ k )T [ C ( 0 )

I E ( 0 )
I ] Γ i >，

- -----
CE

( 1 )
ki =< ( [ C ( 0 )

I E ( 0 )
I ] Γ k )T [ C ( 1 )

I E ( 1 )
I ] Γ i ξ >，

- -----
CE

( 2 )
ki =< ( [ C ( 0 )

I E ( 0 )
I ] Γ k )T [ C ( 2 )

I E ( 2 )
I ] Γ i ξ 2 >，

f̄ k = ∑
i = 0

2

< ( [ C ( 0 )
I E ( 0 )

I ] Γ k )T f ( i ) ξ i >

式中  < ⋅ > 是一个取数学期望的符号。显然，
- -----
CE

( 0 )
ki ，

- -----
CE

( 1 )
ki ，

- -----
CE

( 2 )
ki 和 f̄ k 为标量 ，方程组（28）包含

m+1 个待定系数 ηi。通过求解 ( m + 1 )×( m + 1 )
维线性方程组，就可以得到 ηi。本文所提出的随机

模型修正方法的流程图如图 1 所示。

上述方法就是本文所提出的结合 HPG 和 IC⁃
MCM 的随机模型修正方法（HPG⁃ICMCM）。假设

用 [ C ( 0 ) E ( 0 ) ] 和 [ C ( 1 ) E ( 1 ) ] 代替式（19），（22）和

（25）中的 [ C ( 0 )
I E ( 0 )

I ] 和 [ C ( 1 )
I E ( 1 )

I ]，相应的向量

γ( 0 )，γ( 1 )，γ( 2 ) 也可以通过上述方式递推得到。此时，

HPG⁃ICMCM 方法退化为 HPG⁃CMCM 方法。

需要注意的是，实际结构的转角模态往往难以

测量。此外，由于测量条件的限制，仅能测量包括部

分测点的振型。因此，本文使用文献［19］的模态扩

阶方法得到完备振型的均值和标准差。同时，在求

解方程组（19），（22）和（25）的过程中，采用截断奇异

值分解或者 L1 正则化技术［20］避免方程病态的问题。

3　数值算例

考虑一个简支梁，如图 2 所示。简支梁的跨度

为 6 m，截面为 0.2 m × 0.25 m，弹性模量为 2.8 ×
1010 Pa，密 度 为 2.5 × 103 kg m3。。 将 该 Euler ⁃ Ber⁃

noulli 梁的有限元模型沿梁长度方向划分为 15 个相

同的单元，每个节点包含竖向位移和转角两个自

由度。

根据测量经验，可以假设实测模态数据服从某

种概率分布，如正态分布或者 β 分布。由于实测数

据是有界的，本文假设实测模态数据服从 β 分布。

依据工程经验，动力特性测试数据的变异系数一般

在 0.01~0.02 之间，这里假设变异系数为 0.02。
首先，考虑结构质量不发生变化，单元 1，3，7，9

和 11 的 刚 度 分 别 减 小 30%，15%，20%，20% 和

30%，其余单元的刚度和初始模型相同。取前六阶

初始模型的计算模态和前六阶测量模态，使用 HPG⁃
ICMCM 方法和 HPG ⁃ CMCM 方法对模型进行修

正，同时利用与本文所提出的方法对应的蒙特卡罗

模 拟 方 法（MC ⁃ ICMCM）和 Huang 等［18］的 HPG ⁃
SMUM 方法求解上述方法中的修正系数的统计特

性，在求解过程中使用奇异值分解正则化技术降低

矩阵求逆的不适定性，以提高计算精度。修正结果

如图 3 和 4 所示。
图 1 基于 HPG⁃ICMCM 方法的随机模型修正流程图

Fig. 1 Flowchart of stochastic model updating by means of 
the HPG⁃ICMCM method

图 2 简支梁的有限元模型

Fig. 2 Finite element model of the simply supported beam

图 3 单元刚度修正系数均值

Fig. 3 Mean of updated coefficient of element stiffness

图 4 单元刚度修正系数标准差

Fig. 4 Standard deviation of updated coefficient of element 
stiffness
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观察图 3 和 4，不难看出，当结构的自由度比较

多但测量模态有限时，通过 HPG⁃SMUM 方法得到

的修正系数均值和预设的真实值差别比较大。例

如，HPG⁃SMUM 方法得到的单元 1 刚度修正系数

均值为−0.02，和 MC⁃ICMCM 方法结果相比，相对

误差接近 90%。同时，单元 2，15 的刚度修正系数均

小于−0.1，出现了明显误判。对于单元 8，10，13 和

15，HPG ⁃ SMUM 方法的修正系数标准差结果和

MC⁃ICMCM 方法结果最大相对误差达到 400%，说

明在这种情况下 HPG⁃SMUM 方法修正效果不能令

人 满 意 。 而 通 过 HPG ⁃ ICMCM 方 法 和 HPG ⁃
CMCM 方法得到的各单元修正系数与 MC⁃ICMCM
相比较，均值的绝对误差均未超过 0.03，标准差的相

对误差基本小于 20%。可以说明统计结果和仿真

试验预设的结果基本吻合，并且 HPG⁃ICMCM 方法

的均值结果吻合更好。

为了验证同时修正质量和刚度时本文方法的有

效性，假设单元 3，5，6，8，9，11 和 13 的实际质量分别

增加 10%，20%，20%，20%，20%，20% 和 10%，同

时，单元 1，3，5，7，9，11 和 13 的弹性模量分别降低

30%，15%，20%，20%，20%，30% 和 30%，其余单

元的质量和刚度和初始模型相同。选择这 15 个单

元的质量和弹性模量作为待修正的参数。首先假设

测量得到了被测结构的前六阶模态的频率和竖向位

移振型，再通过模态扩阶方法得到被测模态的完整

形式。之后对于初始模型，通过计算得到其前七阶

模态数据。这里分别使用 MC⁃ICMCM，HPG ⁃IC⁃
MCM 和 HPG⁃CMCM 三种方法进行模型修正。修

正系数的统计特性如图 5~8 所示。

从图 5~8 中可以看出，一方面，在刚度和质量

出现变化的单元里，由 HPG⁃ICMCM 方法得到的刚

度和质量修正系数均值与 MC⁃ICMCM 方法得到结

果的相对误差均小于 10%。并且，除了单元 3 之外，

各单元刚度与质量修正系数标准差与 MC⁃ICMCM
方法相比均小于 30%，这个现象说明所提出的 HPG⁃
ICMCM 方法的修正精度和效果是令人满意的。另

一方面，HPG⁃CMCM 方法的修正系数均值和预设

的值相差较大，特别是在修正刚度时，除单元 11 和

13以外，均出现了明显的误判。从而可以说明 HPG⁃
ICMCM 方法得到的修正系数的统计特性比 HPG⁃
CMCM 方法更加接近假定的真值，并且与 MC⁃IC⁃
MCM 方法得到的结果非常接近。除此之外，为了

分析测量误差变异系数对 HPG ⁃ ICMCM 方法和

HPG⁃CMCM 方法的影响，图 9 给出了变异系数为

0.02 时，修正后结构的前五阶频率的概率密度函数。

从图 9 中可以看出，HPG⁃ICMCM 方法与蒙特

卡罗模拟方法的结果吻合，而通过 HPG⁃CMCM 方

法得到的修正频率不符合仿真预设的实测频率。这

进一步说明了 HPG⁃ICMCM 方法的优越性。此外，

基于三万个样本的 MC⁃ICMCM 方法在 CPU 为 i5⁃
10400、运行内存 16 GB 的个人计算机上计算时间超

过了 1800 s，而本文提出的 HPG⁃ICMCM 方法仅用

时 120 s，二者对比说明了此方法的高效率。

图 7 单元刚度修正系数均值

Fig. 7 Mean of updated coefficient of element stiffness

图 5 单元质量修正系数均值

Fig. 5 Mean of updated coefficient of element mass

图 6 单元质量修正系数标准差

Fig. 6 Standard deviation of updated coefficient of element 
mass

图 8 单元刚度修正系数标准差

Fig. 8 Standard deviation of updated coefficient of element 
stiffness
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对于不同的模态组合，文献［9］指出当测量模态

数据较少时，确定性 CMCM 方法可能会导致修正结

果不稳定。接下来，将验证在有限实测数据的情况

下，HPG⁃ICMCM 方法的稳定性。假设质量和刚度

的折减量与之前简支梁仿真算例的预设值完全相

同，不进行模态扩阶，考虑计算和测量模态的不同组

合工况。不同工况下，模态组合如表 1 所示。

在这四种工况下，采用 HPG⁃ICMCM 方法对简

支梁进行模型修正，得到单元修正系数的统计特性，

如图 10~13 所示。图 10~13 结果显示在四种不同

的模态组合中，获得的修正系数统计特性非常接近。

同样，在不同模态组合情况下，可以得出简支梁

修正后频率的概率密度函数。修正后模型的前五阶

频率概率密度函数如图 14 所示。

从图 14 中可以看到，选取不同的模态组合都可

以得到较准确的修正结果。由于采用了 ICMCM 方

法增加了修正方程数量，尽管测量模态的数量逐渐

减少，修正后的频率仍然能很好地与测量结果吻合，

说明了本文提出方法的稳定性。

图 10 各工况单元刚度修正系数均值

Fig. 10 Mean of updated coefficient of element stiffness in 
different cases

表 1 不同工况下的模态组合

Tab. 1 Modal combination under different cases

工况

1
2
3
4

模态阶数

计算模态

前 5 阶

前 6 阶

前 12 阶

前 14 阶

测量模态

前 7 阶

前 5 阶

前 3 阶

前 2 阶

修正方程数量

84
55
45
32

图 11 各工况单元刚度修正系数标准差

Fig. 11 Standard deviation of updated coefficient of element 
stiffness in different cases

图 12 各工况单元质量修正系数均值

Fig. 12 Mean of updated coefficient of element mass in 
different cases

图 13 各工况单元质量修正系数标准差

Fig. 13 Standard deviation of updated coefficient of element 
mass in different cases

图 9 前五阶频率的概率密度函数

Fig. 9 PDFs of the first five frequencies
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4　七层框架试验

为了验证 HPG⁃ICMCM 方法的有效性，制作了

一个七层框架，如图 15（a）所示。该七层框架层高

为 150 mm，框架动力模型采用葫芦串模型，如图 15
（b）所示，各单元质量为每层铝合金质量块及低频传

感器和夹具组成。层间刚度由两侧的钢板提供，两

侧侧板均采用 1 mm 厚的 304 不锈钢板切割成型制

作。框架的底部使用螺丝紧固在试验台上。层间钢

板材料的弹性模量为 194 GPa、密度为 7.93 g/cm3，

泊松比为 0.3。每层侧板的宽度为 100 mm，在框架

的模态试验中，将第 2，4 和 6 层间两侧的钢板分别切

除 30%，10% 和 20%，用来模拟刚度退化。框架的

各单元的质量如表 2 所示，在单元 2，4 和 5 处附加质

量块模拟质量变化。在模态测试中，使用 5 个加速

度传感器分两批测量。由于传感器的重量不能忽

略，为了使测试过程中每层质量相同，因此在没有布

置传感器的层中布置与传感器等重的配重块。试验

中，采取了 6 种不同的传感器布置方式进行了 6 组

测量。

每一组测量均采用不测力法对框架结构进行模

态测试。在采集了 7 个测量点的加速度数据之后，

使用增强型频域分解方法［21］识别该框架的模态，并

采用测量软件内 5 种不同的分析点数（512，1024，

2048，4096，8192）进行模态分析。对 30 组样本进行

统计分析之后，得到前三阶测量模态的均值，并且得

出测量频率的变异系数为 0.01。预计在实际工程测

量中变异系数会更大。

选择前三阶实测模态和初始模型的前四阶计算

模态用于模型修正，将 7 个单元的弹性模量和质量

作为修正系数，总共 14 个修正参数。其中，七层框

架的刚度修正系数从下到上编号为 1~7，每层对应

的质量修正系数编号为 8~14。采用 HPG⁃ICMCM
方法进行计算，并使用 L1 正则化技术降低求解过程

中矩阵求解的不适定性，得到修正系数的统计特性

如图 16 和 17 所示。

图 15 七层钢框架及其简化力学模型

Fig. 15 Seven-story steel frame and its simplified mechanical 
model

图 14 各工况修正模型前五阶频率的概率密度函数

Fig. 14 PDFs of the first five frequencies of the updated 
model in different cases

表 2 七层钢框架各单元质量

Tab. 2 Mass of each element of seven⁃story steel frame

单元序号

1

2

3

4

5

6

7

单元质量/
kg

1.260

1.200

1.212

1.267

1.250

1.252

1.183

质量改变量/
kg
0

+0.095

0

+0.165

+0.095

0

0

修正系数/
%
0

+7.5

0

+12.4

+7.2

0

0

图 16 七层钢框架修正系数均值

Fig. 16 Means of updated coefficients of seven-story steel 
frame
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从图 16 中可以看出，修正参数的均值与预设工

况基本吻合。由于测量误差的随机性，修正后的参

数也具有随机性，修正系数的标准差如图 17 所示。

从图 17 中可以看出，修正系数的标准差最大值为

0.03，最小值为 0.005。用修正后的参数计算结构频

率的概率密度函数，如图 18 所示。从图 18 中可以看

出，本文方法修正的结构频率概率密度与测量结果

基本一致。这说明了本文方法对于试验框架结构是

有效的。

5　结  论

本文提出了一种交叉模型交叉模态随机有限

元模型修正方法。该方法成功地将确定性的改进

交叉模型交叉模态模型修正方法拓展到随机领

域。建立了基于 ICMCM 方法的随机模型修正方

程，并对方程进行了求解。该方法同时具备了 IC⁃
MCM 方法仅用少量模态即可构造大量修正方程

的优点，以及能够考虑测量误差的随机性，并能用

混合摄动 ⁃伽辽金方法高效求解随机模型修正方

程的优点。

简支梁算例的结果表明，本文方法可以有效

处理测量数据中较大的不确定性，并且计算效率

要比直接采用蒙特卡罗模拟方法高出 1 个数量

级。当测量数据较少时，新的方法比已有的混合

摄动 ⁃伽辽金修正方法修正效果好，且比交叉模型

交叉模态法的修正精度更高。七层框架结构试验

表明了本文方法对实际结构模型修正的有效性。
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Stochastic model updating method using the improved 
cross-model cross-mode technique
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（1.School of Civil Engineering and Architecture， Wuhan University of Technology， Wuhan 430070， China； 
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Abstract: In this paper， a new stochastic model updating method is proposed， which combines the random hybrid perturbation-

Galerkin method with the improved cross-model cross-mode technique. This method effectively alleviates the impaction of limited 
measurement data and uncertain measurement errors on model updating. Considering the uncertainty of the measured modal data， a 
new stochastic updating equation with update coefficient vector is established based on the improved cross-model cross-mode meth⁃
od. Using the hybrid perturbation-Galerkin method to solve the stochastic updated equation， the update coefficient vector is ob⁃
tained. The statistical characteristics of the update coefficients can then be determined. The numerical results of the simply support⁃
ed beam show that the proposed method can effectively deal with the relatively large uncertainty in the actual measurement data， 
and shows relatively strong stability in the case of different modal combinations， and has a higher computational efficiency than the 
Monte Carlo method. Considering the rank deficit， the improved cross-model cross-mode method proposed in this paper can get 
better updating results than the cross-model cross-mode method. The experimental results of the frame show that the new method 
can simultaneously modify the stiffness and the quality of the structure， and the updated model can be used to obtain modal data 
consistent with the measured results， thus verifying the effectiveness of the proposed method.
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