
第  36 卷第  2 期
2023 年 4 月

振 动 工 程 学 报
Journal of Vibration Engineering

Vol. 36 No. 2
Apr. 2023

正交球面波源的近场声全息射线波函数波叠加法
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摘要 : 在基于传统波叠加法的近场声全息技术中，多采用辐射球面波的单极子作为等效源，易导致传递矩阵病态，

利用射线波函数替换球面波函数可有效改善传递矩阵病态性。然而，以往的射线波函数法采用格林函数的方向导

数作为波函数，其解析表达式复杂，计算效率低。此外，以往方法的波函数指向设置对节点分布方式要求较高，限制

了其应用的灵活性。针对上述问题，采用（n， 0）阶的球面波源重新构造了一系列射线波函数，该射线波函数可利用

球 Hankel函数和 Legendre 多项式的递推形式方便地计算出其任意阶的表达式，大幅提高了效率。通过改进射线波

函数的主指向设置，使其在实际使用中更加灵活，提出一种基于正交球面波源的射线波函数波叠加法。利用正四面

体辐射体、两端带球帽的圆柱辐射体和简支矩形钢板声源 3 个数值仿真，对比验证了传统方法和所提方法在声场重

建中的效果。仿真结果表明：在声场细节信息较为丰富的高频下，即便采用正则化方法求解，传统波叠加法由于传

递矩阵病态严重，在 3 个仿真中均难以保证重建精度，误差为 20% 左右；而建立的射线波函数法则有效降低了传递

矩阵的条件数，改善了系统病态性，获得了更高的重建精度，误差在 5%~10% 之间，说明了所提方法更具优越性。
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引　言

近场声全息技术（NAH）是一种有效的噪声源

定位、识别和声场重建技术，经过近几十年的研究，

在算法方面已相继提出了基于空间 Fourier 变换的

NAH 方法［1］、基于 Kirchhoff⁃Helmholtz 边界积分方

程的边界元方法［2⁃4］、源强模拟方法［5⁃6］、波叠加法［7］

等。其中，波叠加法作为一种无奇异性、精度高且适

用于任意形状结构的声场计算方法，自 1989 年提出

以来就已被广泛应用于各种声学问题的计算中［8⁃11］。

其原理是在声源面内缩的一个封闭虚拟曲面上布置

连续分布的等效源来表示声源向外辐射的声场，不

仅克服了基于空间 Fourier 变换算法只能计算规则

形状声源的缺点，又避免了边界元法所带来的复杂

插值运算和奇异积分处理。但将波叠加法应用于声

全息计算时，由于等效源面与全息测量面之间距离

的影响，其离散后形成的传递矩阵通常是一个大条

件数的病态矩阵，导致源强求解稳定性较差［12］。

为了提高源强求解的稳定性，通常需采用正则

化方法，目前最常用的正则化方法有截断奇异值方

法（TSVD）、Tikhonov 正则化方法等［13］。但这些正

则化方法本质上都是将传递矩阵中对测量误差非常

敏感的小奇异值项进行截断或滤除，该过程必然会

损失一部分声场细节信息。如果传递矩阵病态严

重，那么正则化时就必须选取较大的截断点或正则

化参数以过滤更多的小奇异值项，这会加剧声场细

节信息的丢失。对于复杂程度不高的低频声场，小

奇异值项对声场的贡献相对较小，在正则化后一般

均可保证声场重建的分辨率。但对于声场细节信息

丰富的高频声场，小奇异值项的滤除会对声场重建

精度造成很大影响。因此，为保证波叠加法的重建

精度，即便采用正则化方法，也应尽量改善传递矩阵

的病态性。

为改善传递矩阵的病态性，以往的研究大多侧

重于优化等效源布置面的位置［12，14⁃18］。但由于声源

形状和性质、全息测量面形状、测点分布方式等的复

杂性，等效源面最佳分布和位置的选择是一个非常

复杂的问题，且至今尚无一个成熟有效的方法［12，19］。

文献［20⁃23］在对传统单极子波叠加法传递矩阵的

病态性进行分析后发现，由于单极子向外辐射的波

函数是以球面形式衰减的自由场格林函数，因此当

等效源点之间或全息测量点之间的位置仅有微小改

变时，格林函数的大小变化过于平缓，导致传递矩阵
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因不同行或列近似相等而病态。进而，文献［22⁃23］
从优化波函数波阵面衰减速度的角度，提出了一种

利用射线波函数替代传统球面波函数以改善传递矩

阵病态性的射线波函数法，在改善传递矩阵病态性

方面取得了一定效果。然而，该方法采用格林函数

的方向导数作为射线波函数，这种类型射线波函数

的解析表达式较为复杂，不仅计算效率低且难以计

算到高阶导数。此外，该方法还将射线波函数的主

指向设置为各等效源到其对应测点的方向，即要求

等效源和测点无论是在数量还是分布方式上均必须

一一对应，这无疑限制了射线波函数法在实际工程

中的应用。

为了提高射线波函数法的计算效率和灵活性，

本文采用（n， 0）阶正交球面波源构造了一种新型的

射线波函数，该波函数无需求导运算，仅利用球

Hankel 函数和 Legrend 多项式的递推形式即可方便

地计算出其任意阶的表达式，不仅计算效率得到大

幅提高，而且不会增加计算难度和复杂性。与此同

时，本文通过分析射线波函数对传递矩阵病态性的

改善机理，提出一种射线波函数的主指向设置方法，

使等效源与测点的布置不再受到数量和分布均须一

一对应的限制，大大提高了射线波函数法在应用中

的灵活性。最后，通过 3 个不同声源的数值仿真算

例对比验证了本文方法在声场重建中的有效性和准

确性。

1　理论部分

1. 1　传统单极子波叠加法的病态性及射线波函

数法

波叠加法的基本思想是：声源向外辐射的声场

可由连续分布于其内部的等效源所辐射的声场叠加

代替，该思想可用下式描述［7］：

p ( r )=∫Ω
σΦ ( rE ) Φ ( r，rE ) dΩ ( rE ) （1）

式中　p ( r ) 为声源在空间 r处辐射的声压；σΦ ( rE )
为位于 rE 处的等效源源强，下标 Φ 表示其波函数为

Φ ( r，rE )，根据等效源的类型不同，可为单极子等效

源、偶极子等效源、单⁃偶极子组合型等效源等；Ω 为

等效源在声源内部的分布区域，SE 为该区域的边

界，如图 1（a）所示。

为了便于计算，通常将等效源布置在虚拟边界

SE 上，并在积分离散时将每个单元内的等效源源强

和波函数均视为常数，且配置在每个单元的中点，如

图 1（b）所示。式（1）离散为如下形式［5⁃6］：

p ( r )= ∑
j = 1

N

qΦ ( rEj ) Φ ( r，rEj ) （2）

式中　qΦ ( rEj )为第 j个离散等效源的源强；Φ ( r，rEj )
为该等效源对应的波函数。

由式（2）可知，只要确定了 N 个等效源的源强

qΦ ( rE1 )，qΦ ( rE2 )，⋯，qΦ ( rEN )，即可计算出声源在任

意场点 r处辐射的声压。在基于波叠加法的近场声

全息技术中，求解源强所需的方程组可以通过测量

声源近场区域的声压或振速来建立。假设全息测量

信息为声压，等效源为单极子，利用式（2）可得如下

矩阵方程：

pH = GHQG （3）
式中　 pH =[ p ( rH1 ) p ( rH2 )⋯p ( rHM ) ]T 为 M × 1 的

测量声压列向量；[ GH ]ij = G ( rHi，rEj )为 M × N 的全

息测量数据与等效源强间的传递矩阵，G ( rHi，rEj )为
自 由 场 格 林 函 数 ，即 单 极 子 波 函 数 ；QG =
[ qG ( rE1 ) qG ( rE2 )⋯qG ( rEN ) ]T 为 N × 1 的 单 极 子 等

效源强列向量。

求解方程（3），得源强向量QG 为：

QG = G+
H pH （4）

式中　G+
H 表示矩阵GH 的广义逆。

为获得式（4）的最小二乘解，要求测点数 M 不

小于等效源数目 N，即 M ≥ N。此外，在传统波叠加

法中，一般采用单极子作为等效源，其波函数为自由

图 1 波叠加法及等效源法的示意图

Fig. 1 The diagram for wave superposition method and 
equivalent source method
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场格林函数 G ( rHi，rEj )。文献［20⁃23］在对由该函数

所构成的传递矩阵 GH 的病态性进行分析后指出，由

于格林函数 G ( rHi，rEj )是一个只与两点距离有关且

以球面衰减的波函数，因此当不同测点或等效源点

之间的位置仅有微小改变时，矩阵的不同行或列的

元素将近似相等，导致传递矩阵 GH 因向量间的强线

性相关性而病态。对于该病态问题，一般是借助正

则化方法抑制测量误差的放大并以此稳定求解过

程。常用的正则化方法包括截断奇异值方法（TS⁃
VD）、Tikhonov 正则化方法［13］等。但正则化方法本

质上是通过类似滤波的方法将传递矩阵中对误差敏

感的小奇异值项滤除。如果传递矩阵病态严重，在

正则化时就需选取较大的截断点或正则化参数等以

滤除更多的奇异值项，这将会加剧声场细节信息丢

失，导致重建复杂声源或高频声场时精度下降。因

而，为保证重建精度，应尽量改善波叠加法传递矩阵

的病态性。

为了改善上述问题，文献［22⁃23］中提出了一种

利用强指向性波函数替换球面形式波函数以提高声

场重建稳定性的方法，并称之为射线波函数法。其

基本原理是将传统波叠加法中单极子等效源辐射的

球面波函数替换为满足 Helmholtz 方程和 Sommer⁃
field 辐射条件且主值指向等效源对应测点的射线波

函数，如图 2 所示。这样一来，等效源辐射的声波将

仅在其对应测点处具有较大的声波激励，并生成较

大的主对角元素，而在非对应测点处的声波激励则

快速衰减，即生成较小的非对角元素，进而得到一个

主对角元素占优的良态传递矩阵，以此提高声场重

建的稳定性。

1. 2　以往射线波函数法的缺陷及改进

在对文献［22⁃23］中提出的射线波函数法进行

深入研究后发现，该方法虽然在改善传递矩阵病态

性方面具有一定优势，但仍有以下两个缺陷：

（1）波函数计算效率方面的缺陷。文献［22⁃23］

均是利用格林函数的方向导数作为射线波函数，该

类型波函数的高阶导数（超过 6 阶后）解析表达式非

常复杂，导致计算效率较低甚至无法计算。

（2）射线波函数主指向设置方面的缺陷。文献

［22⁃23］中均是将射线波函数的主指向设为等效源

的对应测点方向，这样设置虽然可以形成主对角占

优形态良好的传递矩阵，但要求等效源数量与测点

数量相同，且在运算过程中须保证这两组节点的编

号始终一一对应。而在实际应用中，为获得更高的

计算精度，等效源最好均匀布置在与声源面共形的

虚拟面上，同时为了便于制造和降低成本，全息测量

面则通常为规则形状且测点规则分布，这必然难以

保证全息测点与等效源点之间的一一对应。

本文的主要内容则是针对以上两点提出如下改

进办法：

（1）对波函数计算效率方面的改进——重新构

造射线波函数。源模拟技术的研究表明，只要是满

足 Helmholtz 方程和 Sommerfeld 辐射条件的解析函

数 Φ ( r，rE )均可作为等效源波函数［5⁃6］。因而射线波

函数的选取并不局限于格林函数的导数，本文将利

用 Helmholtz 方程在球坐标系下的基本解，即正交

球面波源重新构造射线波函数。

（2）对射线波函数主指向设置方面的改进。实

际上，由 1.1 节中图 2 的分析可知，射线波函数能够

降低传递矩阵线性相关性的主要原因在于它在非主

指向的衰减速度远快于格林函数的球面波。因此，

即便不采取等效源与主测点一一对应的设置方式，

理论上仍应能显著降低传递矩阵因线性相关性过强

导致的病态。在应用中，为了保证等效源辐射的声

波在空间中分布均匀，只要各射线波函数的主指向

均匀向外分散即可。例如，对于封闭的等效源面和

全息面，可将射线波函数的主指向设置为从等效源

面所包含空间的几何中心到各等效源连线的方向，

如图 3（a）中的 l1，l2，l3，⋯，lN 所示；对于非封闭的等

效源面和全息面，则可以设置为等效源面的外法向

方向，如图 3（b）中的 l1，l2，l3，⋯，lN 所示。在后文的

方法验证部分将通过仿真算例进行验证。

1. 3　基于正交球面波源的射线波函数

正交球面波源是由不同阶次的球谐函数和球

Hankel函数构成，其具体表达式为［24］：

pnm ( r，θ，ϕ )= hn ( kr )Y m
n ( θ，ϕ )；

n = 0，1，2，3，⋯；m = -n~n （5）
式中　hn (⋅)为第一类或第二类 n 阶球 Hankel 函数，

本文采用第二类 n 阶球 Hankel 函数，即 h ( 2 )
n (⋅)；Y m

n (⋅)

图 2 射线波和球面波在同一重建模型中的对比图

Fig. 2 Comparison of ray wave and spherical wave in the 
same reconstruction model
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为归一化的球谐函数；k 为波数；( r，θ，ϕ )表示场点在

坐标系中的位置，如图 4 所示。

由式（5）可知，球面波源 pnm ( r，θ，ϕ )的指向性取

决于球谐函数项 Y m
n ( θ，ϕ )。又由 Y m

n ( θ，ϕ )的性质，

当 m = 0 时，其表达式中的角度变量 ϕ 将被消除，指

向性仅由 θ 决定，此时该函数的指向形态必然关于 z

轴回转对称且主值指向 z 轴。图 5 给出了 m = 0，n

分别为 0，1，3，7，10，15 时球谐函数的指向形态图。

由图 5 可见，当 m = 0 时，球谐函数在 z 轴方向具有

强指向性，且 n 越大，其指向性越强。因而，可取

m = 0 时的球面波源 pnm ( r，θ，ϕ ) 作为射线波函数。

令式（5）中 m = 0，略去常系数后将其记为 Dn ( r，θ )：
Dn ( r，θ )= h ( 2 )

n ( kr ) Pn ( cos θ )；n = 0，1，2，3，⋯ （6）
上式即为带有参数 n 的球面波源型射线波函

数，其中 Pn ( cos θ )为 n 阶 Legendre 多项式。由于式

（6）可利用球 Hankel 函数和 Legendre 多项式的递推

形式方便地计算到任意阶，因此相较于格林函数导

数型的射线波函数，不仅计算效率得到大幅提高，而

且不会增加计算难度和复杂性。

1. 4　射线波函数在波叠加法中的应用

由 1.3 节的分析可知，将射线波函数应用于波

叠加法时，需设置各等效源所辐射的射线波函数指

向其对应主指向 l1，l2，l3，⋯，lN，如图 3 中所示。下

面假设第 j 个等效源在全局坐标系 Oxyz 中的位置

为 rEj，其对应的主指向为 l j，如图 6 所示。由于射线

波函数关于自身坐标的 z 轴回转对称，因此，欲使其

主瓣指向 l j，可将位置 rEj 作为坐标原点、主指向 l j 为

z 轴作一局部坐标系 Ox′y ′z ′。此时，只要将射线波

函数 Dn ( r，θ ) 中的变量 θ 和 r 替换为局部坐标系

Ox′y ′z ′中的变量 θ ′和 r ′，即可使其指向 z′轴，即 l j

方向。

利用式（6），可得 rEj 处单位强度等效源在场点 r

处辐射的声压为：

Dn ( r ′，θ ′)= h ( 2 )
n ( kr ′) Pn ( cos θ ′) （7）

为方便起见，将上式中的局部坐标变量 r ′和 θ ′

图 3 在采用封闭和非封闭全息采样面时射线波函数的主指

向方向设置

Fig. 3 Setting of main direction of ray wave function in 
closed and non⁃closed holographic surfaces

图 4 球坐标系

Fig. 4 Spherical coordinate system

图 5 球谐函数 Y 0
n 在三维空间中的指向形态

Fig. 5 Directional form of spherical harmonic function Y 0
n  in three⁃dimensional space
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用全局坐标变量 rEj，r和 l j 表示如下：

Dn ( r，rEj，l j )= h ( 2 )
n ( k | r- rEj | ) Pn

l j ⋅ r
|| l j || r

（8）

将上式中的场点位置 r替换为全息面测点位置

rHi，即可得到等效源与全息面间的传递矩阵 DH，其

元素为：

[ DH ] ij
= Dn ( rHi，rEj，l j ) （9）

进而式（3）和（4）的矩阵方程可分别改写为：

pH = DHQD （10）
QD = D+

H pH （11）
式中　QD =[ qD ( rE1 ) qD ( rE2 )⋯qD ( rEN ) ]T 为射线波

函数所对应的等效源强向量。

求解出等效源强后，再利用下式即可重建场点

r处的声压：

p ( r )= ∑
j = 1

N

qD ( rEj ) Dn ( r，rEj，l j ) （12）

值得一提的是，在 n = 0 和 n = 1 时，式（6）分别

对应单极子等效源和偶极子等效源［25］。此时，式

（12）将变为传统的单层势和双层势波叠加法。

2　方法验证

2. 1　仿真模型说明

为验证本文所提方法在声场重建中的效果，该

部分设计了 3 种不同类型声源的仿真模型，分别为

正四面体辐射体、两端带球帽的圆柱辐射体和四边

简支矩形钢板声源。需要指出的是，由于球面波源

通常在单点多极法中被用于计算球形或近似球形

的声源［5⁃6，24，26⁃27］，而本文则是将其应用于波叠加法

中，因此为了验证由球面波源构造的射线波函数在

波叠加法中依然适用于任意形状声源的优势，上述

3 种声源均为非球形声源。其中，正四面体辐射体

主要考察等效源面和全息面均为封闭且共形，等效

源数量与测点数量相同情况下的重建效果；两端带

球帽的圆柱辐射体主要考察等效源面和全息面均

为封闭，但仅近似共形，且等效源与测点并非一一

对应情况下的重建效果；简支板声源则考察等效源

面和全息面均为非封闭情况下对空间连续型结构

声源的重建效果。 3 个仿真中均添加信噪比为

25 dB 的高斯白噪声，并使用 Tikhonov 正则化方法

求解，正则化参数采用 L 曲线进行选择。同时，由

前文所述，传递矩阵的病态性会导致正则化对声场

细节信息的滤除增加，从而在重建高频复杂声场时

精度下降，因此 3 个仿真均在 1000 Hz 以上的较高

频下进行。

2. 2　仿真 1：正四面体辐射体的声压重建

如图 7（a）所示为一几何中心位于坐标原点 O，

底面的一边与 y 轴平行且边长为 a = 1 m 的正四面

体辐射体。假设该辐射体表面的声压由置于其中心

O 处的点声源 S1 和 z 轴正方向上与原点 O 距离为

d = 0.3 m 的点声源 S2 叠加产生。为了增加声场的

复杂度，将两个点声源设置为不同的多极子声源，其

具体的表达式为：

S1 = h ( 2 )
0 ( krS1 )Y 0

0 ( θS1，ϕS1 ) （13）
S2 = h ( 2 )

4 ( krS2 )Y 0
4 ( θS2，ϕS2 ) （14）

式中　坐标变量 rS1，θS1，ϕS1，rS2，θS2，ϕS2 均为以点源

所在位置为坐标原点、坐标轴方向与全局坐标系平

行的局部坐标系中的位置标量。

仿真中采用三角形单元均匀划分四面体表面，

共计 340 个节点。测量面设置为包裹辐射体且所有

边长均为 aH = 1.2 m 的共形四面体面，测点的数量

和分布方式与声源表面节点相同，如图 7（b）所示。

等效源布置在声源表面向内以 0.5 比例缩进的虚拟

面上，等效源的数量和分布方式与声源表面节点相

同。由于该模型中等效源与全息测点一一对应，因

此设置射线波函数指向各等效源的对应测点。重建

波数设置为 k = 35（1910.6 Hz）。

图 8 为正四面体声源的表面声压幅值分布。由

图 8 可见，即便已经采用了正则化方法进行求解，除

了 n = 4 阶波函数的重建结果与解析声压吻合较好

以外，其余阶波函数的重建声压均产生了明显偏差。

为了量化重建结果，图 9 给出了各阶波函数对应的

重建声压相对误差曲线及传递矩阵条件数曲线，其

中，相对误差由下式计算：

Error =
 pn - p

2

 p
2

× 100% （15）

图 6 指向性球面波源的局部坐标系

Fig. 6 Local coordinate system of directional spherical wave 
source
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式中　pn 表示第 n 阶波函数的重建声压向量；p表示

解析声压向量。

由图 9（a）可以发现，当波函数阶数 n = 0 和 n =
1 时（即传统波叠加法），重建误差较大，超过了

20%。而且当波函数的阶数在 0~4 之间时，重建误

差基本呈下降趋势，并在 4 阶时最小，误差小于

10%。通过对比图 9（b）的条件数曲线可知，重建误

差下降是由于传递矩阵条件数逐渐减少，因此正则

化后损失的声场信息随之减少，重建结果更为精确

和稳定。而当波函数的阶数大于 4 阶时，传递矩阵

的条件数虽然仍保持下降趋势，但重建误差却反而

逐渐上升。这是因为过高的阶数会使得射线波函数

的指向性太强，并由此导致各等效源辐射的声波过

于集中在其对应主指向的射线束内，而在非主指向

上将因波函数衰减太快而产生较大误差，因此无法

正确描述真实声场。由此可见，射线波函数的指向

性并不是越强越好，而是应在合理的范围内选取。

一个简单的方法是利用“辅助面法［24］”进行选取，即

在声源面与全息面间设置若干辅助测量点，然后计

算各阶射线波函数（通常只需要计算到前 10~15
阶）在辅助测点处的重建声压，最后将重建声压与该

点的测量声压进行对比，取两者误差为最小时所对

应的阶数即可。由于篇幅所限，本文不展开讨论波

函数阶数的选取。实际上，由球面波源构造而成的

射线波函数作为 Helmholtz 方程在球坐标系下的基

本解，其阶数的选择需要综合考虑声源特性、NAH
模型配置及噪声性质等［28］。

2. 3　仿真 2：两端带球帽的圆柱辐射体的声压重建

以坐标原点 O 为几何中心设置一两端带球帽

的圆柱壳长条辐射体，其中圆柱部分长度为 2a =
1 m，圆柱和球帽的半径均为 a = 0.5 m，如图 10（a）

所示。假设该辐射体表面声压由分别置于两个球帽

球心处的点声源 S1 和 S2 叠加产生。与仿真 1 类似，

将两个点声源设置为多极子，其中：

S1 = 0.01 ⋅ h ( 2 )
7 ( krS1 )Y 4

7 ( θS1，ϕS1 ) （16）

图 7 正四面体辐射体的仿真模型示意图

Fig. 7 Simulation model of the radiator of regular tetrahedral

图 8 正四面体辐射体表面的声压幅值分布

Fig. 8 Distribution of sound pressure amplitude on radiator of regular tetrahedral surface
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S2 = h ( 2 )
2 ( krS2 )Y 0

2 ( θS2，ϕS2 ) （17）
式中的坐标变量说明见仿真 1。仿真中仍采用

三角形单元划分声源表面，共计 629 个节点，如图 10
（b）所示。测量面设置为包裹声源的长方体表面，其

长宽高尺寸为 2.1 m × 1.1 m × 1.1 m，在长方向等

间隔分布 17 个测点，宽和高方向等间隔分布 9 个测

点，测点数共计 642 个，如图 10（a）所示。等效源布

置在声源表面向内以 0.5 比例缩进的虚拟面上，等

效源的数量和分布方式与声源表面节点相同。注

意，该模型中等效源与全息测点的数量和分布方式

均不同，因此不存在一一对应关系，射线波函数的指

向按照图 3（a）所示进行设置。重建波数设置为 k =
25（1364.8 Hz）。

与仿真 1 类似，该仿真中分别给出了各阶波函

数的声源表面重建声压幅值分布云图、声压相对误

差曲线及传递矩阵条件数曲线，如图 11 和 12 所示。

由图 12（a）可以发现，与仿真 1 不同，该重建模型中

图 10 两端带球帽的圆柱辐射体仿真模型示意图

Fig. 10 Diagram of a radiator of cylinder with two spherical caps simulation model

图 9 重建正四面体辐射体时的声压相对误差及传递矩阵条件数

Fig. 9 The relative error of sound pressure and the condition number of transfer matrix when reconstructing

图 11 两端带球帽的圆柱辐射体表面声压幅值分布

Fig. 11 Distribution of sound pressure amplitude on radiator of cylinder with two spherical caps surface

540



第  2 期 石梓玉，等： 正交球面波源的近场声全息射线波函数波叠加法

最小误差对应的波函数阶数为 n = 5。由图 12（b）
的条件数曲线可以发现，虽然射线波函数并未指向

等效源的对应测点，但传递矩阵的条件数仍然呈现

良好的下降趋势，这表明本文在 1.3 节提出的射线

波函数指向设置方法是有效的。

2. 4　仿真 3：矩形简支板辐射声压的重建

在波叠加法求解声场外问题的理论中，通常要

求给定边界条件的全息面为一封闭曲面，但在实际

工程中，重建由板、壳等结构振动产生的声场是一种

常见的应用场景，此时一般采用非封闭的平面全息

面测量声场信息。这一节的仿真将利用一个被无限

大刚性障板围绕的简支板声源验证本文方法在全息

面为非封闭平面时的声场重建效果。

如图 13 所示为一左下角位于坐标原点、长方

向和宽方向分别与 y 轴和 x 轴重合的长方形钢板。

长宽厚尺寸设置为 1 m×0.5 m×0.003 m，杨氏模

量为 E = 2.1 × 1011 Pa，泊松比为 μ = 0.23，密度为

ρ1 = 7.8 × 103 kg m 3
。边界条件设置为四边简支，

并在板的（0.25 m，0.75 m）位置处施加一幅值为

1 N，波数为 k = 63（3439.2 Hz）的简谐激励力。全

息测量面的大小与简支板相同并布置在其正上方

0.1 m 处，测点在长方向和宽方向的扫描间隔均为

0.02 m，共 1326 个测量点。等效源面位于简支板正

下方 0.1 m 处，其分布方式与测点相同。射线波函

数的指向按图 3（b）中的平面情形进行设置。仿真

中重建简支板上方 0.05 m 处的声压，并与解析声压

对比。简支板的解析声压是利用 Rayleigh 积分计

算得到，详细的推导及表达式见文献［25］。

该仿真中除了给出与仿真 1 和仿真 2 相同的

重建声压幅值分布云图、声压相对误差曲线及传

递矩阵条件数曲线外，为了突出各阶波函数对简

支板各区域声场的重建效果，还给出了重建面上

的 相 对 误 差 分 布 云 图 ，上 述 结 果 如 图 14~16 所

示。从图 14 的声压幅值分布云图上看，各阶波函

数的重建声压均与解析声压吻合得较好。但通过

对比图 15 中的相对误差云图则可以发现，当波函

数阶数为 n = 0 和 n = 1 时（即传统波叠加法），重

建误差云图中有大面积误差 ≥ 15% 的深红色。

而当波函数为 n = 2~8 时，云图中深红色的大误

差区域显著减少，并主要分布在解析声压接近于

0 处和简支板边缘处，这是由于计算相对误差时

分母接近 0 对误差产生的放大作用和声场信息泄

露所导致的，其余大部分区域均为误差 0%~5%
的深蓝色和浅蓝色。由图 16（a）可以发现，该重

建模型的最小误差对应的波函数阶数为 n = 4，最
小误差在 5% 左右，且阶数在 n = 2~8 的范围内

重建误差均相差不大，都在 5%~10% 之间。从图

16（b）中可以看到，传递矩阵的条件数曲线仍然

呈下降趋势。该仿真表明，对于非封闭的重建模

型，本文方法仍具有一定优势。

图 12 重建两端带球帽的圆柱辐射体时的声压相对误差及传递矩阵条件数

Fig. 12 The relative error of sound pressure and the condition number of transfer matrix when reconstructing

图 13 四边简支矩形钢板的尺寸及等效源的分布

Fig. 13 Size of simply supported rectangular steel plate with 
four edges and distribution of equivalent source
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图 14 偏心激励下的四边简支矩形钢板在重建面上的声压幅值分布

Fig. 14 Amplitude distribution of sound pressure of simply supported rectangular steel plate with four edges on the reconstruc⁃
tion surface under eccentric excitation

图 15 偏心激励下的四边简支矩形钢板在重建面上的重建声压相对误差分布

Fig. 15 Relative error distribution of reconstructed sound pressure of simply supported rectangular steel plate with four edges 
on the reconstruction surface under eccentric excitation

图 16 重建偏心激励的简支矩形钢板声源时的声压相对误差及传递矩阵条件数

Fig. 16 The relative error of sound pressure and the condition number of transfer matrix when reconstructing the simply supported 
rectangular steel plate sound source
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3　结  论

针对波叠加法传递矩阵的病态问题，在射线波

函数法的基础上，提出了一种由（n， 0）阶正交球面

波源构造而成的射线波函数，并改进了射线波函数

的主指向设置。文中对所提方法进行了详细的推导

和阐述，并通过数值仿真进行了验证，主要结论有：

（1）由（n， 0）阶正交球面波源构成的射线波函

数，其指向性随着阶数 n 的增大逐渐增强，并可利用

Hankel 函数和 Legendre 多项式的递推形式方便地

获得任意阶表达式，相较于以往格林函数导数型的

射线波函数，其计算难度和复杂程度大大降低；

（2）在射线波函数法中，射线波函数的主指向无

需严格指向等效源的对应测点。只需各射线波函数

的主指向在空间中均匀向外分散，即可有效地减少

传递矩阵条件数，并保证声场重建精度，大大提高了

射线波函数法在应用中的灵活性；

（3）在 1000 Hz 以上的含噪声高频声场中，由于

声场细节信息丰富，即便采用 Tikhonov 正则化方法

求解，传统波叠加法仍无法保证重建精度，误差为

20% 左右，而射线波函数法则能获得更高的重建精

度，误差在 5%~10% 之间。
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Wave superposition method with ray wave functions for near‑field 
acoustic holography based on orthogonal spherical wave sources

SHI Zi‑yu1，2， XIANG Yu1，2， LU Jing1，2， WANG Yu‑jiang1，2

（1.Guangxi Key Laboratory of Automobile Components and Vehicle Technology， Guangxi University of 
Science and Technology， Liuzhou 545006， China； 2.School of Mechanical and Automotive Engineering， 

Guangxi University of Science and Technology， Liuzhou 545006， China）

Abstract: In the near-field acoustic holography based on the traditional wave superposition method， the monopole radiating the 
spherical wave is often used as the equivalent source， which is easy to cause the ill conditioned transfer matrix. Replacing the spheri⁃
cal wave function with the ray wave function can effectively improve the ill conditioned transfer matrix. However， the previous ray 
wave function method uses the directional derivative of Green's function as the wave function， which has complex analytical expres⁃
sion and low computational efficiency. In addition， the wave function direction setting of the previous methods has high require⁃
ments for the node distribution， which limits the flexibility of its application. In order to solve the above problems， a series of ray 
wave functions are reconstructed by using （n， 0） order spherical wave source， this ray wave function can be easily calculated to any 
order by using the recursive form of spherical Hankel function and Legendre polynomial， and the efficiency is greatly improved. By 
improving the main direction setting of ray wave function to make it more flexible in practical use， a ray wave function wave super⁃
position method based on orthogonal spherical wave source is proposed. Three numerical simulations， i.e.， radiator of regular tetra⁃
hedral， radiator of cylinder with two spherical caps and simply supported rectangular steel plate acoustic source， are performed to 
verify the sound field reconstruction effect in both traditional method and proposed method. The simulation results show that in the 
high frequency with abundant sound field details， due to the serious ill conditioned transfer matrix， the traditional wave superposi⁃
tion method cannot guarantee the reconstruction accuracy in the three simulations even with the help of regularization method， and 
the error is about 20%. The established ray wave function method effectively reduces the condition number of the transfer matrix 
and improves the ill condition of the system. Therefore， higher reconstruction accuracy is obtained， and the error is between 5% 
and 10%， which shows that the method in this paper is more superior.
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