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多维强非线性振动系统的复动频率法
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摘要: 在机电耦合系统中，常会附加半自由度的方程。为了求解与这类方程有关的强非线性振动系统，在单自由度

复动频率法的基础上引入新的平衡规则，使其可应用于一个半自由度系统，得到 Duffing 振子强迫振动的渐近解和

幅频响应关系。为进一步拓展该方法的使用范围，通过增加新的待定频率和动态频率，使复动频率法可用于分析两

自由度强非线性振动系统，据此得到两自由度 Duffing⁃Van der Pol 振子的渐近解。通过与多尺度法、数值解结果对

比，证明了使用复动频率法研究多自由度强非线性振动问题的有效性。
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引  言

关于弱非线性系统的定量分析，传统的渐近方

法［1］可以较好解决。虽然无论非线性强弱与否，谐

波平衡法都可以用来求解非线性振动系统，但若要

得到足够精确的解，需要的谐波项必须足够多，否则

将会引起较大误差。文献［1⁃2］提出的增量谐波平

衡法是求解强非线性振动的有效方法，但是计算过

程中包含大量数值迭代过程，无法在幅频响应分析

中给出直接含有系统参数的解析表达式。文献

［3⁃7］拓展了规范形法，改进了 Nayfeh［8］关于响应频

率的选取，使规范形法可以应用于强非线性系统，并

将其推广到两自由度和多自由度耦合强非线性系统

中。但是在实践中发现，待定固有频率法在处理复

杂的强非线性系统时还存在诸多局限，其计算效率

还有待提升。Zhang 等［9⁃10］提出可以用来求解强非

线性不对称系统周期解的动态频率法，在能量方程

的基础上，引入动态频率来反映系统中非线性的影

响，该方法克服了谐波平衡法中由于截断高阶谐波

项造成的误差，为了进一步提高所求稳态响应的求

解精度，还引入了二阶动态频率法和改进的能量方

法。Wang 等［11］提出一种基于复规范形的复动频率

法，通过引入动态频率来体现系统中高阶非线性的

影响，将其应用于研究强非线性振动能量采集器中，

并通过实验验证了该方法的有效性，复动频率法有

效地体现了系统中强非线性的影响，提高渐近解的

求解精度，简化求解过程，提高计算效率。复动频率

法的提出是为了研究强非线性压电振动能量采集器

的复杂动力学行为，对于这类具有机电耦合的系统，

常会附加半自由度的方程，但是在研究过程中对系

统方程进行了简化，使一个半自由度系统近似为单

自由度系统，为了在类似的机电耦合系统中得到更

加精确的近似解，需要对单自由度复动频率法进行

拓展。

本文对上述复动频率法进行推广。首先，针对

一个半自由度 Duffing 振子强迫振动，引入新的平衡

规则，得到系统的渐近解和幅频响应关系；其次，针

对两自由度 Duffing⁃Van der Pol振子，引入 ω 10 和 ω 20

作为系统的待定频率，ω 11 和 ω 21 作为系统的动态频

率，通过计算确定待定频率、动态频率、振幅和渐近

解。最后，将该方法与多尺度法及数值解结果进行

对比。

1　一个半自由度系统复动频率法

考虑如下系统：

ü1 + ω2 u1 + αu̇1 + βu3
1 + θu2 = F cos ( Ωt ) （1）

u̇2 + γu2 - ϑu̇1 = 0 （2）
式中  ω 为系统固有频率，是一个常数；Ω 为激励频

率；α，β，θ，F，γ，ϑ 均为常系数。

将式（1）复化，引入复变量：
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u1 = η + η̄， u̇1 = i( ω 10 + εω 11 ) ( η - η̄ ) （3）
式中  ω 10 为待定频率，是一个常数；ω 11 为动态频

率，是一个与时间 t 有关的函数；ε 为簿记参数；η =
1
2 aeiω10 t + iϕ，η̄ = 1

2 ae-iω10 t - iϕ，a 为振幅，ϕ 为相位。

式（2）是一阶常系数非齐次微分方程，它的解由

两部分组成：

u2 = u21 + u22 （4）
式中  u21 为齐次微分方程 u̇2 + γu2 = 0 的通解；u22

为非齐次微分方程（2）的特解。易知：

u21 = Ce-γt （5）
式中  C 为任意常数。将 u̇1 当作方程（2）中的非齐

次项，u22 的形式与 u̇1 有关。若不考虑动态频率，

可设：

u22 = ( Γ 1 + iΓ 2 ) η +( Γ 1 - iΓ 2 ) η̄ （6）
式中  Γ 1， Γ 2 为待定系数。若考虑动态频率，u22 不

仅包含一次项 η和 η̄，还应包含高次项。方程（1）为

Duffing 振子，存在的高次项有：η3， η2 η̄， ηη̄2， η̄3。根

据单自由度复动频率法的平衡规则，共振项 η2 η̄， ηη̄2

与一阶谐波平衡有关；非共振项 η3， η̄3 与动态频率

的平衡有关。所以设：

u22 = ( Γ 1 + iΓ 2 ) η +( Γ 1 - iΓ 2 ) η̄ +
         ( Γ 3 + iΓ 4 ) η3 +( Γ 3 - iΓ 4 ) η̄3 （7）

式中  Γ 3， Γ 4 为待定系数。由此看出，组成 u2 的两

部分中，u21 为衰减振动，u22 为稳态振动。衰减振动

经过一定时间后就衰减了，同时为了考虑非线性对

u2 的影响，u2 的稳态运动方程设为：

u2 = u22 = ( Γ 1 + iΓ 2 ) η +( Γ 1 - iΓ 2 ) η̄ +
( Γ 3 + iΓ 4 ) η3 +( Γ 3 - iΓ 4 ) η̄3    （8）

对式（3）求导，可以得到：

ì
í
îïï

u̇1 = η̇ + η̇̄

ü1 = i( ω 10 + ω 11 ) ( η̇ - η̇̄ )+ iω̇ 11 ( η - η̄ )
（9）

求解式（9）可以得到平均方程：

η̇ = 1
2
é

ë
ê
êê
êu̇1 + ü1

i ( ω 10 + εω 11 )
+ iεω̇ 11 u̇1

( ω 10 + εω 11 )2

ù

û
úúúú  （10）

将式（1）和（8）代入式（10），并应用单自由度复

动频率法的平衡规则（考虑系统发生主共振时 Ω ≈
ω 10），得到：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

cos ϕ = 3a3 β + 4aω2 - 4aω 2
10 + 4aΓ 1 θ

4F

sin ϕ = - aαω 10 + aΓ 2 θ
F

（11）

ω 11 = a2

8ω 10
[ ( β + Γ 3 θ ) cos ( 2ω 10 t + 2ϕ ) -

]Γ 4 θ sin ( 2ω 10 t + 2ϕ )                   （12）
将式（3）和（8）代入式（2），并展开成三角级数的

形式，得到：

- a sin ( ω 10 t+ ϕ )
16ω 10

( a2 βϑ+ a2 Γ 3 θϑ+ 16Γ 2 ω 10 γ+

16Γ 1 ω 2
10 - 16ω 2

10 ϑ )- a sin ( 3ω 10 t+ 3ϕ )
16ω 10

(-a2 βϑ+

4a2 Γ 4 ω 10 γ- a2 Γ 3 θϑ+ 12a2 Γ 3 ω 2
10 )- a cos ( ω 10 t+ ϕ )

16ω 10
⋅

( a2 Γ 4 θϑ- 16Γ 1 ω 10 γ+ 16Γ 2 ω 2
10 )- a cos ( 3ω 10 t+ 3ϕ )

16ω 10
⋅

(-4a2 Γ 3 ω 10 γ- a2 Γ 4 θϑ+ 12a2 Γ 4 ω 2
10 )= 0

（13）
令 对 应 谐 波 项 的 系 数 分 别 为 零 ，便 可 得 到

Γ 1， Γ 2，Γ 3， Γ 4 的值，即：

Γ 1 = - a2 βϑω 10 - 16ϑω 3
10 + a2 θϑω 10 Γ 3 - a2 γθϑΓ 4

16ω 10 ( γ2 + ω 2
10 )

，

Γ 2 = - a2 βγϑ - 16γϑω 2
10 + a2 γθϑΓ 3 + a2 θϑω 10 Γ 4

16ω 10 ( γ2 + ω 2
10 )

，

Γ 3 = - βϑ ( θϑ - 12ω 2
10 )

16γ2 ω 2
10 + θ 2 ϑ2 - 24θϑω 2

10 + 144ω 4
10
，

Γ 4 = 4βγϑω 10

16γ2 ω 2
10 + θ 2 ϑ2 - 24θω 2

10 ϑ + 144ω 4
10

（14）
将 Γ 1， Γ 2 的值代入式（11），得到系统的幅频响

应关系为：

( 3a3 β + 4aω2 - 4aω 2
10 + 4aΓ 1 θ )2 +

16( aαω 10 + aΓ 2 θ )2 = 16F 2 （15）
由式（3）和（8）得到系统（1）和（2）的稳态渐近

解为：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

u1 = a cos ( ω 10 t + ϕ )
u̇1 = -a ( ω 10 + ω 11 ) sin ( ω 10 t + ϕ )
u2 = a [ ]Γ 1 cos ( ω 10 t + ϕ )- Γ 2 sin ( ω 10 t + ϕ ) +
1
4 a3[ ]Γ 3 cos ( 3ω 10 t + 3ϕ )- Γ 4 sin ( 3ω 10 t + 3ϕ )

（16）

其 中 ，tanϕ = - 4 ( αω 10 + Γ 2 θ )
3a2 β + 4Γ 1 θ + 4ω2 - 4ω 2

10
，振 幅 a

和待定频率 ω 10 由幅频响应关系（15）确定。

2　两自由度系统复动频率法

考虑如下两自由度系统：

ì
í
î

ü1 + ω 2
1 u1 = f1 ( u1，u2，u̇1，u̇2，t )

ü2 + ω 2
2 u2 = f2 ( u1，u2，u̇1，u̇2，t )

（17）

其中：
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ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

f1 ( u1，u2，u̇1，u̇2，t )= α30 u3
1 + α21 u2

1 u2 + α12 u1 u2
2 +

                  α03 u3
2 + μ1 ( 1 - u2

1 ) u̇1 + F 1 cos ( Ω 1 t )
f2 ( u1，u2，u̇1，u̇2，t )= β30 u3

1 + β21 u2
1 u2 + β12 u1 u2

2 +
                  β03 u3

2 + μ2 ( 1 - u2
2 ) u̇2 + F 2 cos ( Ω 2 t )

其中，ω 1，ω 2 为系统固有频率；αij，βij（i，j=0，1，2，3）；

μ1，μ2，F 1，F 2 为常系数；

引入复变量：

uj = ηj + η̄ j， u̇ j = i( ωj0 + εωj1 ) ( ηj - η̄ j ) （18）
式中  ωj0 为待定频率（j=1， 2），是待定的常数；ωj1

为动态频率，是与时间 t 有关的函数；ηj = 1
2 aj eiω10 t，

η̄ j = 1
2 aj e-iω10 t，aj 为振幅。对式（18）求导得到：

ì
í
îïï

u̇ j = η̇ j + η̇̄ j

ü j = i( ωj0 + ωj1 ) ( η̇ j - η̇̄ j )+ iω̇ j1 ( ηj - η̄ j )
（19）

求解式（19）得到平均方程：

η̇ j = 1
2
é

ë

ê
êê
ê
ê
êu̇ j + ü j

i ( ωj0 + εωj1 )
+ iεω̇ j1 u̇ j

( ωj0 + εωj1 )2

ù

û

ú
úú
ú （20）

由式（18）得到系统（17）的稳态渐近解为：

ì
í
î

uj = aj cos ( ωj0 t )
u̇ j = -aj ( ωj0 + ωj1 ) sin ( ωj0 t )

（21）

联立式（17），（18）和式（20），并应用复动频率法

的平衡规则，可得到 aj， ωj0， ωj1 的值：

（1）非共振情形，ωj1 远离 Ωj 时：

a1=2， ω 10=
2ω 2

1-6α30-α12 a2
2

2 ，

ω 11=- a2
1

8ω 10
[α30 cos ( 2ω 10 t )+μ1 ω 10 sin ( 2ω 10 t )]，

a2=2， ω 20=
2ω 2

2-6β03-β21 a2
1

2 ，

ω 21=- a2
2

8ω 20
[ β03 cos ( 2ω 20 t )+μ2 ω 20 sin ( 2ω 20 t )] （22）

（2）共振情形，ωj0 ≈ Ωj 时：

a1=2， ω 10=
2ω 2

1-6α30-α12 a2
2-F 1

2 ，

ω 11=- a2
1

8ω 10
[α30 cos ( 2ω 10 t )+μ1 ω 10 sin ( 2ω 10 t )]，

a2=2， ω 20=
2ω 2

2-6β03-β21 a2
1-F 2

2 ，

ω 21=- a2
2

8ω 20
[ β03 cos ( 2ω 10 t )+μ2 ω 20 sin ( 2ω 10 t )]  （23）

在上述两自由度复动频率法中，仅对不会产生内

共振的系统进行了求解，若要解决与内共振相关的振

动问题，对于不同组合的内共振，只需在计算过程中

区分系统的共振项与非共振项，其他步骤与上述

类似。

3　算例及数值验证

应用多尺度法分别得到系统（1），（2）和系统

（17）的稳态渐近解，将其与复动频率法及数值解的

结果进行对比，以此说明复动频率法在强非线性振

动系统中应用的有效性。其中，在一个半自由度系

统中，为多尺度法的二次近似解；在两自由度系统

中，为多尺度法的一次近似解。

3. 1　算例 1

ì
í
î

ü1 + u1 + 0.1u̇1 + 0.1u3
1 + 0.1u2 = 0.1cos( Ωt )

u̇2 + u2 - u̇1 = 0
图 1 是算例 1（一个半自由度系统）的幅频关系

曲线，其中点代表数值解的结果，虚线是复动频率法

的幅频关系曲线，实线是多尺度法得到的幅频关系

曲线（文中各图中的点、线意义相同）。从图 1 中可

以看出，激励频率在系统固有频率附近时，多尺度法

和复动频率法与数值解结果均吻合较好；当激励频

率远离固有频率时，虽然在变化趋势上多尺度法与

数值解结果相同，但是振幅相差较大，而复动频率法

则与数值解结果一致。

图 2 和 3 分 别 列 举 了 当 Ω = 1 rad/s 和 Ω =
0.5 rad/s时 u1 和 u2 的相图。

在弱非线性系统中，多尺度法只能较好地反映

固有频率附近的响应结果，而复动频率法可以在全

局频率范围内得到较精确的结果。

图 1 幅频关系曲线

Fig. 1 The amplitude⁃frequency diagram
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3. 2　算例 2

ì
í
î

ü1 + u1 + 0.1u̇1 + 10u3
1 + 0.1u2 = cos ( Ωt )

u̇2 + u2 - u̇1 = 0
图 4 是算例 2（一个半自由度系统）的幅频关系

曲线，图中点划线表示不稳定解。图 5 是当 Ω =
3 rad/s 时 u1 和 u2 的相图。同样可以看到，在强非线

性系统中，多尺度法与数值解结果有较大误差；复动

频率法可以准确反映系统中的非线性，无论是振幅

随激励频率的变化趋势，还是振幅的具体数值，均与

数值解结果一致。

3. 3　算例 3

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ü1 + 22 u1 = ε [-1.5u3
1 - 2u1 u2

2 + 2.36( 1 - u2
1 ) u̇ +

]                        4cos ( 30t )
ü2 + 1.62 u2 = ε [-2u2

1 u2 - 2u3
2 + 2( 1 - u2

2 ) u̇2 +
]                           3cos ( 30t )

图 6和 7是两自由度非共振时系统的相图。从图

图 2 Ω = 1 rad/s时系统相图

Fig. 2 The phase diagrams with Ω = 1 rad/s

图 3 Ω = 0. 5 rad/s时系统相图

Fig. 3 The phase diagrams with Ω = 0. 5 rad/s

图 6 ε = 0. 01 非共振系统相图

Fig. 6 The phase diagrams of non⁃resonant system with 
ε = 0. 01

图 4 幅频关系曲线

Fig. 4 The amplitude⁃frequency diagram

图 5 Ω = 3 rad/s时系统相图

Fig. 5 The phase diagrams with Ω = 3 rad/s
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中可以看出，对于弱非线性系统，多尺度法和复动频

率法得到的稳态渐近解与数值解结果均较吻合；对于

强非线性系统，复动频率法与数值解结果更加吻合。

3. 4　算例 4

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ü1 + 3.852 u1 = ε [-3u3
1 - 5u1 u2

2 + 5( 1 - u2
1 ) u̇1 +

]                              2cos ( ω 10 t )
ü2 + 32 u2 = ε [-3u2

1 u2 - 5u3
2 + 3( 1 - u2

2 ) u̇2 +
]                        2cos ( ω 20 t )

图 8 和 9 是两自由度共振时系统的相图。同样

的，当非线性较弱时，多尺度法和复动频率法得到的

结果与数值解结果均较吻合；当非线性较强时，多尺

度法得到的稳态渐近解与数值解结果相比存在较大

误差，而复动频率法的结果与数值解结果更加接近。

复动频率法实际上是动态频率法与待定固有频

率法的结合，将待定固有频率法的待定频率以复数

形式应用于动态频率法的规则之中就形成了复动频

率法。所以复动频率法具有动态频率法的优势，可

以克服谐波平衡法中由于截断高阶谐波项造成的误

差。复动频率法设解时假设系统中非共振项产生的

高阶谐波对系统的位移影响很小，但对求导后得到

的速度影响不能忽略，所以将非线性反应在系统速

度的动态频率上。基于规范形原理的复动频率法保

持了在拓扑结构上与原系统的一致性，但仍然是一

种较好的近似，不能与数值解完全相同。

4　结  论

本文在待定固有频率法的基础上引入动态频率，

仅用动态频率反映振动系统中非线性的影响。在单

自由度复动频率法的基础上，引入新的平衡规则，将

其拓展到一个半自由度振动系统。同时，引入新的待

定频率和动态频率，将复动频率法拓展到两自由度系

统中，得到了非共振和共振系统的待定频率和动态频

率。通过 4个算例，将一个半自由度系统和两自由度

系统的复动频率法与数值解结果进行比较，证明了复

动频率法对于解决强、弱非线性振动问题的有效性。

同样，对于存在半自由度方程的其他多维系统，可以

采用相同的平衡规则得到系统的稳态渐近解。
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Complex dynamic frequency method for multidimensional strongly 
nonlinear vibration system

ZHANG Qi‑chang1，2， YANG Yang1，2， WANG Wei1，2， HAO Shu-ying3

（1.School of Mechanical Engineering， Tianjin University， Tianjin 300072，China； 
2.Tianjin Key Laboratory of Nonlinear Dynamics and Control， Tianjin 300072，China；

3.School of Mechanical Engineering，Tianjin University of Technology，Tianjin 300384，China）

Abstract: Bursting oscillation is a fast-slow dynamic phenomenon widely existing in nature. These years， it has been a hot topic on 
nonlinear dynamics. It usually appears as the transition between large and small oscillations due to bifurcation points or unstable lim ⁃
it cycles. According to different dynamic mechanisms， bursting oscillation can be divided into various modes such as ‘point-point’ 
mode and ‘point-ring’ mode. This paper focuses on a class of bistable composite laminates of nonlinear systems by parametric exci⁃
tation and concerns the case where one parameter excitation frequency is an integer multiple of the other. The parameter excitation 
is regarded as a slow variable parameter， so the fast and slow subsystems of the multi-frequency parameter excitation system are ob⁃
tained based on the fast-slow analysis method and the bifurcation behavior of the fast subsystem is analyzed. In the bifurcation analy⁃
sis， the Hopf and fold bifurcation conditions of the fast subsystem with single mode and double mode bifurcation points are investi⁃
gated. Exploiting double parameter bifurcation sets， phase portraits， time history curves and the overlap of transformed phase por⁃
traits with equilibrium branches， the mechanism and dynamic behavior of bursting oscillation with different parameters are studied. 
It is observed that the bursting oscillation phenomenon with different parameters may be independent of the pitchfork bifurcation 
points.

Key words: strong nonlinear vibration；asymptotic solution；complex dynamic frequency method；one and a half degrees of freedom；

two degrees of freedom
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