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一类双稳态复合材料层合板的簇发振荡现象分析
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摘要 : 针对一类参数激励下的双稳态复合材料层合板非线性系统，考虑了一个参数激励频率是另一个的整数倍的

情形， 并将参数激励视为慢变参数，利用“快慢分析方法”得到了多频参数激励系统的快子系统和慢子系统，分析了

快子系统的分岔行为。在平衡点分岔分析中，分析出单模和双模平衡点下快子系统的 Hopf 和 fold 分岔条件；利用

双参数分岔集，相图、时间历程曲线图、转换相图与平衡分支的叠加图，分析了不同参数下簇发振荡的产生机理及其

动力学行为，观察到不同的参数条件下其簇发振荡现象可能与叉形分岔点无关。
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引  言

多时间尺度效应通常表现为大幅振荡与微幅振

荡的交替出现，这种现象称为簇发振荡。簇发振荡通

常表现为两种方式：一种是时域上的耦合；另一种是

频域上的耦合［1］。本文考虑频域上的耦合，即外激励

频率与系统固有频率有一个量级上的差异。对于频

域上的簇发振荡已经有许多学者进行了研究。比如：

张晓芳等［2］以一类典型的混沌系统为例， 引入参外联

合激励， 考虑了两激励频率在严格共振和非共振两种

情 形 下 的 动 力 学 特 性 。 夏 付 兵 等［3］以 非 自 治

Duffing⁃van der Pol振子为例，讨论了频域上不同尺度

的快慢耦合效应，揭示了不同形式的簇发振荡行为。

Wei等［4］报告了在一个参数和外部激励机械系统中复

杂的簇发振荡动力学行为，研究结果丰富了复合簇发

振荡的动力学途径。夏雨等［5］以修正的四维 Chua电

路为例，通过引入两个频率不同的周期电流源，建立

了双频 1∶2周期激励两尺度动力学模型，当两激励频

率之间存在严格的共振关系时，分析了两尺度下的耦

合行为。吴天一等［6］以经典的 Chua系统为例，构建存

在频域两尺度耦合的非对称动力系统模型，重点分析

了三种不同周期激励幅值下典型的非对称簇发振荡

及吸引子结构，揭示其相应的产生机理。

文献［7⁃8］引入了快慢分析方法，将不同尺度耦

合系统分解为相互耦合的快慢两子系统，即快子系

统（FS）和慢子系统（SS），并将慢变量视为分岔参

数，可以清楚地解释其簇发机理。当所有变量表现

出小振幅振荡或保持不变时，快子系统处于静止状

态（QS），当所有变量表现出大振幅振荡时，快子系

统对应于一个尖峰状态（SP），当慢子系统影响快子

系统在静止态和尖峰态之间转换时，产生簇发振荡。

近年来，许多学者研究了非光滑领域中的簇发

振荡现象。比如 Bi等［9］研究了在激励频率与固有频

率之间有间隙的参数激励动力系统中簇发振荡的演

化。Zhang等［10⁃11］在典型 Chua系统的基础上，建立了

一个具有两个时间标度的非光滑动力系统，探讨簇

发振荡现象及其机理。Qu等［12］探讨了具有参数和外

部周期激励的 filippov型系统的簇发振荡和非光滑动

力学行为的模式。Zhang 等［13］在混沌磁场模型的基

础上，引入非光滑因子来研究多时间尺度系统的复

杂动力学行为。Peng等［14］研究了频域含两个时间尺

度的 filippov 型系统的混合模式振荡和分岔机理。

Wang等［15］以典型 Chua电路为基础，通过引入非线性

分段电阻和谐波变源， 建立了频域两尺度耦合的修

正非光滑模型， 探讨两个尺度的耦合对非光滑动力

系统动力学的影响。Huang 等［16］提出了一种多吸引

子共存的三维混沌系统，其中不同的常数控制参数

可以使混沌行为由单涡吸引子演化为双涡吸引子，

当控制项被激励频率远小于固有频率的周期谐波激

励所取代时，混沌运动可能会消失，而发生周期性的

振荡。Mao 等［17］对非自治 Murali⁃Lakshmanan⁃Chua 
（MLC）电路的振荡行为进行了详细的研究，在 MLC
电路中，分岔值的确定与非光滑的两个边界有关。

Wang等［18］以一个典型的 Chua电路为研究对象，研究
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了分段光滑动力系统中簇发振荡的动力学机制。

Shen等［19］通过在四维激光系统中引入非光滑项和周

期外部激励，得到一个两尺度 filippov型系统，并研究

了这个系统的复杂动力学行为和机理。

近年来，对簇发振荡的模式和路径的研究也得

到了很多学者的关注。比如 Yu 等［20］研究了多时滞

控制振荡器中一些新的簇发模式的产生，给出了周

期激励项缓慢变化的对称余维 1 和余维 2 爆破图。

Han 等［21］基于参数驱动的 Lorenz 系统，提出了一

种混沌簇发路径。Yu 等［22］证明了经典的受控 Lu
系统中周期性和混沌簇发的新路径。Han 等［23］针

对多频率参数激励的 Duffing 系统，提出了两种爆

破模式，探讨了两种爆破方式之间的关系。 Han
等［24］发现平衡环和极限环都能表现出与系统参数

变化相关的脉冲型急剧定量变化，即脉冲型爆破

（PSE）。 Wang 等［25］从解析和数值两方面研究了

双参数机械振子在振幅调制力作用下的 Melnikov
阈值转换和相应的快慢动力学。Han 等［26］报道了

一种近似方法——频率截断快慢分析，用于分析

参数和外部激励系统的快慢动力学与两个慢不适

应激励频率。Wei 等［27］研究了多频率慢激励下的

Rayleigh 振子的动力学，得到了与双稳脉冲型爆炸

有关的两种不同的爆破模式。Ma 等［28］基于一个

带有两个慢变周期激励的修正 Rayleigh⁃Duffing 系

统，研究了系统解趋近于无穷的机理。 Jiang 等［29］

提出了一种 2∶1 内共振来扩大振动能量采集的频带

宽度。Wei等［30］提出了一种基于外部激励和参数激

励的 Rayleigh 系统进行 PSE 的方法。

本文基于一类两自由度双稳态复合材料层合板

进行研究。第 1节对系统的平衡点进行分岔分析，得

到了 Hopf和 fold分岔的条件；第 2节主要对不含有叉

形分岔点的参数进行簇发振荡分析，得到了不同参

数条件下的簇发振荡类型；第 3节主要在叉形分岔参

数条件下对系统进行簇发振荡分析，得到了不同参

数下的簇发振荡类型；第 4节对全文进行总结。

本文研究参数和外激励同时作用下的系统［31］：
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ẋ1 = x2                                                   
ẋ2 = μ1 x2 - ω 2

1 x 1 + m 1 ( )x 1 + x3
2
+

           m 2( )x 1 + x3
3
+ p1 cos ( )Ω 1 t x 1 +

           f1 cos ( )Ω 2 t

ẋ3 = x4                                                   
ẋ4 = μ2 x 4 - ω 2

2 x 3 + n1 ( )x 1 + x3
2
+

          n2( )x 1 + x3
3
+ p2 cos ( )Ω 1 t x 3 +

           f2 cos ( )Ω 2 t

（1）

式中  x1，x3 表示两种模式的位移；μ1，μ2 表示与结

构阻尼有关的阻尼效应；ωi，mi，ni ( i = 1，2 )为物理

参数；Ωi（i=1，2）为激励频率；pi，fi ( i = 1，2 )为激励

振幅。

将 cos ( Ωi t ) ( i = 1，2 ) 视为控制参数，利用快慢

分析方法研究系统（1）的动力学机制，令 Ω 1 = 2Ω 2，

设 cos ( Ω 2 t )= δ，则系统（1）变为：
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ẋ1 = x2

ẋ2 = μ1 x2 - ω 2
1 x 1 +

          m 1 ( )x 1 + x3
2
+ m 2( )x 1 + x3

3
+

          p1 ( )2δ 2 - 1 x 1 + f1 δ

ẋ3 = x4

ẋ4 = μ2 x 4 - ω 2
2 x 3 +

          n1 ( )x 1 + x3
2
+ n2( )x 1 + x3

3
+

          p2( )2δ 2 - 1 x 3 + f2 δ

（2）

式中  δ 为一个控制参数。

1　分岔分析

1. 1　单模平衡点下系统的分岔分析

在这一节中，考虑单模平衡点下系统（2）的分岔

情形。分别考虑 SM 1 ( x 3，x4 )平面或者 SM 2 ( x 1，x2 )
平 面 ，即 在 SM 1 中 ，令 x3 = x4 = 0；在 SM 2 中 ，令

x1 = x2 = 0。
首先考虑 SM 1：在 SM 1 处的平衡点 E 1 ( xe，0，0，

0 )满足以下条件：
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-ω 2
1 xe + m 1 x2

e + m 2 x 3
e +

      p1 ( )2δ 2 - 1 xe + f1 δ = 0
n1 x2

e + n2 x 3
e + f2 δ = 0     

（3）

在 E 1 处的稳定性由以下特征多项式决定：

λ4 - ( μ1 + μ2) λ3 + ( - a1 - a2 + μ1 μ2) λ2 +

(a1 μ2 + a2 μ1) λ - b1 b2 + a1 a2 = 0        （4）
式中  λ 表示特征值；a1 = -ω 2

1 + 2m 1 xe + 3m 2 x2
e+

p1 (2δ 2 - 1)， a2 = -ω 2
2 + 2n1 xe + 3n2 x2

e+p2(2δ 2 -
1)，b1 = 2m 1 xe + 3m 2 x2

e，b2 = 2n1 xe + 3n2 x2
e。

则在 SM 1 中，系统产生 fold 分岔的条件为：

-b1 b2 + a1 a2 = 0
系统产生 Hopf分岔的条件为：

(a1 μ2 + a2 μ1) 2
+ (a1 μ2 + a2 μ1) ⋅    

( - a1 - a2 + μ1 μ2) ( μ1 + μ2)+
(-b1 b2 + a2 a2 ) ( μ1 + μ2 )2 = 0

其中，Re [ dλ
dδ

] | ( λ = iω 0 ) ≠ 0，满足横截性条件。

其 次 考 虑 SM 2，同 样 地 ，在 SM 2 处 的 平 衡 点

E 2 ( 0，0，xf，0 )满足以下条件：
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-ω 2
1 xf + n1 x2

f + n2 x 3
f +      

    p2( )2δ 2 - 1 xf + f2 δ = 0
m 1 x2

f + m 2 x 3
f + f1 δ = 0        

（5）

在 E 2 处的稳定性由以下的特征多项式决定：

λ4 - ( μ1 + μ2) λ3 + ( - a3 - a4 + μ1 μ2) λ2 +

(a3 μ2 + a4 μ1) λ - b3 b4 + a3 a4 = 0 （6）
式中  a3=-ω 2

1+2m 1 xf+3m 2 x2
f+p1 (2δ 2-1)， a4=

-ω 2
2+2n1 xf+3n2 x2

f + p2(2δ 2-1)，b3=2m 1 xf+3m 2 x2
f  ，

b4=2n1 xf+3n2 x2
f。

则在 SM 2 中，系统产生 fold 分岔的条件为：

-b3 b4 + a3 a4 = 0
系统产生 Hopf分岔的条件为：

(a3 μ2 + a4 μ1) 2
+ (a3 μ2 + a4 μ1) ⋅    

( - a3 - a4 + μ1 μ2) ( μ1 + μ2)+          
(-b3 b4 + a3 a4 ) ( μ1 + μ2 )2 = 0

1. 2　双模平衡点下系统的分岔分析

双模平衡点即 x2 = x4 = 0，也就是在 E 3 ( xi，0，
xj，0 )处，平衡点满足的条件为：
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-ω 2
1 xi + m 1 ( )xi + xj

2
+ m 2( )xi + xj

3
+

p1 ( )2δ 2 - 1 xi + f1 δ = 0

-ω 2
2 xj + n1 ( )xi + xj

2
+ n2( )xi + xj

3
+

p2( )2δ 2 - 1 xj + f2 δ = 0

  （7）

在 E 3 处的稳定性由以下的特征多项式决定：

λ4 - ( μ1 + μ2) λ3 + ( - a5 - a6 + μ1 μ2) λ2 +
( a5 μ2 + a6 μ1 ) λ - b5 b6 + a5 a6 = 0 （8）

式中  a5=-ω 2
1+2m1 （xi+xj） +3m2 （xi+xj）

2+
p1（2δ2-1），a6=-ω 2

2+2n1（xi+xj）+3n2（xi+xj）
2+

p2（2δ2-1），b5=2m1（xi+xj）+3m2（xi+xj）
2，b6=

2n1（xi+xj）+3n2（xi+xj）
2。

同理，在双模平衡点 E 3 处，系统产生 fold 分岔

的条件为：

-b5 b6 + a5 a6 = 0
系统产生 Hopf分岔的条件为：

(a5 μ2 + a6 μ1) 2
+ (a5 μ2 + a6 μ1) ⋅

( )-a5 - a6 + μ1 μ2 ( )μ1 + μ2 +
(-b5 b6 + a5 a6 ) ( μ1 + μ2 )2 = 0

2　不含有“叉形分岔点”的簇发振荡

现象分析

本文固定参数 ω 2
1 = 1， m 2 = -1.25， p1 = -1， 

f1 = -0.5， μ2 = -1， ω 2
2 = 1， n1 = -0.5， n2 =

-1.25， p2 = 1， f2 = -1。
在这一节中用固定参数 m 1 = -1 来研究其簇

发振荡机理。如图 1 所示，考虑系统在慢变参数

cos ( Ω 2 t )= δ 作用下，不同 μ1 所产生的不同的簇发

振荡行为。由图 1 可知，系统在 μ1 ∈ ( 0，1 ) 时，会产

生有效的簇发振荡行为。系统在 μ1 = 0.35 时可能

存在两个 Hopf 点以及两个 fold 点，如图 2 所示。在

μ1 = 0.5时也有可能 存在三个 Hopf 点以及两个 fold
点共存的行为，如图 3 所示。同时还发现了一种特

殊的簇发振荡模式，虽然系统在 μ1 = 0.1 时存在两

个 Hopf 点以及两个 fold 点共存的行为，但事实上，

真正起到作用的只有两个 fold 点，如图 4 所示。

2. 1　“延迟 Hopf/fold/Hopf/fold”型簇发振荡现象

分析

在 μ1 = 0.35 时 ，存 在 两 个 Hopf 点 记 为

H1( 0.6913，-0.3816 )，H2( 0.4609，0.1295 )，也存在

两 个 折 叠 点 ，记 为 LP1(-0.06833，-0.8872 ) 和

LP2 (-4.556-9，4.903-5 )，如图 2 所示。  在文中的转

换相图和平衡分支叠加图中，红色实线代表稳定的

平衡点，黑色实线代表不稳定的平衡点，绿色实心

圆 表 示 稳 定 极 限 环 ，蓝 色 空 心 圆 表 示 不 稳 定 极

限环。

在图 2 中，系统一共受到四个不稳定平衡点的

影响。系统在右上方沿着平衡点曲线图运动，首先

碰到 H1，但并未直接开始大幅振荡，继续向前运动

一段时间后，才开始进行簇发振荡，随着大幅振荡现

象渐渐消退，由于 LP2 的吸引，系统跳跃到上分支，

并沿着上分支前进了一段时间，渐渐转移到了稳定

平衡点分支，一直沿着稳定平衡点分支移动至最小

值-1 后，开始反向运动；同样地，系统先遇到 H2 之

后，进行簇发振荡，随着大幅振荡现象的渐渐消退，

图 1 双参数分岔集（红色实线表示 fold 点， 蓝色实线表示

Hopf点）

Fig. 1 Two parameter bifurcation set （the red solid lines rep⁃
resent fold points， the blue solid lines represent Hopf 
points）
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系统沿着不平衡点曲线运动，逐渐被 LP1 吸引，跳

跃到下分支，沿着下分支运动。至此，系统的一个周

期已完全进行，称这种簇发振荡现象为“延迟 Hopf/
fold/Hopf/fold”型。对应到实际的模型中，会观察

到双稳态层合板在这组参数下产生“延迟 Hopf/
fold/Hopf/fold”型簇发振荡。

2. 2　"Hopf/fold/Hopf/Hopf/fold"型簇发振荡现象

分析

在图 3 中 μ1 = 0.5 时，系统存在三个 Hopf 点，分

别 为 H1( 0.7474，-0.3307 )，H2(-0.5315，0.1017 )，
H3(-0.7317，-0.01579 )，还存在两个 fold 点，分别

为 LP1( 0.1146，0.782 )，LP2( 2.272-10，-2.186-5 )。
在图 3 中，系统受到五个不稳定平衡点的影

响。系统在右上方沿着平衡点曲线图运动，碰到

H1 之后，开始进行簇发振荡，大幅振荡现象渐渐

消退之后，由于 LP2 的吸引，系统跳跃到上分支，

沿 着 上 分 支 前 进 了 一 段 时 间 后 ，遇 到 了 分 岔 点

H2，也发生了簇发振荡现象，随着大幅振荡的逐

渐消退，继续向左边前进，紧接着遇到了分岔点

H3，也开始出现簇发振荡现象，大幅振荡渐渐消

退后，系统继续沿着不稳定平衡点分支向左边运

动，直至到达最左边的最小值-1，随后开始反向

运动；同样地，系统先遇到 H3 之后，进行簇发振

荡，随着大幅振荡现象的渐渐消退，系统沿着稳

定平衡点曲线运动，随后碰到了分岔点 H2，也进

行簇发振荡，随着大幅振荡的逐渐消退，系统逐

渐被 LP1 吸引，跳跃到下分支，一直沿着下分支

运动，遇到了分岔点 H1，类似地，发生了簇发振

荡现象，直至系统到达最右边 1 处才完成了一个

完 整 的 运 动 轨 迹 。 称 这 种 簇 发 振 荡 现 象 为

“Hopf/fold/Hopf/Hopf/fold”型。对应到实际的模

型中，会观察到双稳态层合板在这组参数下产生

“Hopf/fold/Hopf/Hopf/fold”型簇发振荡。

2. 3　“fold/fold”型簇发振荡现象分析

图 4 中 μ1 = 0.1 时，系统存在两个 Hopf 点， 分
别为 H1( 0.04058，-0.9249 )，H2(-0.1999，0.1785 )，
还存在两个 fold 点，分别为 LP1(-0.1409，-0.5971 )
和 LP2(-7.42-10，3.265-5 )。

在图 4 中，虽然系统中存在四个不稳定平衡点， 
但事实上，真正起到作用的只有两个折叠点，即

LP1，LP2。系统在右上方沿着平衡点曲线图运动，

虽然遇到了 H1，但并未发生分岔行为，系统继续运

动遇到了 LP1，并跳跃到上分支，开始了簇发振荡，

随着尖峰态的减弱，系统继续沿着稳定平衡点曲线

向左移动，直至最小值-1 处，开始反向运动； 同样

地，系统先遇到 H2，也并未发生簇发振荡现象，继续

运动，碰到了 LP2，跳跃到下分支，进行了簇发振荡，

随着大幅振荡现象的渐渐消退，系统沿着稳定平衡

图 2 μ1 = 0.35 下的延迟 Hopf/fold/Hopf/fold 簇发振荡

Fig. 2 Delay Hopf/fold/Hopf/fold bursting oscillation for 
μ1 = 0.35
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点曲线运动， 直至系统到达最右边 1 处才完成了一

个完整的运动轨迹。称这种簇发振荡现象为“fold/
fold”型。对应到实际的模型中，会观察到双稳态层

合板在这组参数下产生“fold/fold”型簇发振荡。

3　含有“叉形分岔点”的簇发振荡现象

分析

在这一节中用固定参数 m 1 = 1 来研究其簇发

振 荡 机 理 。 如 图 5 所 示 ，考 虑 系 统 在 慢 变 参 数

图 3 μ1 = 0.5 下的 Hopf/fold/Hopf/Hopf/fold 簇发振荡

Fig. 3 Hopf/fold/Hopf/Hopf/fold bursting oscillation for 
μ1 = 0.5

图 4 μ1 = 0.1 下的 fold/fold 簇发振荡

Fig. 4 fold/fold bursting oscillation for μ1 = 0.1
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cos ( Ω 2 t )= δ 作用下，不同 μ1 可能会产生不同的簇

发振荡行为。根据图 5 可知，系统在不同 μ1 作用时，

系统会产生不同的簇发振荡行为，与第 2 节不同的

是，这里的簇发振荡行为受到叉形分岔的影响。具

体可以分为以下几种情形。

3. 1　“BP/fold”型簇发振荡现象分析

在图 6 中 μ1 = -0.1 时，系统存在两个 fold 点， 
分别为 LP1( 0.1353，0.7113 )，LP2(-0.117，1.299 )，
还存在一个 BP 点，为 BP ( 0.00022，0.01072 )。

在图 6 中，虽然系统中存在三个不稳定平衡点，

但真正起作用的只有一个 fold 和一个叉形分岔点，

即 LP1 和 BP。系统在左上方和右上方同时沿着平

衡点曲线图运动，遇到了点 BP，并跳跃到上分支，开

始了簇发振荡，随着尖峰态的减弱，系统继续沿着稳

定平衡点曲线向左移动，直至最小值-1 处，开始反

向运动；系统遇到 LP2，但并未发生簇发振荡现象， 
继续运动，碰到了 LP1，跳跃到下分支，进行了簇发

振荡，随着大幅振荡的渐渐消退，系统沿着稳定平衡

点曲线运动，直至到达最右边 1 处才完成了一个完

整的运动轨迹，称这种簇发振荡现象为“BP/fold”
型。对应到实际的模型中，能观察到双稳态层合板

在这组参数下产生“BP/fold”型簇发振荡。

3. 2　“BP/fold/Hopf”型簇发振荡现象分析

在图 7 中 μ1 = 0.05 时， 系统存在两个 fold 点， 
分 别 为 LP1( 0.1353，0.7113 ) 和 LP2(-0.117，
1.299 )，一个 BP 点，为 BP ( 0.00022，0.01072 )，以及

一个 Hopf点，为  H1( 0.3609，-0.114 )。
在图 7 中，虽然系统中存在四个不稳定平衡点，

但真正起作用的只有一个 fold 点、一个叉形分岔点

和一个 Hopf 点，即 LP1，BP 和 H1。系统在左上方

和右上方同时沿着平衡点曲线运动，遇到了点 BP，

并跳跃到上分支，开始了簇发振荡，随着尖峰态的减

弱，系统继续沿着稳定平衡点曲线向左移动，直至最

小值-1 处，系统开始反向运动；系统遇到 LP2，但

图 5 双参数分岔集（红色实线以及黑色实线表示 fold 点， 
蓝色实线表示 Hopf 点， 绿色实线表示叉形分岔点

“BP”）

Fig. 5 Two parameter bifurcation set （the red and black sol⁃
id lines represent fold points， the blue solid lines rep⁃
resent Hopf points， the green solid lines represent 
pitchfork bifurcation points，“BP”）

图 6 μ1 = -0.1 下的 BP/fold 簇发振荡

Fig. 6 BP/fold bursting oscillation for μ1 = -0.1
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并未发生簇发振荡现象，继续运动，碰到了 LP1，跳
跃到下分支，进行簇发振荡，随着大幅振荡的渐渐消

退，系统又遇到了 H1，进行簇发振荡运动，随着尖峰

态的逐渐消退，系统继续沿着稳定平衡点曲线运动，

直至到达最右边 1 处才完成了一个完整的运动轨

迹。称这种簇发振荡现象为“BP/fold/Hopf”型。对

应到实际的模型中，可以观察到双稳态层合板在这

组参数下产生“BP/fold/Hopf”型簇发振荡。

3. 3　“BP/Hopf/Hopf/fold/Hopf”型簇发振荡现象

分析

在图 8 中 μ1 = 0.08 时，系统存在两个 fold 点，分

别为 LP1( 0.1353，0.7113 ) 和 LP2(-0.1351，1.285 )，
一 个 BP 点 ，为 BP ( 0.00022，0.01072 )，以 及 四 个

Hopf 点 ，分 别 为 H1( 0.05746，1.179 )，H2(-0.354，
0.9216 ) 和 H3(-0.6845， 0.4561 )， H4 (-0.354，
-0.9393 )。

在图 8 中，虽然系统中存在七个不稳定平衡点，

但真正起作用的只有一个 fold 点、一个叉形分岔点

和三个 Hopf 点，即 LP1，BP 和 H1，H2，H4。系统在

左上方和右上方同时沿着平衡点曲线图运动，遇到

了点 BP，并跳跃到上分支，立即遇到了 H1，开始簇

发振荡，随着尖峰态的减弱，系统继续沿着稳定平衡

点曲线向左移动，遇到 LP2，但并未发生簇发振荡，

其次遇到了 H2，开始大幅振荡，又碰到了 H3，并未

产生簇发振荡现象，直至最小值-1 处，系统开始反

向运动；系统继续运动，碰到了 LP1，跳跃到下分支，

进行簇发振荡，随着簇发振荡现象的渐渐消退，系统

又遇到了 H4，进行簇发振荡运动，随着尖峰态的逐

渐消退，系统继续沿着稳定平衡点曲线运动，直至到

达最右边 1 处才完成了一个完整的运动轨迹。称这

种簇发振荡现象为“BP/Hopf/Hopf/fold/Hopf”型。

对应到实际的模型中，会观察到双稳态层合板在这

组参数下产生“BP/Hopf/Hopf/fold/Hopf”型簇发

振荡。

3. 4　“BP/Hopf/fold/Hopf”型簇发振荡现象分析

在图 9 中 μ1 = 0.1 时， 系统存在两个 fold 点， 分
别 为 LP1( 0.1353，0.7113 )， LP2(-0.2049，1.2 )，一

个 BP 点，为 BP ( 0.001271，0.02644 )，以及三个 Hopf
点 ，分 别 为 H1( 0.4495，-0.07972 )，H2(-0.2682，
1.091 )和 H3(-0.7213，0.4265 )

在图 9 中，虽然系统中存在六个不稳定平衡

点，但真正起作用的只有一个 fold 点、一个叉形分

岔点和两个 Hopf 点，即 LP1，BP 和 H1，H2。系统

在左上方和右上方同时沿着平衡点曲线图运动，遇

到了点 BP，并跳跃到上分支，遇到了 LP2，系统并

未受到 LP2 的影响，继续向左运动遇到了 H2，由于

不稳定极限环的影响，系统也进行大幅振荡，随着

尖峰态的减弱，系统继续沿着稳定平衡点曲线向左

图 7 μ1 = 0.05 下的 BP/fold/Hopf簇发振荡

Fig. 7 BP/fold/Hopf bursting oscillation for μ1 = 0.05
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移动遇到 H3，并未产生簇发振荡现象，直至最小值

-1 处，系统开始反向运动；系统继续运动后，碰到

了 LP1，跳跃到下分支，进行簇发振荡，随着大幅振

荡的渐渐消退，系统又遇到了 H1，进行簇发振荡运

动，随着尖峰态的逐渐消退，系统继续沿着稳定平

衡点曲线运动，直至到达最右边 1 处才完成了一个

完整的运动轨迹。称这种簇发振荡现象为“BP/

图 9 μ1 = 0.1 下的 BP/Hopf/fold/Hopf簇发振荡

Fig. 9 BP/Hopf/fold/Hopf bursting oscillation for μ1 = 0.1
图 8 μ1 = 0.08 下的 BP/Hopf/Hopf/fold/Hopf簇发振荡

Fig. 8 BP/Hopf/Hopf/fold/Hopf bursting oscillation for 
μ1 = 0.08
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Hopf/fold/Hopf”型。对应到实际的模型中，会观

察到双稳态层合板在这组参数下产生“BP/Hopf/
fold/Hopf”簇发振荡。

3. 5　“fold/fold/Hopf/fold//fold/Hopf”型簇发振荡

现象分析

与之前几种情况不同的是，在图 10 中 μ1 = 0.2
时，系统不存在 BP 点，是由于 BP 点已转化为 fold
点，所以在这种情况下，系统存在三个 fold 点，分别

为 LP1( 0.005077，-0.4583 )，LP2( 0.1353，0.7113 )，
LP3(-0.1888，1.223 ) 以 及 两 个 Hopf 点 ，分 别 为

H1( 0.8308，0.3555 )，H2( 0.817，0.3598 )。
在图 10 中，系统中一共存在 5 个不稳定平衡点。

系统在右上方沿着平衡点曲线图运动，遇到了点

LP1，并跳跃到上分支，开始簇发振荡，随着尖峰态

的减弱，系统继续沿着平衡点曲线向左移动遇到

LP3，也发生簇发振荡现象，其次遇到了 H2，开始

大幅振荡， 随着尖峰态的逐渐减弱，系统继续沿着

平衡点曲线想左边运动，直至最小值-1 处开始反

向运动；系统继续运动，再次遇到 LP3，开始大幅振

荡，并碰到了 LP2，跳跃到下分支，进行簇发振荡，随

着大幅振荡的渐渐消退，系统又遇到了 H1，进行簇

发振荡运动，随着尖峰态的逐渐消退，系统继续沿着

稳定平衡点曲线运动，直至到达最右边 1 处才完成

了一个完整的运动轨迹。称这种簇发振荡现象为

“fold/fold/Hopf/fold/fold/Hopf”型。对应到实际的

模型中，会观察到双稳态层合板在这组参数下产生

“fold/fold/Hopf/fold/fold/Hopf”型簇发振荡。

4　结  论

本文结合快慢动力学分析方法和分岔理论，把外

激励项视为系统的慢变量，从双参数分岔集出发，从

理论上分析了不同的参数下可能得到的簇发振荡现

象类型，结合数值模拟，通过分析平衡点曲线与转换

相图的叠加图，研究了双稳态复合材料层合板结构在

不同参数下的簇发振荡现象及其机理 .数值模拟结果

表明：

（1）在不含“叉形分岔点”情形下，会产生三种簇

发振荡类型，分别为“延迟 Hopf/fold/Hopf/fold”，
“Hopf/fold/Hopf/Hopf/fold”和“fold/fold”；

（2）在含“叉形分岔点”情形下， 会产生五种簇发

振 荡 类 型 ， 分 别 为“BP/fold”，“BP/fold/Hopf”，

“BP/Hopf/Hopf/fold/Hopf”，“BP/Hopf/fold/Hopf”
和“fold/fold/Hopf/fold/ fold/Hopf”。
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图 10 μ1 = 0.2下的 fold/fold/Hopf/fold/fold/Hopf簇发振荡
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Analysis of bursting oscillation in a class of bistable composite laminates

QIAN You-hua， YANG Yuan
（College of Mathematics and Computer Science， Zhejiang Normal University， Jinhua 321004， China）

Abstract: Bursting oscillation is a fast-slow dynamic phenomenon widely existing in nature. These years， it has been a hot topic on 
nonlinear dynamics. It usually appears as the transition between large and small oscillations due to bifurcation points or unstable lim ⁃
it cycles. According to different dynamic mechanisms， bursting oscillation can be divided into various modes such as ‘point-point’ 
mode and ‘point-ring’ mode. This paper focuses on a class of bistable composite laminates of nonlinear systems by parametric exci⁃
tation and concerns the case where one parameter excitation frequency is an integer multiple of the other. The parameter excitation 
is regarded as a slow variable parameter， so the fast and slow subsystems of the multi-frequency parameter excitation system are ob⁃
tained based on the fast-slow analysis method and the bifurcation behavior of the fast subsystem is analyzed. In the bifurcation analy⁃
sis， the Hopf and fold bifurcation conditions of the fast subsystem with single mode and double mode bifurcation points are investi⁃
gated. Exploiting double parameter bifurcation sets， phase portraits， time history curves and the overlap of transformed phase por⁃
traits with equilibrium branches， the mechanism and dynamic behavior of bursting oscillation with different parameters are studied. 
It is observed that the bursting oscillation phenomenon with different parameters may be independent of the pitchfork bifurcation 
points.

Key words: bursting oscillation；fast and slow analysis method；pitchfork bifurcation；transition phase diagram；slow variable 
parameters
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