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含有摇摆装置的双层桥墩结构随机振动分析
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摘要: 基于一种下层含有摇摆装置的双层桥墩结构模型，建立了系统的随机动力学系统模型，其中随机激励选用高

斯白噪声模型，自复位恢复力采用经典旗帜形模型。运用广义谐波平衡法将旗帜形滞回力近似分解为幅值依赖的

等效拟线性弹性力和拟线性阻尼力，获得原系统的等效随机系统；采用标准随机平均法理论，将等效系统近似为关

于幅值的平均伊藤随机微分方程，建立并求解与之对应的 Fokker‑Planck‑Kolmogorov（FPK）方程获得系统的稳态

响应。探讨系统参数，如能量耗散系数等对系统稳态响应的影响，并通过 Monte Carlo 数值模拟加以验证。另外，借

助 Laplace 变换，得到等效系统的转换函数及条件功率谱密度，结合下层幅值的稳态概率密度，得到下层幅值响应的

功率谱密度估计。
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引  言

双层高架桥［1］能在有限的土地面积上实现立体

交通，在提高土地利用率的同时满足高强度的交通

需求，是一种高效经济的桥型。然而，在美国洛马·

普雷塔地震及日本阪神地震中，双层高架桥结构的

倒塌表明该类桥型的抗震性能不足，因此在桥梁设

计中必须充分重视该结构的抗倒塌能力［2］。为了提

高双层高架桥的抗倒塌能力，彭天波等［3］提出采用

“能力设计方法”，即将地震作用下的结构损伤集中

在延性构件上。该延性抗震设计理念虽能满足“大

震不倒”的设防目标，但强震作用下的延性构件往往

会由于残余变形过大而不能继续使用。对于生命线

工程来说，桥梁结构功能的中断不仅影响救援工作

的开展，而且震后给整个经济、社会带来严重后果。

因此，现阶段桥梁的抗震设计思路应从延性设计向

可恢复功能设计转变。

近几年来，“可恢复功能结构”已经成为各大国

际会议的研究主题［4‑6］。在此背景下，抗震性能更加

优越的摇摆自复位桥墩结构［7‑13］已成为当前桥梁工

程界关注的研究热点，然而这些研究大多限于单层

摇摆自复位桥墩结构［14］。近年来，有学者将自复位

桥墩结构应用到双层高架桥中，研究结果表明，摇摆

自复位双层桥梁结构能很好地弥补双层高架桥抗震

性能不足的先天缺陷。如，孙治国等［15］与张国平

等［16］研究了上层摇摆自复位双层桥梁结构，并分别

通过有限元分析及时程分析证实了该结构的自复位

功能；陈敬一等［17］理论推导分析了下层摇摆自复位

双层桥梁结构地震响应及抗倒塌能力，研究结果表

明，结构底层的摇摆可显著减少上部结构的变形，且

该结构具有较好的抗倒塌能力。孙治国等［18］设计了

仅上层摇摆、仅下层摇摆以及上下层均摇摆 3 种双

层摇摆自复位排架墩，揭示了摇摆自复位双层排架

墩在近断层地震动下的地震反应规律。然而，目前

针对摇摆自复位双层桥梁结构的理论研究仅限于确

定性的时程分析［17］，鲜有涉及随机激励环境。鉴于

地震激励的随机性，以及在随机激励作用下双层高

架桥结构的强非线性，有必要进一步利用非线性随

机振动的理论研究此类结构的随机振动问题。

非线性随机振动研究历经数十年，已发展了许

多行之有效的方法，如： Fokker‑Planck‑Kolmogorov 
（FPK）方 程 法［19］、等 价 线 性 化 法［20］、随 机 平 均

法［21‑23］、Monte Carlo 数值模拟等［24‑25］。其中，等效线

性化法由于其适应性强且操作较为简单在工程中得

到广泛的应用。但等效线性化法在响应概率密度的

估计上不够精确［26］，往往高估了共振处的峰值而低

估了频谱的宽度［27］。随机平均法是将随机平均原理
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跟 FPK 方程法相结合的一类方法，通过随机平均可

以简化 FPK 方程从而降低求解 FPK 方程的难度。

目前常见的随机平均法有：标准随机平均法，FPK
方程系数平均法及能量包线随机平均法。与等价线

性化法相比，随机平均法对系统稳态响应及响应功

率谱密度的预测更为精确［28‑29］，能较好地表现出功

率谱密度共振频谱加宽及多峰现象。

本文基于含有摇摆装置的双层桥墩结构，建立

了双自由度系统的随机动力学系统模型，利用当前

非线性随机振动理论方法研究该结构在高斯白噪声

激励作用下的稳态响应。首先，通过广义谐波平衡

技术，将下层结构恢复力解耦为幅值依赖的等效拟

线性弹性力和拟线性阻尼力，得到原系统的等效拟

线性系统。然后，应用标准随机平均法，将等效拟线

性系统近似为关于系统幅值的平均伊藤方程，建立

相应的 FPK 方程，并在边界条件与归一化条件下求

解，得到系统幅值的稳态概率密度函数；研究系统关

键参数不同时系统响应的变化趋势，并通过 Monte 
Carlo 模拟对以上解析结果进行验证。另外，利用已

得到的下层幅值的稳态概率密度函数，结合由 La‑
place 变换得到的近似条件功率谱密度函数，获得下

层幅值功率谱密度的估计。

1　含有摇摆装置的双层桥墩结构模型

图 1 所示为下层含摇摆装置的双层桥墩结构，

该结构主要是由盖梁、桥墩、加台、承台、钢板、钢套

筒、挡块、橡胶垫块、限位钢板等组成。在地震作用

下，下层桥墩在下层盖梁与加台之间产生摇摆，并通

过桥梁自重和预应力筋完成复位。

根据近期单层双柱式摇摆桥梁结构的振动台试

验研究［30］和理论分析［31］可知，下层摇摆结构的动力

行为可近似简化为平面内刚体运动。忽略上层结构

的塑性变形，上层结构可简化为一个弹性单自由度

体系。因此，本文将下层盖梁简化为质量块 m1，上

部结构简化为质量块 m2， 从而获得如图 2 所示的双

自由度自复位桥墩结构，随机激励采用高斯白噪声

激励模型 ζ（t）（ζ（t）为加速度），其功率谱密度为 S1=
2πD1，其中，D1为大于 0 的常数。

与图 2 对应的运动微分方程可表示为：

m 1 Ẍ 1 +( c1 + c2 ) Ẋ 1 + k2 X 1 + f1 ( X 1，Ẋ 1 )-
c2 Ẋ 2 - k2 X 2 = -m 1 ζ ( t )， 

m 2 Ẍ 2 + c2 Ẋ 2 + k2 X 2 - c2 Ẋ 1 - k2 X 1 =-m 2 ζ ( t )  （1）
式中  ci，ki，Xi，Ẋ i，Ẍ i 分别为质量 mi的阻尼系数、刚

度系数、位移、速度、加速度；其中，f1（X1，Ẋ 1）可进一

步分解为弹性力和滞变力， 即：

f1 ( X 1，Ẋ 1 )= γX 1 +( 1 - γ ) z （2）
式中  γ 为屈服后的刚度系数；z为滞变位移。

其中，摇摆桥梁的自重和无粘结预应力筋为结

构提供了自复位能力（如图 3（b）所示），设置在摇摆

界面的耗能钢筋为体系提供了耗能能力（如图 3（c）
所示）。因此，通过自复位组件和耗能组件的组合，

摇摆桥梁体系的滞回曲线呈典型的旗帜形（如图 3
（a）所示）。

设 z+与 z−分别表示正向加载与反向加载，滞变

位移 z（如图 4 所示）可表示为以下的分段函数形式：

z+=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

X 1-Xy+a1，-a1  ≤X 1<-a1  +αXy   
-Xy+αXy  ，-a1  +αXy≤X 1< -Xy+αXy  
X 1，-Xy+αXy≤X 1< Xy   
X y   ，Xy≤X 1≤a1  

（3）

z- =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

-Xy，- a1   ≤ X 1 < -Xy   
X 1，- Xy ≤ X 1 <  Xy - αXy  
 Xy - αXy，Xy - αXy ≤ X 1 <  a1   - αXy   
X 1 + Xy - a1，a1   - αXy ≤ X 1 ≤ a1  

（4）
式中  α，Xy和 a1分别表示能量耗散系数、屈服位移

和位移幅值。

图 1 下层含摇摆装置的双层桥墩

Fig. 1 The double pier structure with a swing device below

图 2 双自由度自复位桥墩结构

Fig. 2 Double-degree-of-freedom self-centering pier structure
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2　平均伊藤方程

由图 3可知，恢复力同时影响系统的阻尼和刚度。

利用广义谐波平衡技术，恢复力可近似为幅值依赖

的等效拟线性阻尼力和拟线性弹性力的组合，即：

f1 ( X 1，Ẋ 1 )≈ c ( a1 ) Ẋ 1 + k ( a1 ) X 1 （5）
其中：

 c ( a1 )=
ì
í
î

ïï
ïï

0，   a1 ≤ Xy

2( γ - 1 )( a1 - Xy ) αXy ( πωa2
1 )，      a1 > Xy

（6）

k ( a1 )=
ì
í
î

1，  a1 ≤ Xy

( Ω   1 + Ω 2 + Ω   3 + Ω  4 )   π，a1 > Xy     
（7）

式中  c（a1）和 k（a1）分别为等效阻尼和等效刚度；等

效阻尼与等效刚度的详细推导过程可见文献［32］。

Ω  1 = { [ ]sin ( 2θ2 )- sin ( 2θ1 ) 2 }+ θ2 - θ1，

Ω  2 ={-γ [ sin ( 2θ2 )+ 2θ2 ] 2 }- 2( 1 - γ ) X y sinθ2 a1，

Ω  3 = γ{ }{ [ sin ( 2θ1 )- sin ( 2θ3 ) ] 2 }+ θ1 - θ3 +
                      2 ( 1 - γ ) ( 1 - α ) ( sin θ1 - sin θ3 ) X y a1，

Ω  4 = sin ( 2θ3 ) 2 + θ3 + 2( 1 - γ ) ( X y - a1 ) sin θ3 a1，

θ1 = arccos [ ( 1 - α ) X y a1 ]， θ2 = arccos ( Xy a1 )，

 θ3 = arccos [ ( a1 - αXy ) a1 ] （8）

将式（5）代入式（1），可得原系统的等效拟线性

系统：

m 1 Ẍ 1 +[ c1 + c2 + c ( a1 ) ] Ẋ 1 +[ k2 + k ( a1 ) ] X 1 -
                   c2 Ẋ 2 - k2 X 2   = -m 1 ζ ( t )，

 m 2 Ẍ 2 + c2 Ẋ 2 + k2 X 2 - c2 Ẋ 1 -

       k2 X 1 = -m 2 ζ ( t ) （9）

设系统（9）解的形式为：Xi（t）=ai（t）cosΘi（t）， 
Ẋ i ( t )=-ai（t）ω i（ai）sinΘ i（t），其中，变量 ai（t），

Θ i（t）与 Γi（t）均为随机过程，Θi（t）=ωi（t）+Γi（t），

i=1， 2。
根据 Stratonovich‑Khasminskii 极限定理［33］，当

阻尼和激励为弱阻尼与弱激励时，［ai，Γi］
T（i=1， 2）

弱收敛于四维扩散 Markov 过程。但需指出的是，经

过随机平均和确定平均后，关于 ai（t）的平均伊藤

随机微分方程中不含 Γi（t） （i=1， 2）。因此，关于

ai（t） （i=1， 2）的平均伊藤随机微分方程为：

da1 = m̄ 1 ( a1，a2 ) dt + σ̄1 ( a1，a2 ) dB ( t )，
da2 = m̄ 2 ( a1，a2 ) dt + σ̄2 ( a1，a2 ) dB ( t )   （10）

式中  B（t）为单位维纳过程；平均方程（10）对应的

漂移和扩散系数分别为：

m̄ 1 = -
[ ]c1 + c2 + c ( a1 ) a1

2m 1
-

           D 1

4 [ k2 + k ( a1 ) ]2

dk ( a1 )
da1

+ D 1

2a1 [ k2 + k ( a1 ) ]
，

m̄ 2 = -c2 a2

2m 2
+ D 1

2a2 k2
，σ̄ 2

1 = D 1 [ k2 + k ( a1 ) ]，

σ̄1 σ̄2 = 0， σ̄ 2
2 = D 1 k2 （11）

通过随机平均，原系统的非 Markov 随机过程近

似为 Markov 扩散过程，方程的维数得以降低，从而

能方便地利用 FPK 方程法求解稳态响应。

图 3 旗帜形恢复力分解

Fig. 3 The decomposition of flag-shaped restoring force

图 4 自复位体系滞变位移

Fig. 4 The hysteretic displacement of the self-centering system
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3　概率密度函数分析

与平均伊藤微分方程（10）对应的稳态 FPK 方
程为：

0 =- ∂ ( m̄ 1 p )
∂a1

- ∂ ( m̄ 2 p )
∂a2

+ 1
2

∂2 ( σ̄ 2
1 p )

∂a2
1

+ 1
2

∂2 ( σ̄ 2
2 p )

∂a2
2

（12）
式中  p=p（a1，a2）为联合概率密度。方程（12）的边
界条件为：

a1 + a2 → ∞， p = 0，∂p ∂ai = 0，
p ( a1，0 )= 有限值，  p ( 0，a2 )= 有限值 （13）

结合边界条件（13）以及归一化条件：

∫
0

∞∫
0

∞

p ( )a1，a2 da1 da2 = 1 （14）

采用数值方法求解方程（12），可获得系统的联

合概率密度函数 p=p（a1，a2）。关于幅值 ai的边缘概

率密度则可通过以下方程获得：

p ( a1 )=∫
0

∞

p ( a1，a2 ) da2 （15）

p ( a2 )=∫
0

∞

p ( a1，a2 ) da1 （16）

通过无量纲化处理，选取其他系统参数 m1=1，
m2=1.16，γ =0.4，c1=0.000763 s−1，D1=0.001。图

5~10 给出了有关幅值 ai（i=1， 2）的边缘概率密度，

通过不同屈服位移 Xy、能量耗散系数 α、系统阻尼系

数 c2及刚度系数 k2下近似解析结果（实线）与数值模

拟结果（符号*）的对比，说明式（15）和（16）的合理性。

图 5和 6分别展示了屈服位移 Xy及能量耗散系数

α取值的变化对下层幅值稳态响应的影响。从图 5中

可看出，当 Xy<0.05时，p（a1）随着 Xy的减小向左偏移

并在较小 a1处达到峰值，这说明屈服位移的降低可有

效减小系统响应；而当Xy>0.05时，Xy的增大对系统响

应的影响不大。从图 6中可看出，α的变化对系统响应

没有影响，但随着α的增加，p（a1）逐渐接近于正态分布。

图 7 和 8 展示了阻尼系数 c2 的变化对下层与上

层幅值稳态概率密度函数的影响。可以看出，系统

的响应随着 c2的增大而减小。

图 9 和 10 展示了刚度系数 k2的变化对下层与上

层幅值稳态概率密度函数的影响。可以看出，系统

图 5 α=0. 5 时关于下层幅值 a1的稳态概率密度函数

Fig. 5 The stationary PDF of amplitude a1 under α=0. 5

图 6 Xy=0. 05 时关于下层幅值 a1的稳态概率密度函数

Fig. 6 The stationary PDF of amplitude a1 under Xy=0. 05

图7 Xy=0. 05， α=0. 5时关于下层幅值a1的稳态概率密度函数

Fig. 7 The stationary PDF of amplitude a1 under Xy=0. 05， 
α=0. 5

图 8 Xy=0. 05， α=0. 5时关于上层幅值a2的稳态概率密度函数

Fig. 8 The stationary PDF of amplitude a2 under Xy=0. 05， 
α=0. 5

图 9 Xy=0. 05， α=0. 5时关于下层幅值a1的稳态概率密度函数

Fig. 9 The stationary PDF of amplitude a1 under Xy=0. 05， 
α=0. 5
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的响应随着 k2的增大而减小。此外，从图 7~10 中可

以看出，上层幅值的稳态响应均远大于下层幅值响

应，因此，在此类结构的设计中，应重点考虑上层部

分的水平位移。

4　功率谱密度分析

利用 Laplace 变换，等效拟线性系统（9）的转换

函数为：

H 11 ( ω )= (-m 2 ω2 + c2 iω + k2 ) Δ，

H 21 ( ω )= ( c2 iω + k2 ) Δ，H 12 ( ω )= ( c2 iω + k2 ) Δ，

H 22 ( ω )= {-m 1 ω2 +[ c1 + c2 + c ( a1 ) ] iω +
                     k ( a1 )+ k2 } /Δ，
Δ = {-m 1 ω2 +[ c1 + c2 + c ( a1 ) ] iω + k ( a1 )+ k2 } ·

(-m 2 ω2 + c2 iω + k2 )   -( c2 iω + k2 )2 （17）
式中  i为虚数单位。

关于下层幅值 a1的条件功率谱密度为：

SX ( ω | a1 )= S1| H 11 ( ω ) | 2 （18）
结合式（15）所得到的稳态概率密度函数 p（a1），

可以得到下层幅值 a1响应的功率谱密度：

SX ( ω )=∫
0

∞

SX ( ω | a1 ) p ( a1 ) da1 （19）

图 11 和 12 给出了屈服位移 Xy及能量耗散系数

α 变化时，下层幅值 a1 响应的功率谱密度。可以看

出，功率谱密度函数的峰值较为显著，表明此时的响

应具有窄带性质。图 11 中，当 Xy=0.01 时，响应的

功率谱密度有两个峰值，随着 Xy 的增大，响应的功

率谱密度由双峰变成单峰，且共振处的峰值逐渐变

大。图 12 中，响应的功率谱密度均为双峰，但随着 α
的增大，双峰逐渐变成单峰，此外，随着 α 的增大，功

率谱密度曲线所围面积（即响应的均方值）显著减

小，因此系统响应随着 α 的增大而降低。

5　结  论

本文研究了一类含有摇摆装置的双层桥墩结构

随机振动问题。首先，通过广义谐波平衡技术，计算

替代旗帜形恢复力的等效拟线性弹性力和拟线性阻

尼力，获得原系统的等效随机系统；随后，利用标准

随机平均法，将等效系统近似为关于幅值的平均伊

藤随机微分方程，建立并求解与之相应的稳态 FPK
方程，获得了系统的稳态响应概率密度函数。研究

系统关键参数，如屈服位移、能量耗散系数等对系统

稳态响应的影响，以上解析解的有效性均通过 Mon‑
te Carlo 数值模拟加以验证。另外，借助由 Laplace
变换得到的转换函数及条件功率谱密度，基于稳态

响应概率密度函数，对系统响应的功率谱密度进行

了估计。研究结论如下：

（1） 屈服位移 Xy与能量耗散系数 α 是决定旗帜

形恢复力形状的关键参数。当 Xy<0.05 时，Xy的减

小能有效减小下层幅值的响应，而当 Xy>0.05 时，Xy

的增大对系统响应的影响不大；此外，随着 α的增加，

下层幅值的稳态概率函数逐渐接近于正态分布；

（2）系统阻尼系数 c2、刚度系数 k2的增大均能降

低系统的幅值响应，但上层幅值响应均远大于下层

幅值响应，因此，在此类结构的设计中，应重点考虑

上层部分的水平位移；

（3）下层幅值 a1 的功率谱密度具有明显的窄带

性质。随着 Xy与 α 的增大，响应的功率谱密度由双

峰变成单峰，且共振处的峰值逐渐变大；此外，α 的

图 10 Xy=0. 05， α=0. 5时关于上层幅值a2的稳态概率密度函数

Fig. 10 The stationary PDF of amplitude a2 under Xy=
0. 05， α=0. 5

图 11 α=0. 5 时下层幅值 a1的功率谱密度估计

Fig. 11 The estimation of power spectral density of ampli‑
tude a1 under α=0. 5

图 12 Xy=0. 01 时下层幅值 a1的功率谱密度估计

Fig. 12 The estimation of power spectral density of ampli‑
tude a1 under Xy=0. 01
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增大还能显著降低系统响应的均方值。
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Random vibration analysis for double-deck pier structure with rocking device

HU Hui-ying1，2， CHEN Lin-cong1，2， QIAN Jia-min1，2

（1.College of Civil Engineering，Huaqiao University，Xiamen 361021，China； 
2.Key Laboratory for Intelligent Infrastructure and Monitoring of Fujian Province， Xiamen 361021， China）

Abstract: In this paper， the random vibration of a double-deck pier structure with a rocking device is studied. A new type of double-

deck pier structure system is designed， and the relevant stochastic dynamics model is established. The Gaussian white noise model 
is used for random excitation， and the classic flag-shaped model is adopted for self-centering restoring force. Using the generalized 
harmonic balance method， the flag-shaped hysteresis force is decomposed into the amplitude-dependent equivalent quasi-linear elas‑
tic force and quasi-linear damping force to obtain the equivalent system of the original system. With the technique of standard sto‑
chastic averaging， the equivalent system is approximated as the averaged Itô stochastic equation of amplitude， and the correspond‑
ing Fokker-Planck-Kolmogorov（FPK） equation is established and solved to obtain the stationary response of the system. The ef‑
fects of system parameters， such as energy dissipation coefficient， on the stationary response of the system are discussed and veri‑
fied by Monte Carlo simulation. In addition， the transformation function and conditional power spectral density of the equivalent 
system are derived by Laplace transform. Combining with the stationary response of the lower mass， the power spectral density es‑
timation of the lower structure amplitude is obtained.

Key words: rocking device；double-deck pier structure；standard stochastic averaging；stationary probability density function；power 
spectral density estimation
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