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周期与色噪声联合作用下分数阶 Duffing振子
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摘要: 基于统计线性化提出了一种求解周期与色噪声激励联合作用下分数阶 Duffing系统非平稳响应的无记忆方法。

将系统响应分解为确定性周期和零均值随机分量之和，则原非线性运动方程可等效地化为一组耦合的、分别以确定性

和随机动力响应为未知量的分数阶微分方程。利用无记忆化方法将确定性和随机分数阶微分方程转化为相应的常微

分方程。利用统计线性化方法处理随机常微分方程，得到关于随机响应二阶矩的李雅普诺夫方程。利用数值算法联

立求解李雅普诺夫微分方程和确定性常微分方程。通过 Monte Carlo模拟，验证此方法的适用性和精度。
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引  言

分数阶微积分近几十年在工程界得到广泛的关

注［1］。分数阶微积分的一个重要工程应用是黏弹性

材料的力学模型的建立。与标准线性固体模型

（Standard Linear Solid Model）相比，分数阶导数模

型能以较少的参数拟合实验获得黏弹性松驰和蠕变

数据［2］；此外，分数阶微分方程可很好地描述动力激

励下装备黏弹性控制装置（如：天然橡胶支座［3］、黏

滞阻尼器［4］和黏弹性阻尼器［5⁃6］等）的动力行为。因

此，研究这类分数阶运动方程的求解方法成为学者

们关注的重点。然而，大量研究集中在分数阶运动

方程的确定性分析［7⁃8］，关于它们的随机分析尚较少

涉及。分数阶线性系统的随机动力响应可采用频域

方法［9］和时域方法［10］，它们可视为整数阶系统经典

线性随机方法的延伸。同样地，分数阶非线性系统

的 随 机 分 析 方 法 ，如 统 计 线 性 化［11］、随 机 平 均

法［12⁃13］、路径积分［14］等也可视为整数阶系统经典非

线性方法的扩展。最近，Kong 等在 Monte Carlo 模

拟的框架下提出了分数阶线性或非线性系统平稳响

应的多谐波平衡方法［15］和非平稳响应的小波⁃Galer⁃
kin 法［16］。此外，还有一些非经典方法，如利用特征

向量展开求解具有 1/2 阶分数阶阻尼的单自由度系

统的确定性［17］和随机响应［18］。

与整数阶导数不同，分数阶导数的一个重要特性

在于其记忆性，即当前状态的分数阶导数依赖于所有

历史状态，它导致了求解确定性分数阶微分方程的长

持时响应非常耗时。为此，人们发展了一种处理分数

阶导数的无记忆法，即采用变量代换将分数阶导数等

效地转化为若干整数阶导数。这种方  法最早由 Yu⁃
an 等［19］在确定性分数阶系统动力响应分析的背景下

提出。随后，大量研究集中于解释该方法的等效力

学模型［20］、提高计算精度［21⁃22］和改进计算效率［23］等方

面。文献［24］将这种方法应用于线性随机振动；文

献［25］将这种方法应用于非线性系统随机动力响应

的 Monte Carlo模拟。

另一方面，实际工程中存在系统或结构受到确

定性和随机激励联合作用的情况。研究者们主要关

注白噪声作用下非线性系统的平稳响应密度函数

解［26］和系统稳定性［27］。最近，考虑到工程随机动力

系统的特殊性，人们发展了联合激励下整数阶非线

性集中质量系统平稳响应的统计线性化方法［28］，并

将其扩展应用于非线性分数阶集中质量［29］和连续质

量系统［30］。这种方法本质上基于统计线性化，具有

处理多种工程随机问题的潜力。随后，孔凡等将这

种方法推广到联合激励下多自由度滞回系统［31⁃32］、

非平稳响应［33］的情况。

本文利用无记忆方法处理分数阶导数，并基于

统计线性化发展一种联合激励下分数阶 Duffing 振

收稿日期: 2021-11-17； 修订日期: 2022-03-12
基金项目: 国家自然科学基金面上项目（52078399） 。



振   动   工   程   学   报 第  36 卷

子非平稳响应的方法。方法的具体步骤如下：首先，

将响应分解为周期和随机响应分量的组合，得到两

个耦合的、关于周期和随机响应分量的分数阶微分

方程；随后，利用无记忆方法将分数阶微分方程去记

忆化后转化为不含分数阶项的确定性和随机常微分

方程组；接着，利用统计线性化方法处理随机常微分

方程组，得到关于随机响应二阶矩的李雅普诺夫方

程；最后，同时求解确定性常微分方程组和李雅普诺

夫方程可得所有响应分量。

1　运动方程分解

单自由度分数阶 Duffing 系统在确定性周期和

非平稳随机激励联合作用下的运动方程为：

mẍ ( )t + cDα x ( )t + kx ( )t + εkx3 ( )t =
f ( )t + Q ( )t                               （1）

式中  x ( t )和 ẍ ( t )为系统的位移和加速度；m， c 和
k 分别为质量、阻尼和刚度系数；ε 为非线性强度系

数；Dα x ( t )为 Caputo 定义下的分数阶导数，即：

Dα x ( t )=∫
0

t ( )t - τ
-α

Γ ( )1 - α
ẋ (τ ) dτ，   0 < α < 1 （2）

式中  Γ (α)为伽马函数。周期激励 f ( t )和非平稳

激励 Q ( t )分别为：

 
f ( t ) = ∑

l = 1

N

Fl sin ( ωl t + θl )，

Q ( t ) = a ( t ) Q s( t )
  

( 3 )
式中  Fl 为第 l阶谐波激励；ωl，θl 分别为第 l次谐波

的频率和相位；Q s ( t )为零均值平稳随机过程；

a ( t )= A [exp ( - μ1 t )- exp ( - μ2 t ) ] （4）

为调制函数且 A 为调制函数峰值，其中 μ1，μ2 为控制

调制函数非平稳性的参数。

将非平稳响应 x ( t )表示为：

x ( t )= μx ( t )+ x̂ ( t ) （5）
式中  μx 为确定性响应分量；x̂ 为零均值随机响应

分量。将式（5）代入式（1）中可得：

m ( )μ̈x + ẍ̂ + cDα( )μx + x̂ + k ( )μx + x̂ +

εk ( )μx + x̂
3
= f ( )t + Q ( )t （6）

为方便计算，省略响应量的时间参数。对式（6）
左右两边同时求数学期望得：

mμ̈x + cDα( μx) + kμx + εk (3μx σ 2
x̂ + μ3

x) = f ( t )    （7）
式中  σ 2

x 为 x̂ 的方差。用式（6）减去式（7）得：

mẍ̂ + cDα( )x̂ + kx̂ + εk ( )μx + x̂
3
-

εk ( )3μx σ 2
x̂ + μ3

x = Q ( )t （8）
可见，式（7）和式（8）为含有分数阶导数项的耦

合方程。以下利用分数阶导数项的无记忆方法，将

分数阶微分方程去记忆化为不含分数阶导数的常微

分方程组。

2　分数阶系统无记忆化

式（2）中的伽马函数定义为：

Γ (α)=∫
0

∞

e-z zα - 1 dz （9）

并满足：

Γ (α) Γ (1 - α)= π
sin ( )πα

（10）

将式（9）和式（10）代入式（2）可得：

Dα x ( t )= sin ( )πα
π ∫

0

t (∫0

∞

e-zé
ë
êêêê

z
t - τ

ù
û
úúúú

α dz
z ) ẋ (τ ) dτ

（11）
定义：

z = ( t - τ ) y 2 （12）
将式（12）代入式（11）有：

Dα x ( t )= 2sin ( )πα
π ∫

0

∞

y 2α - 1 (∫0

t

e-( )t - τ y2

ẋ (τ ) dτ ) dy

（13）
引入：

ϕ ( y，t )= y 2α - 1∫
0

t

e-( )t - τ y2

ẋ (τ ) dτ （14）

式（13）可化为：

Dα x ( t )= 2sin ( )πα
π ∫

0

∞

ϕ ( y，t ) dy （15）

同理，式（7）中：

Dα( μx)= 2sin ( )πα
π ∫

0

∞

ϕ1 ( y，t ) dy （16）

其中：

ϕ 1 ( y，t )= y 2α - 1∫
0

t

e-( )t - τ y2

μ̇x (τ ) dτ （17）

式（8）中：

Dα( x̂)= 2sin ( )πα
π ∫

0

∞

ϕ2( y，t ) dy （18）

其中：

ϕ 2( y，t )= y 2α - 1∫
0

t

e-( )t - τ y2

ẋ̂ (τ ) dτ （19）

将 式（15）和 式（18）分 别 代 入 式（7）和 式（8）
可得：

mμ̈x + 2c sin ( )πα
π ∫

0

∞

ϕ 1 ( )y，t dy + kμx +

εk ( )3μx σ 2
x̂ + μ3

x = f ( )t （20）

mẍ̂ + 2c sin ( )πα
π ∫

0

∞

ϕ 2( )y，t dy + kx̂ +

924
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εk ( )μx + x̂
3
- εk ( )3μx σ 2

x̂ + μ3
x = Q ( )t （21）

进一步将式（17）和（19）对时间求导，可得：

ϕ̇ 1 ( y，t )= y 2α - 1 μ̇x ( t )- y 2 ϕ1 ( y，t ) （22）

ϕ̇ 2( y，t )= y 2α - 1 ẋ̂ ( t )- y 2 ϕ2( y，t ) （23）
称式（20）~（23）为分数阶运动方程的无记忆形

式。观察式（17）和式（19），可知：

ϕ 1 ( y，0)= 0， ϕ 2( y，0)= 0 （24）
联立式（20）~（23）即可解得随机分量与确定性

分量。为此，首先，需要在特定离散点 y1，y2，⋯，yn

对式（22）和（23）离散；其次，采用微分方程数值算法

（初始条件为式（24））求解离散后的方程（共 2n个）并得

到 ϕ 1 ( yi，t )，ϕ 2( yi，t )，i = 1，2，⋯，n；最后，将它们代

入式（20）和（21）后求解未知响应量 μx，x̂。其中，式

（20）和（21）中的积分采用在离散点 y1，y2，⋯，yn 处

的求和近似。文献［24⁃25］就采用了这种直接离散

求和的方式近似分数阶导数无记忆化后的积分。该

离散方法虽简单直观，但计算量较大。

为 此 ，对 式（20）和 式（21）使 用 高 斯⁃拉 盖 尔

（Guass⁃Laguerre）积分公式，即：

∫
0

∞

ϕ1 ( y，t ) dy ≈ ∑
i = 1

n

wi eyi ϕ1 ( )yi，t （25）

∫
0

∞

ϕ2( y，t ) dy ≈ ∑
i = 1

n

wi eyi ϕ2( )yi，t （26）

式中  w i 和 yi ( i = 1，⋯，n)分别为拉盖尔权重和节

点。使用式（12）和（13）去记忆化，用式（25）和（26）
离散化的方法首先由 Yuan 和 Agrawal 提出，被称为

Yuan⁃Agrawal 方法［19］。该方法适用于分数阶导数

0 < α < 1 的情况，且其去记忆化过程为精确求解，

而离散化过程则为近似求解，其计算精度会随着拉

盖尔积分节点数的增加而增加。

联立式（20），（22）和（25）可得状态空间微分

方程：

ṗ1 = p2 （27）

ṗ2 = 1
m

f ( )t - k
m

p1 - εk ( )3p1 σ 2
x̂ + p3

1 -

2c sin ( )πα
πm ∑

i = 1

n

w i eyi ϕ1 ( )yi，t （28）

ϕ̇ 1 ( yi，t )= y 2α - 1
i μ̇ x ( t )- y 2

i ϕ1 ( yi，t )，
i = 1，2，⋯，n （29）

式中  p= [ p1   p2 ] T
= [ μx   μ̇x ] T

。式（28）包含未知

量 σx̂，只利用式（27）~（29）无法求解响应。因此，需

联立随机响应分量方程求解。

同样地，联立式（21），（23）和式（26）可得到关于

随机响应分量的微分方程：

mẍ̂ + 2c sin ( )πα
π ∑

i = 1

n

w i eyi ϕ2( )yi，t + kx̂ +

εk ( )μx + x̂
3
- εk ( )3μx σ 2

x̂ + μ3
x = Q ( )t （30）

               ϕ̇ 2( yi，t )= y 2α - 1
i ẋ̂ ( t )- y 2

i ϕ2( yi，t )， 
                      i = 1，2，⋯，n （31）
随后，采用统计线性化方法处理无记忆随机微

分方程（30）和（31）。

3　统计线性化方法

利用统计线性化方法将式（30）化为等效的线性

方程：

mẍ̂ + 2c sin ( )πα
π ∑

i = 1

n

w i eyi ϕ2( )yi，t +

( )k + ke x̂ = Q ( )t （32）
式中  ke 为等效线性刚度。根据式（30）与式（32）的

差别在均方意义上最小的准则［34］，并引入响应的高

斯假定，有：

ke = E
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ∂ ( )εk ( )μx + x̂
3
- εk ( )3μx σ 2

x̂ + μ3
x

∂x̂

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
=

3εk ( )σ 2
x̂ + μ2

x                                             （33）
以 下 考 虑 Q s ( t ) 为 白 噪 声 和 色 噪 声 的 两 种

情况。

3. 1　Qs( t )为白噪声

此时，

 Q s( t )= w ( t ) （34）
式中  w ( t )为功率谱密度为 S0 的白噪声过程。将

式（31），（32）化为状态方程的形式，即：

q̇= G ( t ) q+ Q ( t ) （35）
式中

q= [ x̂ ẋ̂ ϕ 2( )y1，t ⋯ ϕ 2( )yn，t ] T
（36）

Q ( t )= [ 0 Q ( )t /m ⋯ 0 0 ] T
（37）

G ( t ) =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú
0 1 0 ⋯ 0

-
k + 3εk ( )σ 2

x̂ + μ2
x

m
0 - ca1

m
⋯ - can

m
0 y 2α - 1

1 -y 2
1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 y 2α - 1

n 0 ⋯ -y 2
n

（38）
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其中，ai = 2sin ( )πα
π wi eyi，i = 1，⋯，n。

与式（34）对应的李雅普诺夫方程为：

v̇= G ( t ) vT + vG ( t )T + Θ ( t ) （39）

式中  v为 q的协方差矩阵，Θ ( t )= [θij ]，且有：

θij=
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

2πA2[ ]exp ( )-μ1 t -exp ( )-μ2 t
2
S0

m 2 ，i= j=2

0 ， 其他

 

（40）
联立式（39）和式（27）~（29），并利用数值算法

（例如龙格⁃库塔法）求解可同时获得确定响应 μx 和

随机响应标准差 σx̂。

3. 2　Qs( t )为色噪声

此时，假定 Q s ( t )的功率谱密度 S ( ω )为金井清

谱的形式，即：

S (ω)=
1 + 4ζ 2

g

ω2

ω 2
g

( )1 - ω2

ω 2
g

2

+ 4ζ 2
g

ω2

ω 2
g

⋅ S0 （41）

式中  ζg 为场地阻尼比，ωg 为特征周期。将 Q s ( t )

表示为白噪声经过成型滤波器的形式：

ν1 Φ̇ + ν0 Φ = Q s( t ) （42）

Φ̈ + λ1 Φ̇ + λ0 Φ = w ( t ) （43）
式中  Φ 为 2 维滤波器的前置输出；w ( t )为功率谱

密度为 S0 的零均值高斯噪声；λ0，λ1 和 ν0，ν1 为滤波器

参数且 ν0 = ω 2
g， ν1 = 2ζg ωg， λ0 = ω 2

g， λ1 = 2ζg ωg。

联立式（31），（32）和式（42），（43）得：

Ẋ= H ( t ) X+W （44）
式中

X=[ x̂ ẋ̂ Φ Φ̇ ϕ 2 ( y1，t ) ϕ 2 ( y2，t ) ⋯ ϕ 2 ( yn，t ) ]T，

H ( t ) = é
ë
êêêê ù

û
úúúúA B

C D
，

W = [wi ]
4 + n

，w i = ì
í
î

0， 其他

w ( t )， i = 4
，

且

A=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú0 1 0 0
3εk ( )σ 2

x̂ + μ2
x + k

m
0 a ( t ) ν0

m
a ( t ) ν1

m
0 0 0 1
0 0 -λ0 -λ1

，

B =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú
0 0 ⋯ 0

- ca1

m
- ca2

m
⋯ - can

m
0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0 4 × n

，

C =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú0 y 2α - 1
1 0 0

0 y 2α - 1
2 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 y 2α - 1

n 0 0
n × 4

，

D=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú-y 2
1 0 ⋯ 0

0 -y 2
1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ -y 2

n
n × n

与式（44）对应的李雅普诺夫方程为：

V̇= H ( t )V T + VH ( t )T + P （45）
式中

P= [ pij ]， pij =ì
í
î

2πS0， i = j = 4
0， 其他

；

V 为 X 的 协 方 差 矩 阵 。 联 立 式（45）和 式（27）~
（29），并由数值算法（例如龙格⁃库塔法）求解可获得

未知量 μx，σx̂。

4　数值算例

不失一般性，确定性激励采用单谐波形式，即：

f ( t )= Fs sin ( ω 0 t ) （46）
式中  Fs 为确定性激励幅值，ω 0 为确定性激励频率。

随机激励为均匀调制白噪声或均匀调制色噪声。

4. 1　Qs( t )为白噪声

4. 1. 1　典型参数设置的情况

选取系统参数 m = 1， c = 0.4， k = 1，α = 0.5， 
ε = 0.1，确定性激励参数 Fs = 0.5，ω 0 = 1，随机激励

参 数 S0 = 0.4/π，A = 1， μ1 = 0.1， μ2 = 0.2。 其 中

m = 1，k = 1 和 S0 = 0.4/π 由归一化处理而来；Fs 选

为 0.5，以使确定性响应与随机响应在一个数量级；另

外，为使系统处于共振情况，将确定性激励频率 ω 0 选

为 1；拉盖尔节点数 n = 2，n = 4 和 n = 8。利用独立

高斯分布序列生成白噪声样本 10000条，并乘以调制

函数得到均匀调制白噪声。由所建议方法和蒙特卡

罗模拟（Monte Carlo Simulation， MCS）得到位移均

值与标准差，分别如图 1（a）和图 1（b）所示。

从图 1 （a）可以看出，即使当 n = 2 时，本文所建

议方法得到的响应均值与蒙特卡罗模拟所得结果吻
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合较好。由图 1（b）可知，建议方法所得的标准差精

度随着 n值的增加而提升；当 n = 8时，此方法所得到

的标准差与 MCS 结果完全吻合。此外，由图 1（b）可

见，所建议方法可以很好地捕捉由于突加激励、谐波

激励的耦合效应和调制函数引起的非平稳效应。

下面分析该方法在不同参数下的适用性。定义

确定性谐波分量模的时间平均为：

P = 1
T ∫

0

T

μ2( )t dt

式中  T 为响应持时。

定义随机响应分量标准差的时间平均为：

σ̄ = 1
T ∫

0

T

σ ( t ) dt

T 过大会导致随机分量标准差的时间平均过

小且随各参数变化不明显，因此需对 T 的取值加以

限制。选定标准差对时间积分占总积分面积 97%
左右的时间点为截止时间 T。本文中 50 s 时标准差

积 分 占 1000 s 时 的 97.34%，所 以 截 止 时 间 选 为

50 s。
4. 1. 2　非线性强度的影响

其他参数与 4.1.1 节选取相同，非线性强度系数

ε 取 0 ∼ 1。采用所建议方法与蒙特卡罗模拟计算得

到的确定性响应模的时间平均对比如图 2 所示；标

准差时间平均对比如图 3 所示。

从图 2， 3 可见，在其他参数不变的情况下，确定

性响应随非线性强度增加而降低；位移标准差随非

线性强度增加而略有降低。在所有非线性强度情况

下，所建议方法的精度随着 n 的增加而提高；n = 8
时，两种方法吻合较好。

4. 1. 3　激励幅值的影响

为研究确定性激励幅值对此方法适用性的影

响，保持其他参数不变，确定性激励幅值 Fs 取 0~2。
本文所建议方法与蒙特卡罗模拟计算得到的确定性

响应模的时间平均对比如图 4 所示；时变标准差的

时间平均对比如图 5 所示。

由图 4，5 可知，在其他参数不变的情况下，确定

性响应随谐波激励幅值增大而增大；位移标准差随

谐波激励幅值增大而减小。不同确定性激励幅值

下，拉盖尔节点数对随机响应的影响比对确定性响

应的影响更加明显。n = 8 时，所建议方法得到的结

果与蒙特卡罗模拟高度吻合，显示了该方法在不同

确定性响应幅值下的适用性。

图 1 分数阶 Duffing 振子在谐波与调制白噪声联合作用下

的位移

Fig. 1 Displacement of a Duffing oscillator subjected to 
combined harmonic and modulated white noise

图 2 非线性强度对分数阶 Duffing 振子确定性响应模的时

间平均的影响

Fig. 2 Influence of the degree-of-nonlinearity on the time-

averaged modulus of the deterministic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator

图 3 非线性强度对分数阶 Duffing 振子随机响应标准差时

间平均的影响

Fig. 3 Influence of the degree-of-nonlinearity on the time-

averaged standard deviation of the stochastic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator
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4. 1. 4　确定性谐波激励频率的影响

为研究确定性激励频率对此方法适用性的影

响 ，保 持 其 他 参 数 不 变 ，确 定 性 激 励 频 率 ω 0 取

0.1 ∼ 2。采用本文建议方法与蒙特卡罗模拟得到的

确定性响应分量的模的时间平均对比如图 6 所示；

随机响应非平稳标准差的时间平均如图 7 所示。

由图 6，7 可见，谐波激励频率对确定性响应和

随机响应均有较大影响，存在使他们达到极值的谐

波激励频率。其中，使确定性响应和随机响应达到

最大的谐波激励频率约为 1.2 rad/s。图 6 类似纯谐

波激励下非线性振子的“幅频响应曲线”，对于本文

考虑的硬化 Duffing 系统呈不对称峰值形态。拉盖

尔节点数的增加会明显提高所建议方法的精度；当

n = 8 时，在共振和非共振频率下本文建议方法与蒙

特卡罗模拟所得结果均吻合较好。

4. 1. 5　随机激励强度的影响

为研究随机激励强度对此方法适用性的影响，

保持其他参数不变，功率谱强度 S0 取 10-4 ∼ 102。采

用本文所建议方法与蒙特卡罗模拟得到的确定性响

应模的时间平均对比如图 8 所示；随机响应时变标

准差的时间平均对比如图 9 所示。

图 4 谐波激励幅值对分数阶 Duffing 系统确定性响应模的

时间平均的影响

Fig. 4 Influence of the harmonic excitation amplitude on the 
time-averaged modulus of the deterministic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator

图 6 谐波激励频率对分数阶 Duffing 系统确定性响应模的

时间平均的影响

Fig. 6 Influence of the harmonic excitation frequency on the 
time-averaged modulus of the deterministic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator

图 7 谐波激励频率对分数阶 Duffing 系统随机响应标准差

时间平均的影响

Fig. 7 Influence of the harmonic excitation frequency on the 
time-averaged standard deviation of the stochastic 
response component of the fractional-order Duffing 
oscillator

图 5 谐波激励幅值对分数阶 Duffing 系统随机响应标准差

时间平均的影响

Fig. 5 Influence of the harmonic excitation amplitude on the time-

averaged standard deviation of the stochastic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator

图 8 随机激励功率谱强度对分数阶 Duffing 系统确定性响

应模的时间平均的影响

Fig. 8 Influence of the stochastic excitation power spectral 
density on the time-averaged modulus of the determin⁃
istic response component of the fractional⁃order Duff⁃
ing oscillator
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由图 8， 9 可知，随机激励功率谱强度对确定

性响应和随机响应均有一定影响：随机激励谱强

度的增大会使确定性响应减小，并使随机响应增

大。拉盖尔节点数的增加会提高所建议方法的精

度；当 n = 8 时，所建议方法与蒙特卡罗模拟所得

结果吻合较好。结合 4.1.3 节中得到的结果可知，

确定性或随机激励幅值会分别正向影响确定性响

应或随机响应，而分别反向影响随机响应或确定

性响应。

综上，对于分数阶 Duffing 系统在确定性谐波与

调制白噪声联合作用下的响应，本文所建议的方法

在考察的不同参数设置情况下，均有良好的适用性。

4. 2　Qs( t )为色噪声

4. 2. 1　典型参数设置的情况

选取系统参数 m = 1，c = 0.4，k = 1，ε = 0.1， 
α = 0.5；确定性激励参数 Fs = 0.4，ω 0 = 1；随机激

励参数 A = 1， μ1 = 0.1，μ2 = 0.2，ζg = 0.5， ωg = 1， 
S0 = 0.1。利用谱表现方法生成色噪声样本 10000
条，乘以调制函数后得到均匀调制色噪声。建议方

法和蒙特卡罗模拟得到位移均值与标准差分别如图

10（a）图 10（b）所示。

从图 10（a），（b）可见，在考虑的参数设置情况

下，本文建议方法的精度随 n 值的增大而提高；当

n = 8 时，建议方法与蒙特卡罗模拟高度吻合。在随

机响应方面，所建议方法能很好地捕捉突加激励、确

定性激励分量和随机激励分量调制函数导致的非平

稳性。

下面分析其他参数对建议方法适用性的影响。

确定性响应模的时间平均和随机响应标准差时间平

均的定义同 4.1.1 节。

4. 2. 2　非线性强度的影响

保持其他参数不变，非线性强度系数 ε 取 0~1。
采用建议方法与蒙特卡罗模拟计算得到的确定性响

应模的时间平均对比如图 11 所示；标准差时间平均

对比如图 12 所示。

由图 11，12 可见，在其他参数不变的情况下，确

定性和随机响应均随非线性强度增加而降低。本文

建议方法的精度随 n 值的增大而提高；对于确定性

图 11 非线性强度对分数阶 Duffing 系统确定性响应模的时

间平均的影响

Fig. 11 Influence of the degree-of-nonlinearity on the 
time-averaged modulus of the deterministic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator

图 9 随机激励功率谱强度对分数阶 Duffing 系统随机响应

标准差时间平均的影响

Fig. 9 Influence of the stochastic excitation power spectral 
density on the time-averaged standard deviation of the 
stochastic response component of the fractional-order 
Duffing oscillator

图 10 分数阶 Duffing 系统在谐波与调制色噪声激励联合作

用下的位移

Fig. 10 Displacement of the fractional⁃order Duffing system 
subjected to combined harmonic and modulated 
colored noise
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响应，当 n = 8 时，所建议方法与 MCS 高度吻合；对

于随机响应，n = 8 时，所建议方法具有满意的精度。

以上结果表明了所建议方法在不同非线性强度下的

适用性。

4. 2. 3　激励幅值的影响

为研究确定性激励幅值对此方法适用性的影

响，保持其他参数不变，确定性激励幅值 Fs 取 0~2。
本文所建议方法与蒙特卡罗模拟计算得到的确定性

响应模的时间平均对比如图 13 所示；时变位移标准

差的时间平均值对比如图 14 所示。

由图 13，14 可见，在其他参数不变的情况下，确

定性响应随谐波激励幅值增大而增大，而位移标准

差随谐波激励幅值增大而减小。后者显示了确定性

分量与随机分量之间的耦合性：确定性激励大小会影

响随机响应量大小。此外，拉盖尔节点数 n的增加会

提升所建议方法的精度；当 n = 8时，建议方法与蒙特

卡罗模拟所得结果高度吻合。以上分析均反映了建

议方法在不同确定性激励幅值情况下的适用性。

4. 2. 4　确定性谐波激励频率的影响

为研究确定性激励频率对此方法适用性的影

响 ，保 持 其 他 参 数 不 变 ，确 定 性 激 励 频 率 ω 0 取

0.1~2。本文所建议方法与蒙特卡罗模拟得到的确

定性响应模的时间平均对比如图 15 所示；非平稳随

机响应标准差的时间平均如图 16 所示。

由图 15，16 可见，谐波激励频率对确定性和随

机响应有较大影响，存在使它们达到极值的谐波激

励频率。确定性响应与随机响应达到极值的频率约

为 1.2 rad/s。图 15 所示的曲线与非线性系统在谐

波激励下的“幅频响应曲线”类似，呈现“硬特性”系

统特有的峰值不对称特征。图 16 显示了随机响应

受到确定性激励频率的影响，表明了二者之间是耦

合的。拉盖尔节点数 n 的增加会提升所建议方法的

精度；当 n = 8 时，所建议方法与蒙特卡罗模拟所得

结果高度吻合。以上分析均表明了建议方法在不同

图 14 谐波激励幅值对分数阶 Duffing 系统随机响应标准差

时间平均的影响

Fig. 14 Influence of the harmonic excitation amplitude on the 
time-averaged standard deviation of the stochastic 
response component of the fractional-order Duffing 
oscillator

图 12 非线性强度对分数阶 Duffing 系统随机响应标准差时

间平均的影响

Fig. 12 Influence of the degree-of-nonlinearity on the time-

averaged standard deviation of the stochastic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator

图 15 谐波激励频率对分数阶 Duffing 系统确定性响应模的

时间平均的影响

Fig. 15 Influence of the harmonic excitation frequency on the 
time-averaged modulus of the deterministic 
response component of the fractional-order Duffing 
oscillator

图 13 谐波激励幅值对分数阶 Duffing 系统确定性响应模的

时间平均的影响

Fig. 13 Influence of the harmonic excitation amplitude on the 
time-averaged modulus of the deterministic response 
component of the fractional-order Duffing oscillator
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确定性激励频率下的适用性。

4. 2. 5　随机激励强度的影响

同样，为研究色噪声激励强度对此方法适用性

的 影 响 ，保 持 其 他 参 数 不 变 ，功 率 谱 强 度 S0 取

10-4 ∼ 102。采用本文所建议方法与蒙特卡罗模拟

得到的确定性响应模的时间平均对比如图 17 所示；

随 机 响 应 时 变 标 准 差 的 时 间 平 均 对 比 如 图 18
所示。

由图 17，18 可见，随机激励功率谱强度对确定

性和随机响应均有一定影响：随着随机激励功率谱

强度的增大，确定性响应逐渐减小，而随机响应逐渐

增大。结合 4.2.3 节中的结果可知，确定性或随机激

励幅值会分别正向影响确定性或随机响应幅值，反

向影响随机或确定性响应幅值；因此，确定性和随机

分量之间是相互耦合的。此外，建议方法的精度随

着 n 值的增大而提高；对于确定性响应而言，n = 8

时，建议方法与蒙特卡罗模拟所得结果高度吻合。

以上分析均反映了所建议方法在不同随机激励强度

下的适用性。

综上所述，对于分数阶 Duffing 系统在确定性谐

波与随机激励（白噪声或色噪声）联合作用下的响

应，本文所建议方法在不同参数设置的情况下，均有

良好的适用性。所建议方法的计算效率较蒙特卡罗

模拟有显著优势。以调制白噪声与确定性激励联合

作用下的响应计算为例，使用所建议方法计算拉盖

尔节点数 n = 8 时用时仅需 0.39 s，而 10000 个样本

的蒙特卡罗模拟需要 39.24 s。由此可见，所建议方

法在保证了较高精确性的前提下，计算效率上也显

著提高。

5　结论与展望

对单自由度分数阶 Duffing 振子在周期和非平

稳随机激励联合作用下的响应进行了研究，得到的

结论如下：

（1） 基于无记忆化方法提出了一种求解周期和

非平稳随机激励联合作用下单自由度分数阶 Duff⁃
ing 振子非平稳响应的统计线性化方法，并利用蒙特

卡罗法验证了该方法的适用性与精度；

（2） 算例表明，所提方法在考虑的参数设置范

围内具有较好的精度，同时其计算精度随拉盖尔节

点数的增加而增加；

（3） 在多数情况下，当拉盖尔节点数为 8 时，即

可获得较为理想的结果，甚至在共振频率下也具有

较为理想的精度；

（4） 所提方法在保证较高精度的前提下，计算

效率相较于蒙特卡罗法得到了显著的提升。

图 17 随机激励功率谱强度对分数阶 Duffing 系统确定性响

应模的时间平均的影响

Fig. 17 Influence of the stochastic excitation power spectral 
density on the time-averaged modulus of the 
deterministic response component of the fractional-
order Duffing oscillator

图 18 随机激励功率谱强度对分数阶 Duffing 系统随机响应

标准差时间平均的影响

Fig. 18 Influence of the stochastic excitation power spectral 
density on the time-averaged standard deviation of 
the stochastic response component of the fractional-
order Duffing oscillator

图 16 谐波激励频率对分数阶 Duffing 系统随机响应标准差

时间平均的影响

Fig. 16 Influence of the harmonic excitation frequency on the 
time-averaged standard deviation of the stochastic 
response component of the fractional-order Duffing 
oscillator
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A memory-free method for fractional-order Duffing systems subjected to 
combined periodic and colored excitation

LI Shu-jin1， ZHANG Zhi-cong1， KONG Fan2， HAN Ren-jie1

（1. School of Civil Engineering & Architecture， Wuhan University of Technology， Wuhan 430070， China； 
2. College of Civil Engineering， Hefei University of Technology， Hefei 230009， China）

Abstract: A statistical linearization-based memory-free method is proposed for determining the non-stationary  response of single-

degree-of-freedom Duffing systems endowed with fractional elements and subjected to  excitation combined with periodic and col⁃
ored noise. Specifically， by decomposing the system response as a combination of a periodic and of a zero-mean stochastic compo⁃
nent，  the original nonlinear motion equation can be equivalently transformed into two coupled fractional-order differential sub-equa⁃
tions， governing the deterministic and the stochastic component， respectively. Relying on a memory-free method， these fractional-
order stochastic/deterministic differential equations are transformed into a set of ordinary differential equations without fractional de⁃
rivatives. The Lyapunov differential equation governing the second moment of the stochastic response component is obtained by re⁃
sorting to the statistical linearization method for the derived stochastic ordinary differential equations. The Lyapunov differential 
equation and the deterministic ordinary differential equations are solved simultaneously using standard numerical algorithms. Perti⁃
nent Monte Carlo simulations demonstrate the applicability and accuracy of the proposed method.

Key words: non-stationary response；fraction-order systems；memory-free method；statistical linearization；combined excitation
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