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电机定子振动模态频率分裂特性分析
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摘要 : 有效抑制由电机径向电磁力激发的电机定子振动是实现电机减振降噪的一个重要途径，而对电机定子模态

频率及模态振型的准确分析是抑制电机定子径向振动的基础。采用圆环的弹性力学解析模型作为电机定子振动的

分析模型，对无约束状态下电机定子的模态进行分析，得到了电机定子径向振动模态频率和模态振型的解析解。以

齿槽和底脚为典型附加结构，采用摄动法对电机定子模态频率的分裂现象进行分析，总结了频率分裂与否以及分裂

阶次的判定准则。通过 ANSYS 有限元软件验证了理论方法和计算的有效性。结果表明，所建立的二维圆环模型

可以准确、高效地应用于电机定子模态特性的分析；附加结构的分布形式对定子频率分裂特性具有重要的影响。
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引　言

电机的振动和噪声是电机的一项重要技术指

标，同时也是制约电机向高性能方向发展的一个关

键因素。由电机气隙磁场产生的径向电磁力所激发

的电机定子的电磁振动是电机振动噪声的重要来

源，在电机减振降噪领域引起了广泛关注［1］。为了

减小电机的电磁振动，除了需要控制电磁力的幅值

外，还需要避免电机定子的模态频率及其模态阶次

与电磁力的频率及其阶次相等或者接近导致的定子

结构的共振［2］。因此，电机定子的模态特性分析对

电机的减振降噪具有重要意义，并且在电机的设计

阶段就需要进行校核和规划。

准确获得定子的模态频率和模态振型，一直是

电机定子模态特性分析的重要内容。国外的研究在

20 世纪 30 年代就已开始，国内学者对该问题的研究

开始于 20 世纪 80 年代［3］，目前还有学者在继续开展

相关的研究。电机定子的整体框架近似为圆柱壳体

结构［4‑6］，但作为三维连续结构，圆柱壳体的振动特

性分析相对复杂［5‑8］。为此，在以往的诸多研究中，

经常采用二维圆环模型作为电机定子振动的分析

模型。

邱家俊等［9］、于慎波等［10］分别通过解析计算和

有限元仿真说明了两端无约束状态下圆柱壳体与圆

环的径向模态频率十分接近，验证了采用圆环作为

电机定子分析模型的合理性。基于圆环模型的机电

类比法［4，11］具有公式简单、求解方便等优点，在电机

定子模态频率计算中得到了广泛应用。李晓华等［3］

考虑了绕组和浸漆结构对定子模态频率的影响，基

于圆环模型计算了含绕组定子铁心的模态频率。王

宏华等［12］考虑了定子凸极对磁轭质量和刚度的影

响，采用等效圆环模型计算了开关磁阻电机的定子

模态频率。邢泽智等［13］考虑了定子齿槽结构对定子

模态频率的影响，基于数据拟合法提出了一种定子

铁心等效圆环尺寸计算公式，有效提升了定子径向

模态频率的计算精度。然而以上研究主要围绕模态

频率的准确计算开展，对模态振型的理论研究较少。

并且机电类比法属于公式法，只能用于计算定子的

模态频率，不能揭示定子的模态振型特性，方法的局

限性较大。因此，为了深入分析定子的模态特性，需

要建立相应的理论模型。

在电机定子的模态试验中，文献［14‑16］均提到

了“双共振峰”的现象。Girgis 等［7］指出定子结构中

的不对称是导致这一现象产生的原因。陈永校等［14］

提出了“广义齿槽”的概念来描述定子在尺寸、材料、

约束等方面的不均匀性，从理论上对“双共振峰”现

象进行了解释。然而相关文献均没有给出“双共振

峰”出现与否的判断标准。实际上，“双共振峰”是定

子同一阶模态对应了两个接近但不相等的模态频率

的一种现象（又称为“频率分裂”现象）。理想的对称

结构往往具有重特征值（模态频率相等）的特性，此
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时的系统又称为退化系统。当退化系统发生小参数

变化后，原本的多重模态频率可能会分裂成多个数

值不等的模态频率［17］，即所谓的频率分裂现象。在

早期的研究中，胡海昌［17］和陈塑寰［18］分别采用变分

原理和摄动法实现了小参数变化下退化系统的模态

特性分析。实际上，结构参数或者约束条件的变化

均可能引起频率分裂现象。Wu 等［19］采用摄动法和

Galerkin 离散法对不同形式弹性支承下圆环的动力

学特性进行了研究，得到了附加刚度对圆环模态频

率分裂的影响规律。Bisegna 等［20］采用线性弹性理

论和摄动法分析了结构缺陷引起的圆环频率分裂现

象，得到了缺陷圆环模态频率和振型的闭环解，并通

过 Rayleigh‑Ritz 法 验 证 了 理 论 计 算 的 有 效 性 。

Wang 等［21］采用摄动法对含有附加质量和附加刚度

的圆环的模态特性进行了分析，推导了圆筒形超声

电机中模态频率分裂的一般规律；并研究了分组对

称形式的附加单元对旋转周期结构频率分裂特性的

影响规律［22］。以上文献在分析结构的频率分裂特性

时，广泛采用了摄动法的思想。

在以上文献的基础上，为了进一步完善电机定

子模态特性分析的理论，并探究电机定子振动中“双

共振峰”现象的发生规律，考虑到机电类比法的局限

性，本文首先采用圆环弹性力学解析模型对电机定

子的模态特性进行分析，得到了各阶模态频率和模

态振型的解析表达式。然后以齿槽和底脚为典型的

附加结构，基于圆环解析模型，采用摄动法分析了这

两类附加结构对定子模态频率的影响，总结了定子

频率分裂与否的规律，为“双共振峰”现象提供了理

论解释。最后，通过文献对比和有限元仿真对理论

结果进行了验证。

1　基于圆环解析模型的定子模态特性

分析

图 1 为电机定子的圆环模型。其中 o‑θz 为建立

在圆环中性线上的极坐标系，θ 和 z 分别为圆环的切

向坐标和径向坐标，r 为圆环中性线的半径，h 为圆

环的厚度，v 及 w 分别为圆环中性线上某点 P 在切

向及径向方向上的位移。

本文只考虑圆环的面内振动，圆环在面内的自

由振动方程为［23］：
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式中　 ρ 为圆环的密度，D = Eh3 12，K = Eh，E 为

圆环的等效弹性模量。

式（1）所示的圆环模型是关于时间和位置的偏

微分方程组，直接求其解析解往往是困难的，通常借

助变量分离法进行求解。

圆环的振动位移 v 及 w 既是时间 t的函数，又是

角度 θ 的函数，根据变量分离法可设：

ì
í
î

v ( )θ，t = V ( )θ ejωt

w ( )θ，t = W ( )θ ejωt
 （2）

式中　V (θ)及 W (θ)为圆环的振型函数，与时间无

关，表征了圆环不同角位置的相对振幅；ω 为圆环面

内振动的模态角频率。

根据圆环在圆周方向上的周期性特征，假设圆

环的各阶振型为如下两种三角函数形式：

径向为余弦振型： 
ì
í
îïï

V ( )θ = V n sin ( nθ )
W ( )θ = W n cos ( nθ )

（3）

径向为正弦振型： 
ì
í
î

ïï
ïï

V ( )θ =-V n cos ( nθ )
W ( )θ = --

W n sin ( nθ )
（4）

式中　V n 及
-
V n 分别为切向 n 阶正弦及余弦振型的

振幅；W n 及
--
W n 分别为径向 n 阶余弦及正弦振型的

振幅；n 为圆环模态振型的周向阶次，表征了振型沿

周向的波动特征。

将式（2）~（4）代入式（1），经过变量分离，将偏

微分方程组简化为齐次常微分方程组。消去齐次方

程组中相同的时间项和正余弦项，可以得到关于各

阶振型振幅的方程组为：

径向为余弦振型：é
ë
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径向为正弦振型：
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式中　P 11 = Q 11 = ρhω2 - ( Dn2 + Kr 2 n2 ) r 4，

P 12 = P 21 = -Q 12 = -Q 21 = -Dn3 r 4 - Kn r 2，

P 22 = Q 22 = ρhω2 - Dn4 r 4 - K r 2。

可以证明，式（5）与式（6）中系数矩阵的行列式

是相等的。为了使各阶振型振幅有非零解，式（5）和

（6）中系数矩阵的行列式必等于零，从而得到圆环振

图 1 电机定子的圆环模型示意图

Fig. 1 Schematic diagram of ring model of motor stator
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动的模态频率方程为：

ω4 - ξ1 ω2 + ξ2 = 0 （7）
式中　ξ1 = ( n2 + 1 )( Dn2 + Kr 2 ) ( ρhr 4 )，
ξ2 = [ n2 ( n2 - 1 )2 DK ] ( ρ2 h2 r 6 )。

由式（7）可知，标准圆环径向的 n 阶正弦、余弦

振型对应于相等的模态角频率。进一步求取式（7）
的解析解（记为 ωn），有：

ω 2
n =

ξ1 ± ξ1
2 - 4ξ2

2  （8）

根据式（8）可知，每个 n 值对应于两个大小不等

的模态频率，记其中较小者为 ωn，s，较大者为 ωn，b。

当 n=0 或 1 时，由于 ξ2 正比于 n2（n2-1）2，均有

ξ2 = 0，此时较小者 ω0，s=ω1，s=0，分别对应于圆环的

两个刚体模态；较大者 ω0，b=E/（ρr2）及 ω1，b≈2E/
（ρr2）均不为 0。实际上，ω0，b 对应于圆环的呼吸模

态，即周向波数为 0 的伸缩模态，此时圆环的振动形

式在任意位置 θ 都相同，因此又称为轴对称模态；而

ω1，b对应于圆环周向波数为 1 的伸缩模态［23］。

当 n ≥ 2 时 ，结 合 h2 ≪ r，对 式（8）进 行 化 简

可得：

ω 2
n，s ≈ n2 ( n2 - 1 )2

n2 + 1
Eh2

12ρr 4  （9）

ω 2
n，b ≈ ( n2 + 1 ) E

ρr 2  （10）

可以验证，ωn，s对应于圆环 2 阶及以上的弯曲模

态；ωn，b对应于圆环 2 阶及以上的伸缩模态［23］。进一

步地，根据式（9）和（10）可得：ωn，b/ωn，s>12r2/（nh）2，

由此可以判断，伸缩模态对应的频率通常要比弯曲

模态的频率高很多。

在求得定子的各阶模态频率之后，根据式（5）和

（6）可以确定各阶振型的相对振幅。由式（5）和（6）
的系数行列式为 0 可知，取其中任意一组方程均可

确定各阶振幅之间的相对大小，有：

V n

W n
= -

-
V n
--
W n

= - P 12

P 11
= Dn3 + Kr 2 n

ρhω 2
n r 4 - ( )D + Kr 2 n2

（11）
联立式（11）与式（3），（4），即可确定圆环的各阶

模态振型。根据式（11）可知，圆环同一阶次的正弦

振型与余弦振型对应的振幅也是相等的。但是根据

式（3）和（4）可知两种振型之间存在 π/（2n）的相位

差，并不完全重合。

2　电机定子模态的频率分裂现象

频率分裂现象指的是同一阶模态（相同波动特

征）对应于两个或两个以上不同频率的现象。以本

文圆环模型为例，由式（7）可知，标准圆环径向的 n
阶正弦、余弦模态对应的模态频率是相等的，此时两

种模态对应的频率是重合的。然而，当圆环上存在

附加结构时，由于圆环的对称性被改变，同一阶模态

对应的频率可能会出现不相等的分裂现象。本节将

在文献［21］的理论基础上，对电机定子模态频率的

分裂现象做进一步的理论分析。

2. 1　旋转对称结构引起的定子模态频率分裂现象

在电机定子中，存在周向均布的齿槽、散热筋等

旋转对称结构，这里以齿槽结构作为旋转对称结构

的典型代表，分析旋转对称结构引发模态频率分裂

现象的规律。图 2 为含齿槽结构的定子圆环模型。

基于式（1）所示的标准圆环面内振动方程，不考虑圆

环的伸缩模态，有 w = -∂v ∂θ，代入式（1）并进行无

量纲化处理，可以得到标准圆环面内振动的特征方

程为：

K ( )0 v̄ - λ( )0
n M ( )0 v̄ = 0 （12）

式 中　 M ( 0 ) 及 K ( 0 ) 为 微 分 算 子 ，且 有 K ( )0 =
-( ∂6 ∂θ 6 + 2∂4 ∂θ 4 + ∂2 ∂θ 2 )，M ( )0 = 1 - ∂2 ∂θ 2；λ( )0

n =
ω 2

n，ωn 为标准圆环模态角频率；v̄ 为无量纲化后的位

移，无量纲化方法见文献［21］。

在式（12）的基础上，考虑引入齿槽结构带来的

影响，根据摄动法可设微分算子的变化为：

ì
í
î

ïï
ïï

M ( )0 → M ( )0 + εM ( )1 + ο ( )ε2

K ( )0 → K ( )0 + εK ( )1 + ο ( )ε2
（13）

根据摄动理论，对应的特征值和特征向量的变

化为：

ì
í
î

ïï
ïï

λ( )0
n → λ( )0

n + ελ( )1
n + ο ( )ε2

v̄( )0
n → v̄( )0

n + εv̄( )1
n + ο ( )ε2

（14）

式中　 ε 为小参数，ε = 0 对应于无齿槽结构的标准

圆环模型；v̄ ( 0 )
n 为标准圆环在切向的 n 阶振型函数，

参见式（3）和（4）。

根据齿槽结构沿圆周的分布特征，定义以下微

分算子的摄动量进行表征：

图 2 含齿槽结构的定子圆环模型示意图

Fig. 2 Schematic diagram of ring model of motor stator with 
cogging structure
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M ( )1 = ± m̄ t/s∑
i = 1

N

δ ( )θ - ϕi

K ( )1 = ± k̄ t/s∑
i = 1

N

δ ( )θ - ϕi

（15）

式中　 m̄ t/s 和 k̄ t/s 为无量纲化的齿质量；δ 为 Dirac 函

数；ϕi 为第 i 个齿或槽的方位角，ϕi = 2π ( )i - 1 N，

N 为总齿数或槽数；齿槽结构可以看作是标准圆环

加齿（符号取+）或开槽（符号取-）形成的。

将式（13）~（15）代入式（12）中，忽略二阶及以

上小量，比较 ε的同次幂系数，可得：

ε0：     K ( )0 v̄( )0
n = λ( )0

n M ( )0 v̄( )0
n  （16）

ε1：   K ( )0 v̄( )1
n + K ( )1 v̄( )0

n = λ( )0
n M ( )0 v̄( )1

n +
         λ( )0

n M ( )1 v̄( )0
n + λ( )1

n M ( )0 v̄( )0
n （17）

将式（17）两边与 v̄( )0
n 进行内积运算（ x，y =

∫
0

2π

xy͂ dθ），根据 Dirac函数的积分性质可得：

| λ( )1
n |=

|

|

|
||
|
|
| k̄ t/s - λ( )0

n m̄ t/s

2 ( )n2 + 1 π

|

|

|
||
|
|
| é

ë

ê
êê
ê
ê
êN ± cos ( )4nπ ( )i- 1

N
ù

û

ú
úú
ú

（18）

从式（18）中可以看出，引入齿槽结构后，圆环模

态频率的摄动量可能存在两个值，从而可能导致模

态频率分裂现象。记此时模态频率分裂的判别

式为：

Δ = ∑
i = 1

N

cos é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

4nπ ( )i - 1
N

（19）

当且仅当 Δ = 0 时，齿槽引起的模态频率摄动

量为单值，否则摄动后模态频率存在两个值，发生频

率分裂现象。根据三角级数的性质可知：

Δ ≠ 0 ⇔ 频率分裂 ⇔ 2n N 为整数  （20）
因此，当且仅当阶次 n 与总齿槽数 N 满足 2n/N

为整数时，含齿槽的圆环发生频率分裂。

对于任意一个参数既定的电机而言，总齿槽数

N 是一个常数，因此总会存在 n 使得 2n/N 为整数

（如 n=N），所以齿槽结构必然引起电机定子的模态

频率分裂，只不过不同齿槽数下电机定子发生模态

分裂的频率阶次有所不同。根据式（20）可知，电机

定子的齿槽数目越多，发生模态分裂的频率阶次 n

将越大；而对于齿槽数目较少的电机定子而言，发生

模态分裂的频率阶次 n 较低，频率分裂对定子振动

特性的影响相对较大。

2. 2　轴对称结构引起的定子模态频率分裂现象

在电机定子结构上，不仅有类似齿槽的旋转对

称结构，还存在诸如底脚、加强肋和拉环等的轴对称

结构。如图 3 所示，以对称分布的底脚为例，在 2.1

节的理论基础上，研究附加的轴对称结构对电机定

子模态频率分裂的影响规律。

底脚沿周向的分布方式与齿槽有所不同。设两

个底脚与对称轴之间的夹角为 φ（φ ∈ ( 0，π )），引入

Dirac 函数，可以将底脚引起的摄动量 M ( 1 ) 及 K ( 1 ) 表

示为：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

M ( )1 = ± m̄ t/s[ ]δ ( )θ - φ + δ ( )θ + φ

K ( )1 = ± k̄ t/s[ ]δ ( )θ - φ + δ ( )θ + φ
（21）

不失一般性，式中采用±表示摄动量。

类似地，结合式（21），将式（17）两边与 v̄( )0
n 进行

内积运算，根据 Dirac函数的积分性质，得到：

| λ( )1
n |= C sin2 ( nφ )或C cos2 ( nφ ) （22）

式中　C =
|

|

|
|
||
|
||

|

|
|
||
|
| 2 ( )k̄ t/s - λ( )0

n m̄ t/s

( )n2 + 1 π
。

从式（22）中可以看出，底脚结构也可能引起定

子的频率分裂现象。记此时频率分裂的判别式为：

∇= cos2 ( nφ )- sin2 ( nφ )= cos (2nφ) （23）
则不发生模态频率分裂的条件为∇= 0，进一

步有：

∇= 0 ⇔ 频率不分裂 ⇔ φ = ( )2l + 1 π ( 4n ) （24）

式中　l为自然数。

根据式（24）可知，底脚结构引起的模态频率分

裂主要与底脚的位置角 φ 相关。对于任意一个既定

的 φ，仅当阶次 n = ( 2l + 1 ) π ( 4φ ) 时，模态频率才

不发生分裂。与含齿槽定子结构的模态分裂条件相

比，底脚更容易引起定子结构的模态频率分裂。此

外，当 φ = π 2 时，可以发现对于任意 n 阶模态频率，

均有∇≠ 0，所以此时定子模态频率一定会发生分

裂，而此时相当于旋转对称结构中 N=2 的情况，对

应的 2n/N=n 恒为整数，从而根据式（20）也可知此

时定子各阶模态频率均发生分裂，两种理论分析的

结论是一致的。

图 3 含底脚结构的定子圆环模型示意图

Fig. 3 Schematic diagram of ring model of motor stator with 
foot structure
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3　理论模型与分析方法的验证

针对本文提出的分析模型及分析方法，本节将

通过对比文献和有限元仿真的方式验证其有效性和

适用范围。

3. 1　基于圆环模型的定子模态频率对比

圆环模型因其简便、高效的优点在求解定子径

向模态频率时得到了广泛应用。文献［13］采用数据

拟合的方法确定了含齿槽定子铁心的等效圆环内外

径，采用机电类比法计算了圆环模型的模态频率，并

通过有限元法和模态试验法验证了等效模型的有效

性。其所得等效圆环的内直径为 227.5 mm，外直径

为 260 mm，密 度 为 7600 kg/m3，弹 性 模 量 为 195 
GPa。将以上参数代入本文所建模型中进行计算，

并与文献［13］中的结果进行对比，如表 1 和图 4 所

示。表 1 中的误差是以模态试验结果为基准计算得

到的，图 4 中的误差归一化处理是以表 1 中最大误差

（18.03%）为基准进行的。

表 1 和图 4 中等效前后分别表示不考虑齿槽和

考虑齿槽时的情况，可以看到齿槽等效前的计算误

差可达 18.03%，而齿槽等效后的计算误差都在 5%
以内，因此齿槽结构对定子模态频率的影响不可忽

略。根据等效后的圆环参数，本文圆环模型的计算

结果在 2 阶频率处取得了极小的误差，在 3 阶和 4 阶

时误差也均不超过 7.1%。

进一步分析本文计算误差的形成原因可以发

现，本文圆环模型是基于小厚径比的假设建立的，而

根据文献［11］可知，机电类比法的计算公式中引入

了一个影响系数来表征定子轭厚对定子模态频率的

影响。该影响系数的取值通常小于 1，且厚径比越

小，该影响系数越接近于 1。而当该影响系数取 1
时，可以验证机电类比法所得结果与本文模型结果

基本一致，这一方面验证了本文模型的有效性，另一

方面也证明了厚度对定子或圆环的模态频率有重要

影响。当定子及其等效圆环的厚度相对较大时，本

文模型的计算误差也会有所增大。

为了验证以上分析，采用有限元法、机电类比法

（不含影响系数或影响系数取 1）以及本文模型方法

对厚径比在 0.05~0.3 范围内的圆环进行模态分析

（各圆环中性线的直径均取 260 mm，其他参数与

表 1 所用参数一致），得到了如图 5 所示的圆环低阶

径向模态频率与厚径比的关系曲线。

在图 5 中，红色点划线代表了有限元法的计算

结果，亮蓝色实线代表了不含影响系数的机电类比

法的计算结果，其余曲线代表了基于本文模型所得

表 1 不同方法得到的定子模态频率对比

Tab. 1 Comparison of stator modal frequencies obtained by different methods

方法

模态试验 [13]

有限元法 [13]

等效前机电类比法 [13]

等效后机电类比法 [13]

等效后本文方法

n=2
频率/Hz
690.20
689.60
652.46
705.25
681.88

误差/%
-

-0.09
-5.46

2.18
-1.12

n=3
频率/Hz
1799.91
1810.10
1556.80
1887.20
1927.64

误差/%
-

0.57
-13.51

4.85
7.10

n=4
频率/Hz
3452.53
3409.40
2829.99
3617.20
3695.16

误差/%
-

-1.25
-18.03

4.77
7.03

图 4 不同方法得到的定子模态频率对比图

Fig. 4 Comparison diagram of stator modal frequencies 
obtained by different methods

图 5 基于圆环模型的模态频率与厚径比的关系

Fig. 5 Relationship between modal frequency and thickness-

to-radius ratio based on ring model
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的结果。结果表明，不含影响系数的机电类比法和

本文模型所得的结果基本上是重合的，验证了本文

模型方法和机电类比法在数学上基本上是等价的。

然而有限元法的结果仅在低厚径比或低阶次时与两

种解析方法接近，其余情况下两种解析方法的计算

结果均大于有限元法的结果，并且越靠近坐标系的

右上方，解析结果与有限元结果之间的差距越大。

以上结果表明：在低厚径比和低阶模态频率的

情况下，本文模型方法和机电类比法（不含影响系

数）的计算结果与有限元法的计算结果基本一致；但

随着厚径比的增大以及阶次的升高，两种解析方法

的结果逐渐高于有限元法的计算结果，即相比于有

限元法的计算误差越来越大。此时为了保持解析方

法的有效性，需要引入小于 1 的影响系数，且厚径比

越大，该影响系数越小。

3. 2　基于圆环模型的定子模态振型分析

在诸多的定子振动特性分析研究中，以模态频

率的准确计算为主要内容，然而模态振型的确定对

于频率阶次的判定，以及相关振动试验中测试点的

布置均具有重要意义。本节将基于圆环解析模型和

不同长度的圆柱壳体模型（有限元仿真）对定子的模

态振型进行研究。

本节有限元仿真中涉及的圆柱壳体与圆环解

析 模 型 具 有 相 同 的 周 向 参 数 ，具 体 为 ：内 直 径

227.5 mm，外直径 260 mm，密度 7600 kg/m3，弹性

模量 195 GPa；轴向长度 l 分别为 20，100，200，300，
400 mm。不同模型计算得到的定子模态频率值如

表 2 所示，对应的各阶模态振型如图 6~8 所示（有

限元结果以 l=20 mm 和 l=100 mm 时的仿真为

代表）。

从表 2 中可以看出：基于圆环解析模型计算得

到的各阶模态频率与有限元法的计算结果都是比较

接近的，包括呼吸模态（n=0）和伸缩模态（n=1）等

非弯曲模态；且 n=0 和 n=1 阶模态对应的模态频率

是显著高于低阶弯曲模态（n=2，3，4，…）的。当轴

向长度逐渐增大时，n=2，3，4，…阶模态频率基本保

持不变，但 n=0 阶模态频率出现了明显的减小。通

过对比振型特征可以发现，当轴向长度较大时，圆柱

壳体的呼吸模态振型沿轴向出现了波动，此时采用

圆环模型不能完全表征圆柱壳体的呼吸模态（n=
0）。因而采用圆环模型得到的呼吸模态频率与圆柱

壳体的呼吸模态频率之间出现了较大差别。此时如

果要求解圆柱壳体的呼吸模态频率，需要采用三维

圆柱壳体模型。此外，当 l ≥ 200 mm 时，圆柱壳体

模型中出现了大量轴向模态与周向模态耦合的情

况，对应的频率分布非常密集，导致 n=0 或 n=1 阶

模态的求解难度加大，因此表 2 中没有给出有关

频率。

从图 6~8 中可以看出，基于圆环解析模型与基

于圆柱壳体有限元计算得到的定子各阶周向振型也

是基本一致的。其中各振型中蓝色区域对应于振幅

较小的位置（节点或节线），红色或黄色区域对应于

振幅较大的位置（反节点或反节线）。周向模态的阶

次等于（反）节点（线）数的一半。由于节点（线）附近

振动较小，所以在模态试验中，应避免激振点和传感

器位置布置在各节点（线）附近。

需要指出的是，有限元计算结果表明，圆柱壳体

表 2 基于圆环解析模型和圆柱壳体有限元仿真所得的模态频率对比

Tab. 2 Comparison of modal frequencies obtained by analytical model of circular ring and finite element simulation of 
cylindrical shell

模型

解析模型

l=20 mm
l=100 mm
l=200 mm
l=300 mm
l=400 mm

2 阶频率/Hz
681.9
677.8
685.9
694.7
697.6
699.0

3 阶频率/Hz
1927.6
1891.3
1918.1
1938.6
1945.5
1949.1

4 阶频率/Hz
3695.2
3560.3
3617.0
3649.7
3661.3
3667.4

5 阶频率/Hz
5974.9
5629.6
5726.3
5771.4
5787.7
5796.1

0 阶频率/Hz
6614.8
6624.4
6610.3
6548.0
6334.4

-

1 阶频率/Hz
9361.7
9328.5
9286.3

-

-

-

图 6 基于圆环解析模型得到的模态频率与振型

Fig. 6 Modal frequencies and modal shapes based on 
analytical model of ring
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模型的低阶模态中不仅存在如图 8 所示的纯周向振

型，也存在如图 9 所示的轴向振型与周向振型耦合

的振型。图 9 为 1 阶轴向振型与 2~4 阶周向振型耦

合时的振型（图中展示的是 l=200 mm 的圆柱壳体

有限元仿真结果，n=2，3，4）。

图 9 中从左往右各模态对应的模态频率依次为

995.9，2440.4 和 4229.7 Hz，由于（1， n）阶模态对应

的模态频率相对较低，且交错在低阶周向模态频率

中间，引起了一些学者的关注［3，8］，但有关研究均没

有交代（1， n）阶模态与低阶周向模态在响应方面的

区别。

基于此，本文以表 2 中轴向长度 200 mm 的圆柱

壳体为例，用有限元法对不同方向激振下壳体的谐

响应进行了分析，结果如图 10 所示。

结果表明，当激振力的方向为径向时，频率响应

谱图中激起的频率以（0， n）阶纯周向模态为主；当

激振力的方向为轴向时，轴向阶次为 1 的耦合模态

被激起。而电机中的激振力以径向为主，因此在电

机的电磁振动中主要关注轴向阶次为 0 的纯周向模

态即可，这与文献［11］中提及的观点是一致的，这也

是圆环模型可以作为定子振动分析模型的重要原因

之一。

3. 3　电机定子模态频率分裂现象及其规律验证

3. 3. 1　旋 转 对 称 附 加 结 构 引 起 的 定 子 模 态 频 率

分裂规律验证

以齿槽作为旋转对称结构的代表，用有限元法

对含齿槽圆环模型与标准圆环模型进行对比分析。

有限元仿真模型的材料参数与前文一致，结构参数

为：内直径 227.5 mm，外直径 260 mm；含齿模型中

沿圆环内圆正交均布了 4 个齿结构（用长方体模

拟），齿高 33.75 mm，齿宽 30 mm。通过有限元法对

模型进行模态分析和谐响应分析，结果分别如表 3
和图 11 所示。

从表 3 中可以看出，标准圆环的各阶模态频率

都只对应了一个值；而含齿圆环的一部分模态频率

对应了一个值，另一部分模态频率则对应了两个值。

根据式（20）可知，对于齿数为 4 的含齿圆环，有 N =
4，当 n =2，4 时，2n/N 均为整数，对应的频率发生分

裂；而当 n =3，5 时，2n/N 不为整数，对应的频率重

合，不发生分裂。理论预测的频率分裂规律与有限

图 7 基于有限元法得到的模态频率与振型（l =20 mm）

Fig. 7 Modal frequencies and modal shapes based on finite 
element method （l =20 mm）

图 8 基于有限元法得到的模态频率与振型（l =100 mm）

Fig. 8 Modal frequencies and modal shapes based on finite 
element method （l =100 mm）

图 9 无约束状态下圆柱壳体的（1，n）阶振型（l =200 mm）

Fig. 9 The （1， n） order modal shapes of cylindrical shell 
under unconstrained state （l =200 mm）

图 10　不同方向激振力下圆柱壳体谐响应分析

Fig. 10 Harmonic response analysis of cylindrical shell 
under different directional excitation forces
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元仿真结果是一致的。

图 11为标准圆环和含齿圆环的谐响应分析结果。

从图 11中可以看到，对于含齿圆环而言，第 2阶和第 4
阶模态频率处形成了“双共振峰”，这正是由频率分裂

现象导致的；而第 3 阶和第 5 阶模态频率处均只有单

个共振峰，与理论分析一致。此外，标准圆环的模态

频率成分简单、相对分散，而含齿圆环的模态频率成

分复杂、分布密集，出现共振的可能性显著增加。

本文的理论分析和仿真结果为文献［11］中发现

的 4 磁极定子结构的第 3 阶“齿”对称模态与“齿”反

对称模态相同、频率重合的现象提供了理论支撑。

3. 3. 2　轴对称附加结构引起的定子模态频率分裂

规律验证

以底脚作为轴对称结构的代表，用有限元仿真

对含底脚圆环模型与标准圆环模型进行对比分析。

圆环的结构参数和材料参数均同前，以长方体作为

底脚模型，两个底脚沿圆环外圆轴对称分布，各底脚

与对称轴之间的夹角为 π/4，底脚高 16 mm，宽 10 
mm。基于有限元的模态分析和谐响应分析结果分

别如表 4 和图 12 所示。

从表 4 中可以看出，含底脚圆环也出现了模态

频率分裂现象，第 2 阶和第 4 阶模态频率出现分裂，

第 3 阶和第 5 阶模态频率没出现分裂。根据本文 2.2
节的式（24）可知，当 n = ( )2l + 1 π ( 4φ ) 时（其中 l

为自然数），对应的模态频率不发生分裂，其余情况

下均发生分裂；表 4 模型中，φ = π 4，因此当 n =
2l + 1（即奇数）时，模态频率重合不分裂，反之当 n

为偶数时，模态频率发生分裂；对比表 4 中的数据可

知，理论预测的模态频率分裂规律与有限元计算结

果十分吻合。

从图 12 中可以看到，对于含底脚圆环而言，第 2
阶和第 4 阶模态频率处形成了“双共振峰”，第 3 阶和

第 5 阶模态频率处均只有单个共振峰，仿真结果与

理论分析是一致的。此外，还可以看出，相比于含齿

圆环，底脚的引入主要引起了频率分裂现象和频率

大小的变化，并没有导致频率成分发生明显变化，但

频率分裂现象导致的“双共振峰”仍然增加了共振频

率范围。需要指出的是，在实际的电机中，定子的底

脚通常尺寸较大、形状复杂，并且受到基座的约束，

因而会对定子的模态产生更复杂的影响，有待进一

步研究。

4　结　论

本文采用圆环解析模型作为电机定子振动特性

的分析模型，分析了电机定子径向振动的模态频率

和振型。然后，以齿槽和底脚作为定子中典型的附

加结构，采用摄动法对定子振动中的模态频率分裂

现象进行了理论分析和规律总结。最后，通过有限

元仿真验证了理论计算结果的有效性。得到的主要

表 3 含齿圆环与标准圆环的模态频率对比

Tab. 3 Comparison of modal frequencies between rings 
with and without cogging structure

模型

标准圆环

含齿圆环

2 阶频率/
Hz

667.7
584.2
608.6

3 阶频率/
Hz

1891.3

1612.3

4 阶频率/
Hz

3560.3
2795.3
3108.2

5 阶频率/
Hz

5629.6

4622.8

图 11 含齿圆环与标准圆环的谐响应分析结果对比

Fig. 11 Comparison of harmonic response analysis results 
between rings with and without cogging structure

表 4 含底脚圆环与标准圆环的模态频率对比

Tab. 4 Comparison of modal frequencies between rings 
with and without foot structure

模型

标准圆环

含底脚圆环

2 阶频率/
Hz

667.7
638.76
648.65

3 阶频率/
Hz

1891.3

1798.1

4 阶频率/
Hz

3560.3
3355.7
3416.8

5 阶频率/
Hz

5629.6

5352.7

图 12 含底脚圆环与标准圆环的谐响应分析结果对比

Fig. 12 Comparison of harmonic response analysis results 
between rings with and without foot structure
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结论如下：

（1）考虑定子的无约束状态，用二维圆环模型代

替三维圆柱壳体模型，可以准确、高效地计算出电机

定子的低阶径向模态频率（n=0，1，2，3，4）。此外，

圆环模型的求解精度与定子等效圆环的厚径比密切

相关，当等效圆环的厚径比大于 0.2 时，求解高阶径

向模态频率（n ≥ 5）时需要引入与厚径比相关的影

响系数。

（2）考虑定子的无约束状态，电机定子的模态振

型主要表现为纯周向振型，对应的轴向振型阶次为

0，周向振型阶次等于定子周向振型中节点数的一

半。此时，虽然也存在轴向阶次不为 0 的振型，但是

仅当激振力方向为轴向时这些模态才被激起，因此

在电机的电磁振动分析中，可以不予关注。

（3）附加结构的存在可能会引起电机定子的模

态频率分裂，导致“双共振峰”的现象；附加结构的分

布形式对定子频率分裂特性具有重要影响。对于旋

转对称结构（如齿槽），定子模态频率分裂的阶次与

结构的数量相关（如齿槽数 N，当阶次 n 满足 2n/N

为整数时频率分裂）；对于轴对称结构（如底脚），定

子模态频率分裂的阶次与结构的位置角相关（如底

脚间夹角 2φ，仅当阶次 n = ( 2l + 1 ) π ( 4φ ) 时频率

才不发生分裂）。
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Analysis of modal frequency splitting characteristics of 
motor stator vibration

XU Gang-hui， ZHU Chang-sheng
（College of Electrical Engineering，Zhejiang University，Hangzhou 310027，China）

Abstract: A key way to reduce vibration and noise of motor is to effectively suppress the vibration of the motor stator excited by 
the radial electromagnetic force in the motor， whereas the accurate calculation of modal frequencies and modal shapes is the basis 
for suppressing the radial vibration of the motor stator. The elasticity analytical model of the circular ring is used as the vibration 
analysis model of the motor stator， based on which the modal analysis of the motor stator under the unconstrained state is carried 
out， and the analytical solutions of the modal frequencies and modal shapes of the stator’s radial vibration are obtained. Taking cog‑
ging and footing as typical additional structures， the perturbation method is introduced to analyze the frequency splitting phenome‑
non in the motor stator， and the criteria for determining whether the frequency is split or not and the order of the splitting are sum ‑
marized. The validity of the theoretical methods and calculations in this paper is verified by finite element software ANSYS. The re‑
sults show that the established two-dimensional ring model can be accurately and efficiently applied to the analysis of the modal 
characteristics of the motor stator， and the distribution form of the additional structure has an important influence on the frequency 
splitting characteristics of the stator.

Key words:  motor stator； modal frequencies； modal shapes； ring model； frequency splitting
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