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求解动态子结构的大质量界面虚拟激励法
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摘要: 为提高大型结构随机激励的计算效率，解决不同类型组合结构的动力求解问题，提出一种动态子结构求解方

法。在各子结构界面的质量矩阵上分别附加大质量单元，并直接在大质量单元上施加两次不同幅值的虚拟激励荷

载，确保相邻子结构界面上的加速度响应协调；根据不同子结构界面上的内力平衡条件和线性关系建立界面力平衡

方程组，求解出能够保证各子结构之间加速度响应和内力同时协调平衡的虚拟激励荷载幅值；通过求出的虚拟激励

荷载分别计算各子结构的真实响应。该方法与传统的模态综合法相比，避免了模态坐标和物理坐标的反复转换，并

能直接考虑子结构的高频特性；与机械导纳法相比，减小了综合方程规模，求解更为简便，并适用于外荷载激励和地

震下基础加速度激励同时输入的情况。最后通过不同类型的仿真算例验证了该方法的正确性。
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引  言

随机振动中的虚拟激励法是一种既能保证计算

精度，又能提高计算效率的分析方法［1］。该方法得

到了国内外学者的广泛应用［2］，其中，李永华等［3］提

出了利用大质量来直接求解绝对位移的虚拟激励

法；Zhao 等［4］从多点输入的动力学方程入手提出了

一种直接求解的多点虚拟激励法；Jia 等［5］通过在多

维质量矩阵上“置大数”的方法，从理论上将一维多

点激励拓展到多维多点激励。上述研究克服了传统

虚拟激励法在有限元软件中求解困难的缺点，解决

了传统虚拟激励法需要将绝对位移进行分解后再求

解的弊端，在多点随机振动中已经有了广泛的应用。

在实际工程中，很多大型复杂结构或者不同类

型的组合结构的动力计算有时会采用动态子结构方

法。目前动态子结构的计算方法主要有模态综合类

和机械导纳类［6］。其中，模态综合类可分为自由界

面模态综合法、固定界面模态综合法和混合界面模

态综合法三类［7］。上述几种模态综合方法都是建立

在先分解后复原的思想上，对子结构进行高阶模态

的省略，再合并建立整体模态方程求解。另外，以模

态综合法为基础衍生出的新型动态子结构方法在不

同的领域也有较好的应用，例如，基于波分析的动态

子结构方法［8］和重复超单元法［9］等。这类方法都需

要对模态坐标和物理坐标进行相互转化，较为繁琐。

而机械导纳类是通过建立以子结构间的节点位移和

节点力为未知数的综合方程进行联立求解。但当界

面的节点数较多时，该方法的未知数较多，方程规模

较大，求解困难。此外，当同时考虑结构外荷载激励

和地震下基础加速度激励时，机械导纳法的理论推

导和求解也比较繁琐。

为进一步提高动态子结构方法的求解效率和便

捷性，本文在绝对位移直接求解的虚拟激励法［3，5］的

启发下，提出一种求解动态子结构的大质量界面虚

拟激励法。通过对各个子结构界面上添加大质量

点，并在大质量点上施加虚拟激励荷载，在满足子结

构间加速度相等和内力平衡的条件下建立界面平衡

方程组，求解能够保持所有子结构界面协调平衡的

虚拟激振力幅值，并最终求解出各个子结构的响应。

该方法与传统的模态综合法相比，避免了模态坐标

和物理坐标的反复转换，并能直接考虑子结构的高

频特性；与机械导纳法相比，综合方程里减少了系统

响应的未知数，从而减小了求解方程的规模，使求解

更为简便。

1　绝对位移直接求解的虚拟激励法

对于一个有 N 个支座和 n 个自由度的离散结

构，其多点地震激励运动方程可写成如下的分块矩
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阵形式［1］：
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式中  m 维列向量 X b，Ẋ b 和 Ẍ b 分别代表 N 个支座的

地面强迫位移、速度和加速度；n 维列向量 X s，Ẋ s 和

ẌS 分别代表结构系统所有非支座节点位移、速度和

加速度；m 维列向量 P b 代表地面作用于 N 个支座的

力；M，C和 K分别为结构的质量、阻尼和刚度矩阵；

下标“s”和“b”分别对应结构的非支座自由度和支座

自由度。

将上式按第二项展开有：

M bs ∙Ẍ s +M b ∙Ẍ b + C bs ∙Ẋ s + C b ∙Ẋ b +
K bs ∙X s + K b ∙X b = P b （2）

因连接地面处的支座地震力 P b 等于支座质量

M b 与 地 面 加 速 度 Ü b 的 乘 积 ，即 P b =M b ∙Ü b，此

时有：

M bs ∙Ẍ s +M b ∙Ẍ b + C bs ∙Ẋ s + C b ∙Ẋ b +
K bs ∙X s + K b ∙X b =M b ∙Ü b （3）

在式（3）左右两边同乘M b
-1 可得：

M b
-1 ( M bs ∙Ẍ s +M b ∙Ẍ b + C bs ∙Ẋ s + C b ∙Ẋ b +
K bs ∙X s + K b ∙X b )=M b

-1 ∙M b ∙Ü b （4）
当M b

-1 → 0时，M b
-1 ( M bs ∙Ẍ s +C bs ∙Ẋ s +C b ∙Ẋ b +

K bs ∙X s +K b ∙X b )也为 0，则可以得到：

Ẍ b = Ü b （5）
由此可得，只要支撑处的质量矩阵足够大，即在

结构总体质量矩阵中支撑质量矩阵处置入一个足够

大的数，就能保证支撑处的地面加速度与支撑地震

响应加速度相等［10］，从而使得式（1）的求解容易

很多。

将式（5）代入式（1）第一项后展开可得：

M s ∙Ẍ s +M sb ∙Ü b + C s ∙Ẋ s + C sb ∙Ẋ b +
K s ∙X s + K sb ∙X b = 0 （6）

式（6）中未知量 Ü b，Ẋ b 和 X b 可以由下式求得［1］：

S ( iω )= P* P T （7）
P= e-iωtSXQ （8）

Ü b = Peiωt （9）
Ẋ b = Ü b / ( ωi ) （10）
X b = -Ü b /ω2 （11）

式中  S ( iω )为加速度功率谱密度；ω 为角频率；上

标“T”和“*”分别为矩阵的转置和伴随；e 为自然对

数的底数；i 为虚数单位；SX 为忽略局部场地效应下

的地面节点位移；t为加速度功率谱分解后得到的时

间分量；P为 n×r（r≤ n）实阵；Q为与行波效应相关

的 n×r实阵。

式（6）整理后可得：

M s ∙Ẍ s + C s ∙Ẋ s + K s ∙X s = -( M sb ∙Ü b +
C sb ∙Ẋ b + K sb ∙X b ) （12）

将式（9）~（11）代入式（12）整理可得：

M s ∙Ẍ s + C s ∙Ẋ s + K s ∙X s = -( M sb +
C sb / ( ωi )- K sb /ω2 ) ∙Peiωt （13）

根据虚拟激励法理论［1］假定阻尼力不是与绝对

速度而是与相对速度成正比，即将公式（12）中的 Ẋ s

表示为动态相对速度，并用 0矩阵代替 U̇ b。此时相

当于将公式（13）中等效荷载项中的阻尼项忽略，因

此可以得到虚拟激励动力方程：

M s ∙Ẍ s + C s ∙Ẋ s + K s ∙X s = -( M sb - K sb /ω2 ) ∙Peiωt

（14）
式（14）可以看作在每一个频率点 ω 处的简谐运

动方程。

由此可得，在结构边界处添加大质量M后，对

边界施加M ∙Peiωt 的加速度激励，即可得到边界处加

速度为 Peiωt 的结构内部动力方程。

2　大质量界面虚拟激励法的提出

以最简单的两个子结构为例进行该方法的说

明，具体实现步骤如下：

第一步，将结构划分为子结构 1 和 2，其中结构

外荷载位于子结构 1 的内部节点上，记为 F m
1 。此时

对于子结构 1 和 2 分别有：
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式中  下标“1”和“2”为子结构的编号；角标“m”和

“s”分别为子结构的内部自由度和界面自由度；F s
1

和 F s
2 分别为子结构 1 和 2 的交界面上的界面力。

第二步，分别在子结构 1 和 2 的交界面节点处添

加大质量单元M0（结构整体质量的 105~108倍）。并

对外荷载 F m
1 做 Fourier 变换，得到外荷载在不同频

率 ω 下的 Fourier谱 F m
1 ( ω )。

第三步，分别在子结构 1 和 2 界面的大质量单元

上施加与其实际运动方向相同，且大小、频率一致的

单 位 简 谐 虚 拟 激 励 力 F s
1 ( ω ) 和 F s

2 ( ω )（F s
1 ( ω )=

F s
2 ( ω )）。并与外荷载 F m

1 ( ω )一起在频域内对两个

子结构进行求解。此时，由于大质量单元的存在，在
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相同的界面虚拟激励下，两个子结构界面的加速度

响应是相同的，即 Ẍ s1 = Ẍ s2 = F s
1 (ω) /M 0，原理如上

节所述。此时两个子结构界面处的内力方向相反，

绝对值并不相同，即N s1 ≠ N s2。

第四步，与上一步操作相同，分别在两个子结构

的界面大质量单元上重新施加另一个不同幅值的简

谐虚拟激振力 F s'
1 ( ω ) 和 F s'

2 ( ω )（F s'
1 (ω)= F s'

2 ( ω )）。

同样地，求得该虚拟力下的界面加速度和内力绝对

值结果为：Ẍ 's1 = Ẍ 's2 = F s'
1 (ω) /M 0，N 's1 ≠ N 's2。

第五步，为保证两个子结构之间的界面加速度

和界面内力同时协调平衡，也就是要求在哪个虚拟

激励幅值（F* (ω)）下，可以使得两个子结构的界面

加速度都等于 Ẍ *，界面内力绝对值也都等于 N *（但

方向相反）。因此，可以根据线弹性关系联立方程

如下：
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（17）

以上方程类似两条直线求交点，比较容易理解。

整理方程（17）后可求得 F * (ω)如下式所示：

F* (ω)= ( )N s1 + N s2 * [ F s
1 ( )ω - F s'

1 ( )ω ]
( )N 's1 - N s1 -( N 's2 - N s2 )

+ F s
1 ( ω )

（18）
可见，当系统只有一个交界面一个节点时，该方

法也只有一个待求未知数 F* (ω)。
另外，当子结构界面上有 n 个节点时，式（17）和

（18）中各变量应写为矩阵形式。界面上所有节点应

全部施加大质量单元和虚拟激励，考虑各节点内力

的相互关联，然后联立求解方程。例如：F* (ω)=
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，其中 F s
1⁃i 表示在第一个子结构界

面 的 第 i 个 节 点 上 施 加 的 虚 拟 激 励 ；N s1 =
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，其 中 ，N j
s1 表 示 子

结构 1 上第 j 个节点处的内力，N j
s1⁃i 表示子结构 1 在

第 i 个节点处施加虚拟激励后在第 j 个节点处产生

的内力。

第六步，在求出能够保证两个子结构的界面加

速度和界面内力都协调平衡的虚拟激励 F* (ω)后，

就可以根据公式（15）和（16）求出各自子结构的真实

内部响应。

第七步，采用以上方法对全频段进行遍历求解，

即可得到结构在随机激励下的全部频域响应，根据

频域解再应用 Fourier逆变换，就可得到时域解。

同理，如果系统包含 n 个子结构交界面，利用以

上方法可以联立方程组求解 n 个未知数 F *
n (ω)。由

于篇幅所限，不再赘述。

3　工程算例

首先以相对简单的多自由度集中质量模型进行

分析，验证这一求解方法。然后再以一个相对复杂

的地震和外荷载同时输入的桥梁模型，以及地震作

用下的大型复杂水电站厂房结构模型进行进一步计

算验证。其中，从工程角度，子结构的划分应遵循以

下原则［11］：按照实际复杂结构几何形状和装配关系

划分；尽量割断较少的联系，即尽量用较少的修改就

能取得化整为零的最大效果等等。

3. 1　集中质量模型

为了验证本文提出的界面虚拟激励法求解动态

子结构的准确性和计算精度，先以六个自由度的集

中质量杆件系统在水平简谐激励作用下的响应计算

为例进行分析。计算模型和子结构划分如图 1所示，

水平简谐激励 F = sin (10π∙t ) kN，作用于第一层质量

单元。各单元间距为 2 m，各单元质量为 M=10 kg。

利用动态子结构模型的计算结果与整体结构计

算 结 果 进 行 相 互 对 比 验 证 ，记 结 果 误 差 值 P =
|S2 - S1|

S2 × 100%，其中，本文的子结构求解方法的

幅值解为 S1，整体模型求解的幅值结果为 S2。计算

结果对比如表 1 所示。

图 1 集中质量模型

Fig. 1 Lumped-mass model
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由表 1 结果可知，利用本文方法的计算结果与

整体直接计算结果几乎相等，误差最大为 1.06%，因

此可以有效证明本文方法的准确性和精度。

3. 2　地震和外荷载同时作用下的桥梁结构分析

以某混凝土桥梁为例，全桥长为 360 m，跨径布

置 为 110 m+160 m+100 m，宽 为 13 m，厚 度 为

3.5 m，两墩分别为高 65 和 105 m、宽 3.5 m 的实心矩

形墩。该桥三维模型和子结构划分如图 2 所示，模

型采用六面体实体网格剖分，共计 376 个单元和

805 个节点。子结构界面上的节点全部施加大质量

单元和虚拟激励求解。墩底处完全约束，桥台处约

束竖向位移。桥墩处受到垂直于桥向的地震加速

度荷载，同时，桥面中心受到竖直向下，均方根值为

10 kN 的白噪声随机激励的外荷载 F。

地震加速度模型选用胡聿贤和周锡元的修正

Kanai⁃Tajimi加速度随机模型：

S (ω)= 1 + 4ξ 2
g ( ω/ωg )2

[ 1 -( ω/ωg )2 ]2 + 4ξ 2
g ( ω/ωg )2 ∙ ω6

ω6 + ω 6
c

∙S0

（19）
式中  S0为谱强度因子；ωg 和 ξg 分别为场地特征频

率和阻尼比；ωc 为控制低频含量参数。根据文献

［12］进行参数取值，ωg = 13.96 rad/s，ξg = 0.8，ωc =
0.6π，S0 = 8.6697 cm2 /s3。

根 据 结 构 的 自 振 频 率 ，取 频 率 积 分 区 间 为

ω ∈ [0.5，60] rad/s，步长为 0.5 rad/s。地震虚拟力荷

载为地震加速度与大质量的乘积，其中地震加速度

是由地震谱转换而来的，如公式（7）~（9）所示。为

更清晰地验证本文方法在不同频段下都具有足够的

准确性，取本文动态子结构方法的计算结果与整体

结构直接求解的结果进行比较。选取子结构 1 上的

节点 A，子结构 1 和 2 连接界面上的节点 B，以及子

结构 3 上的节点 C 进行频域结果比较，并单独列出

高频区的结果进行对比。在地震加速度与桥面外荷

载共同激励下的计算结果如图 3~5 所示。

从图 3~5 中可以看出，求解动态子结构的界面

虚拟激励法在全频段内，无论是子结构界面还是子

结构内部，在求解随机激励问题时与整体结构直接

求解结果都非常吻合，该方法的子结构计算结果与

整体求解的误差在 0.6% 左右。极少数点的误差虽

能达到 6%，但是从计算结果来看已经达到 10−6 量

级，对整体响应结果的影响很小。

动力子结构方法能够大幅度地缩减动力分析的

规模，实现大规模复杂模型的分块并行求解，避免

了整体高阶动力学方程的求解，提高了计算效率。

计算效率的定量分析与具体动力模型的规模和子

结构的划分有关。本算例中，整体模型计算时间为

9.3 s，运用子结构计算时间为 4 s，计算效率提高了

57%。随着模型规模和计算步数的增加，该子结构

法的计算优势也更加突出。

图 2 三维有限元模型

Fig.  2 Three-dimensional finite element model

图 3 节点 A 的竖向位移幅值

Fig. 3 Vertical displacement amplitudes of node A

   表 1 利用界面虚拟激励法的子结构求解与整体结构求解

结果对比

Tab. 1 Comparison of the substructure calculating results 
and the global structure calculating results using 
the interface virtual excitation method

单元号

（从下至上）

1
2
3
4
5
6

振幅 S2/m

0.21988
0.08784
0.01591

−0.18593
−0.21534
−0.20626

振幅 S1/m

0.21995
0.08787
0.01608

−0.18497
−0.21422
−0.20653

误差/%

0.03
0.03
1.06
0.52
0.52
0.13
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3. 3　地震作用下的大型复杂结构分析

水电站厂房是由大体积不规则混凝土结构和上

部框架板肋结构组成的大型复杂结构体系。以某水

电站厂房为例，根据其结构形式特点，划分为上部和

下部两个子结构，如图 6 所示。厂房总长为 65 m、宽

为 35 m、高 为 48.5 m，模 型 共 计 83050 个 单 元 和

53108个节点。边界条件为基础底面与尾水管上游侧

完全约束，采用与3.2节相同的加速度模型在基础底面施

加与厂房横河向呈 45°角的水平地震加速度荷载。

根 据 结 构 的 自 振 频 率 ，取 频 率 区 间 为

ω ∈ [0，35] Hz，取步长为 1 Hz。为验证本文方法在

大型复杂结构下也具有足够的先进性与准确性，取

本文动态子结构方法的计算结果与整体结构直接求

解的结果进行比较。选取子结构 1 上的节点 a 和 b，
子结构 2 上的节点 c 和 d 进行横向与纵向的频域结

果比较，如图 7~10 所示。

从图 7~10 中可以看出，求解动态子结构的大

质量界面虚拟激励法在整体模型较大、较复杂时也

具有足够的精度。其中，各个点位的求解误差均小

于 5%。该大型复杂结构在整个频率区间的整体模

型计算时间为 560 s，分为两个子结构的情况下计算

时间为 455 s，计算效率提高了 19%。

图 7 节点 a在 0~35 Hz频段的位移幅值

    Fig. 7 Displacement amplitude of node a in 0~35 Hz 
frequency band

图 6 三维有限元模型

Fig. 6 Three-dimensional finite element model

图 4 节点 B 的竖向位移幅值

Fig. 4 Vertical displacement amplitudes of node B

图 5 节点 C 的竖向位移幅值

Fig. 5 Vertical displacement amplitudes of node C
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4　结  论

在直接求解的虚拟激励法的原理上提出了一种

求解动态子结构的大质量界面虚拟激励法，通过理

论推导与计算分析，可得到以下结论：

借助大质量点可以保证相邻子结构的界面节点

在相同的虚拟激励下拥有相同的加速度。在保证界

面加速度相同，界面内力数值相等，且方向相反的情

况下，可以推导出保证各个子结构界面运动协调的

虚拟激励荷载。从而求解各个子结构的运动方程，

实现大型结构的简化计算。

本文提出的方法在界面单节点与界面多节点以

及一维与多维的情况下都具有较高的准确性，并且

大幅减小了模型整体计算求解的规模，实现了各个

子结构模型单独求解，提高了模型的计算效率。相

较于传统动态子结构方法，在处理混合荷载作用下

的结构时也能保证足够的精度和简便。
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High-mass interface virtual excitation method for solving
dynamic substructures
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Abstract: To improve the computational efficiency of random excitation of large-scale structure and solve the dynamic problem of 
composite structures， a novel method for solving dynamic substructure is proposed. High-mass elements are added to the mass ma⁃
trix of each substructure interface， and virtual excitation loads with different amplitudes are applied to these high-mass elements 
twice to ensure coordinated acceleration responses at the adjacent substructure interfaces. According to the internal force balance 
conditions and linear relations on the interfaces of different substructures， the interface force balance equations are established， the 
virtual excitation load amplitudes that can guarantee the coordination and balance of the acceleration responses and internal forces 
between each substructure are solved. The real response of each substructure is calculated by the obtained virtual excitation load. 
Compared with the traditional modal synthesis method， the proposed method avoids the conversions between modal coordinates 
and physical coordinates， and can consider the high frequency characteristics of the substructures. Compared with the mechanical 
admittance method， the proposed method reduces the scale of the synthesis equation and is more convenient to solve， and is also 
suitable for the case of simultaneous action of external loads and earthquake acceleration. This method is verified by different types 
of simulation examples.

Key words: dynamic substructure； high-mass interface virtual excitation method； random vibration； virtual excitation
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