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摘要 : 为了提高旋转圆柱壳结构的使用性能和工作效率，减轻其质量已成为有效方式之一，针对这一需求，旋转圆

柱壳结构有设计为厚度沿轴向变化即变厚度的趋势。基于此，利用 Chebyshev‑Ritz 方法，对厚度沿轴向有 3 种线性

变化形式的变厚度旋转圆柱壳的自由振动进行研究。考虑科氏力与离心力的影响，基于 Sanders 壳理论，将圆柱壳

的位移场近似展开为 Chebyshev 多项式与边界函数乘积的形式，计算变厚度旋转圆柱壳的动能与势能，再根据 Ritz
方法获得变厚度旋转圆柱壳的频率方程。在此基础上，将所得结果与已有文献中的结果进行比较，验证了建模方法

的准确性，并对计算结果进行了收敛性研究。最后比较了不同厚度变化形式下旋转圆柱壳的自由振动，并讨论了转

速、厚度变化参数、圆柱壳长径比等参数对变厚度旋转圆柱壳自由振动的影响。
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引  言

旋转圆柱壳结构在工业领域中应用广泛，例如，

高速旋转的离心分离器、航空发动机的转子系统等。

在这些工程装备中，旋转圆柱壳结构所处的工作条

件日趋严苛复杂，此外，为了进一步提高使用性能和

工作效率，旋转圆柱壳结构的壁厚呈现出越来越薄

的趋势，这些因素导致其结构振动问题日益凸显。

此外，由于离心力和科氏力以及初始环向张力的影

响，相对于静止的圆柱壳，旋转圆柱壳会出现特殊的

行波振动现象。因此，对旋转圆柱壳结构振动特性

的研究具有重要意义。

对旋转圆柱壳结构自由振动分析的求解方法有

多种，例如，一些学者采用 Galerkin 法对旋转圆柱壳

的自由振动特性进行分析［1‑5］，同时，微分求积法也

常用于旋转圆柱壳的自由振动研究［6‑11］。此外，与有

限元方法相比，虽然 Ritz 法难以分析几何形状复杂

的结构，但其计算过程比较简单，且能保持较高的精

度，因此仍被广泛应用于旋转圆柱壳的振动特性研

究中。例如，李文达等［12］通过 Ritz 法，采用改进的傅

里叶级数位移形式，对弹性约束边界下的旋转薄壁

圆柱壳结构的自由振动进行分析；还有研究利用

Ritz 法，采用 Gram‑Schmidt 多项式构成近似函数，

对旋转圆柱壳的自由振动进行分析［13‑14］；Lei 等［15］运

用无单元 kp‑Ritz 法，对旋转圆柱壳的自由振动进行

了分析；Qin 等［16］通过 Ritz 法，采用 Chebyshev 多项

式构成近似函数，研究了旋转圆柱壳的自由振动。

但是，在上述研究采用 Ritz 法对旋转圆柱壳振动特

性 进 行 求 解 的 过 程 中 ，多 采 用 傅 里 叶 级 数 和

Gram‑Schmidt 多项式构成近似函数，较少采用 Che‑
byshev 多项式，而 Chebyshev 多项式在数值运算中

具有正交性、快速收敛性和稳定性的优点［17］，比较适

合构成近似函数。

此外，上述研究都未考虑旋转圆柱壳厚度变化

的影响，然而在实际应用中，为了进一步减轻重量，

旋转圆柱壳结构有时需要设计为变厚度的形式，即

厚度沿轴向变化。因此，已有学者对变厚度旋转圆

柱壳的行波振动特性进行了分析。Quoc 等［2］采用

Galerkin 法对处在热环境下的变厚度旋转圆柱壳的

振动特性进行了研究，但是该研究只考虑了一种厚

度变化形式。

基于上述讨论，本文将考虑 3 种厚度变化形式，

并采用 Chebyshev‑Ritz 方法，比较不同厚度变化形

式下旋转圆柱壳的自由振动，讨论转速、厚度变化参

数和圆柱壳长径比等参数对变厚度旋转圆柱壳自由

振动的影响，该研究将对旋转圆柱壳结构的轻量化
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设计具有一定意义。

1　理论建模

为了研究变厚度旋转圆柱壳结构的行波振动特

性，首先对其进行理论建模。如图 1 所示，圆柱壳结

构以转速 Ω 绕其中心轴旋转，其长度为 L，平均半径

为 R，（x，θ，z）为建立在圆柱壳中曲面上的正交坐标

系，u，v，w 分别为圆柱壳上任意一点沿 x，θ，z 三个

方向上的位移分量。本文假定旋转圆柱壳的厚度 h

（x）沿其轴向线性变化，如图 2 所示，可分为 3 种变

化形式，分别记为 V1，V2 和 V3。在这 3 种不同的厚

度变化形式下，圆柱壳上、下表面在坐标轴 z 方向上

的坐标会发生变化，具体表达式如下：

V1 厚度变化形式：

h1 ( x )= - 1
2 h0 ( )1 - kh

x
L

（1a）

h2 ( x )= 1
2 h0 ( )1 - kh

x
L

（1b）

式中  h1（x）和 h2（x）分别表示圆柱壳上、下表面在

坐标轴 z 方向上的坐标；h0表示圆柱壳初始厚度，即

在 x=0 时的厚度；kh表示厚度变化参数。

V2 厚度变化形式：

h1 ( x )= - h0

2 （2a）

h2 ( x )= 1
2 h0 ( )1 - kh

x
L

（2b）

V3 厚度变化形式：

h1 ( x )= - 1
2 h0 ( )1 - kh

x
L

（3a）

h2 ( x )= h0

2 （3b）

1. 1　动能与势能求解

为了对所建模型进行固有频率的求解，本文采

用 Chebyshev‑Ritz 法对变厚度旋转圆柱壳结构进行

研究，因此首先需给出圆柱壳的动能方程与势能

方程。

旋转圆柱壳上任意一点的速度向量可以表示为：

V = ṙ - Ωi × ( r + Rk) （4）
式中  r 表示旋转圆柱壳在坐标系（x， θ， z）上的任

意一点的位移向量，可以表示为 r = ui + vj + wk，

其中，i，j，k 分别为沿 x，θ，z 方向的单位向量；ṙ 为 r

的一阶导数。

旋转圆柱壳的动能计算公式为：

T = 1
2 ∫

0

2π∫
0

L∫
h1 ( x )

h2 ( x )

ρ ( )V ⋅ V Rdzdxdθ （5）

式中  ρ 表示密度。

然后，将公式（4）代入公式（5），得到旋转圆柱壳

的动能方程为：

T = ρ
2 ∫

0

2π∫
0

L∫
h1 ( x )

h2 ( x )

{ u̇2 + [ ]v̇ + Ω ( w + R ) 2 +

}( )ẇ - Ωv
2

Rdzdxdθ （6）

根据 Sanders 壳理论，旋转圆柱壳上任意一点的

应变可以表示为：

图 1 旋转圆柱壳结构示意图

Fig. 1 Schematic diagram of a rotating cylindrical shell

图 2 变厚度旋转圆柱壳的 3 种厚度变化形式

Fig. 2 Three varying forms of thickness for a rotating cylindrical shell with variable thickness
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εxx = ε( 0 )
xx + z ⋅ ε( 1 )

xx

εθθ = ε( 0 )
θθ + z ⋅ ε( 1 )

θθ

γxθ = γ ( 0 )
xθ + z ⋅ γ ( 1 )

xθ

（7）

式中  ε( 0 )
xx ，ε( 0 )

θθ 和 γ ( 0 )
xθ 为中曲面应变分量，ε( 1 )

xx，ε( 1 )
θθ 和 γ ( 1 )

xθ

为中曲面曲率分量，可以分别表示为［18］：
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ε( 0 )
xx = ∂u

∂x

ε( 0 )
θθ = 1

R
∂v
∂θ

+ w
R

γ ( 0 )
xθ = ∂v

∂x
+ 1

R
∂u
∂θ

， 

ì
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ïï
ï
ï
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ï
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ï
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ε( 1 )
xx = - ∂2 w

∂x2

ε( 1 )
θθ = 1

R2 ( )∂v
∂θ

- ∂2 w
∂θ 2

γ ( 1 )
xθ = 1

R ( )∂v
∂x

- 2 ∂2 w
∂x∂θ

      （8）

旋转圆柱壳的应力应变关系表示为：

ì
í
î

ïïïï
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ïïïï

σx

σθ

τxθ

=
é

ë

ê

ê
êêê
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ê

ê ù
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úQ 11 Q 12 0
Q 21 Q 22 0
0 0 G
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εxx

εθθ

γxθ

（9）

式中

Q 11=Q 22=
E

1-μ2 ， Q 12=Q 21=
μE

1-μ2 ， G= E
2( 1+μ )

，

其中，E 为材料弹性模量，μ 为材料泊松比。

由旋转圆柱壳结构的变形引起的应变能可描

述为：

U S =∫
0

2π∫
0

L∫
h1 ( x )

h2 ( x ) 1
2 [ σx ε( 0 )

xx + σθ ε( 0 )
θθ + τxθ γ ( 0 )

xθ +

z ( σx ε( 1 )
xx + σθ ε( 1 )

θθ + τxθ γ ( 1 )
xθ ) ] Rdzdxdθ （10）

由离心力引起的旋转圆柱壳的应变能表达

式为［19］：

U CF = ρ
2 ⋅∫

0

2π∫
0

L∫
h1 ( x )

h2 ( x )

R2 Ω 2
ì
í
î

ïï

ïïïï( )1
R

∂u
∂θ

2

+

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

1
R ( )∂v

∂θ
+ w

2 ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
+é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

1
R ( )- ∂w

∂θ
+ v

2

Rdzdxdθ

（11）
因此，变截面旋转圆柱壳的总势能方程可以表

示为：

U = U S + U CF （12）

1. 2　固有频率及模态振型求解

在上一小节得到的旋转圆柱壳动能方程与势能

方程的基础上，本小节利用 Chebyshev‑Ritz 方法求

解旋转圆柱壳固有频率及模态振型，并给出求解

过程。

首先，旋转圆柱壳结构的位移场可表示为：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

u = U ( x ) cos ( nθ + w 1 t )
v = V ( x ) sin ( nθ + w 1 t )
w = W ( x ) cos ( nθ + w 1 t )

（13）

式中  w1 为旋转圆柱壳的固有频率；n 为旋转圆柱

壳行波模态的环向波数；U（x），V（x）和 W（x）为模

态函数，在本文中，这些模态函数通过 Chebyshev 多

项式和其对应的边界函数的乘积近似展开，具体公

式为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

U ( ξ )=∑
i

nmax

ai fu ( ξ ) Pi ( ξ )

V ( ξ )=∑
j

nmax

bj fv ( ξ ) Pj ( ξ )

W ( ξ )=∑
k

nmax

ck fw ( ξ ) Pk ( ξ )

（14）

式中  ai，bj和 ck为未知系数；nmax表示在计算中被截

断的项数；Pi ( ξ )，Pj ( ξ ) 和 Pk ( ξ ) 为第一类 Cheby‑
shev 表达式，可以用三角函数的形式表示为：

Pl ( ξ )= cos [ ( l - 1 ) arccos ( ξ )]，l = i，j，k     （15）
通过 Chebyshev 多项式可以以较低的计算成本

实现较快的收敛速度，并保持较高的精度，但是它定

义在区间［-1，1］上，并在区间［-1，1］上才具有正

交性，所以需要进行坐标变换，即 ξ = 2x/L - 1。
fu ( ξ )，fv ( ξ )和 fw ( ξ )表示沿 ξ 方向的边界函数，这些

边界函数需要满足相应的旋转圆柱壳的几何边界条

件，具体表达式如表 1 所示。

其次，由公式（6）和（12）可获得变厚度旋转圆柱

壳的能量表达式为：

Π = U - T （16）
根据瑞利原理，最可能的近似值通过使关于未

知系数的能量表达式 Π 最小而被确定，因此对能量

表达式 Π 关于未知系数进行求导运算：

∂Π
∂ai

= 0， 
∂Π
∂bj

= 0， 
∂Π
∂ck

= 0；i， j， k = 1， 2， …， nmax

（17）
然后，公式（17）可以进一步转化为矩阵形式下

的特征值问题：

(K - w 2
1 M 1 - w 2

1 M 2) P = 0 （18）
式中  P 为由未知系数组成的特征向量，即旋转圆

表 1 不同边界条件下的边界函数

Tab. 1 The boundary function for different boundary 
conditions

边界条件

F-S
S-F
S-S
F-C
C-F
C-C

fu ( ξ )
1
1
1

1 - ξ

1 + ξ

1 - ξ 2

fv ( ξ )
1 - ξ

1 + ξ

1 - ξ 2

1 - ξ

1 + ξ

1 - ξ 2

fw ( ξ )
1 - ξ

1 + ξ

1 - ξ 2

1 - ξ

1 + ξ

1 - ξ 2
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柱壳的振型，表达式为：

P = [ a1  …  ai  b1  …  bj  c1  …  ck ] T
（19）

K 为刚度矩阵，M1和 M2为质量矩阵，具体表达式分

别为：

K=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úKU KUV KUW
KVU KV KVW
KWU KWV KW

（20）

M1 =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úMU 0 0
0 MV 0
0 0 MW

（21）

M2 =
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú0 0 0
0 0 MA
0 MB 0

（22）

其中，各矩阵的第 i行、第 j列元素分别为：

KU ij =∫
-1

1 πL
4R3

é

ë
ê
êê
ê 8R4 A 11

L2

d( fu pi )
dξ

d( fu pj )
dξ

+

ù
û
úúúú2n2 R2 A 66 f 2

u pi pj + n2 πL
2R

i0 (R2 + d 2) Ω 2 f 2
u pi pj dξ

（23）

KUV ij = πL
4R3

é

ë
ê
êê
ê-4nR3 A 66

L
fu pi

d( fv pj )
dξ

+

   ù

û
úúúú

4nR3 A 12

L
fv pj

d( fu pi )
dξ

dξ （24）

KUW ij =∫
-1

1 ì
í
îïï

ü
ý
þ

πL
4R3

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

4R3 A 12

L
fw pj

d( fu pi )
dξ

dξ

（25）

KVU ij = πL
4R3

é

ë
ê
êê
ê-4nR3 A 66

L
fu pj

d( fv pi )
dξ

+

ù

û
úúúú

4nR3 A 12

L
fv pi

d( fu pj )
dξ

dξ （26）

KV ij = πL
4R3

é

ë
ê
êê
ê 8R4

L2 ( )A 66 R2 + D 66
d( fv pi )

dξ
d( fv pj )

dξ
+

ù
û
úúúú2n2 R2( )A 11 R2 + D 11 f 2

v pi pj - LπR
2 i0 Ω 2 f 2

v pi pj +

   Lπi0

2R
( R2 + d 2 ) ( n2 + 1 ) Ω 2 f 2

v pi pj dξ （27）

KVW ij =∫
-1

1 πL
4R3

é

ë

ê
êê
ê-8nR2

L2 D 12 fv pi

d2 ( fw pj )
dξ 2 +

-16R2

L2 n2 R2 D 66
d( fw pj )

dξ
d( fv pi )

dξ
+

ù

û
úúúú2nfv pi fw pj( )A 11 R2 + D 11 n2 +

nπL
R

i0 ( R2 + d 2 ) Ω 2 fv pi fw pj dξ （28）

KWU ij =∫
-1

1 ì
í
îïï

ü
ý
þ

πL
4R3

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

4R3 A 12

L
fw pi

d( fu pj )
dξ

dξ   

（29）

KWV ij = πL
4R3

é

ë

ê
êê
ê-8nR2

L2 D 12 fv pj

d2 ( fw pi )
dξ 2 +

-16R2

L2 n2 R2 D 66
d( fw pi )

dξ
d( fv pj )

dξ
+

ù

û
úúúú2nfv pj fw pi( )A 11 R2 + D 11 n2 +

  nπL
R

i0 ( R2 + d 2 ) Ω 2 fv pj fw pi dξ （30）

KW ij=∫
-1

1 πL
4R3

é

ë

ê
êê
ê 32R4 D 11

L4

d2 ( fw pi )
dξ 2

d2 ( fw pj )
dξ 2 -

8n2 R2 D 12

L2 fw pi

d2 ( fw pj )
dξ 2 -

8n2 R2 D 12

L2 fw pj

d2 ( fw pi )
dξ 2 +

32n2 R2 D 66

L2

d( fw pi )
dξ

d( fw pj )
dξ

+

ù
û
úúúú2 ( )D 11 n4+A 11 R2 f 2

w pi pj-
LπRi0

2 Ω 2 f 2
w pi pj +

LπRi0

2R
( R2+d 2 ) Ω 2 ( n2+1 ) f 2

w pi pj dξ       （31）

MUij=∫
-1

1 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

πLR
2 i0 f 2

u pi pj dξ （32）

MVij=∫
-1

1 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

πLR
2 i0 f 2

v pi pj dξ （33）

MWij=∫
-1

1 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

πLR
2 i0 f 2

w pi pj dξ （34）

MAij=∫
-1

1

[ ]πLRi0 fv fw pi pj Ω dξ （35）

MBij=∫
-1

1

[ ]πLRi0 fv fw pi pj Ω dξ （36）

A 11 =∫
h1 ( x )

h2 ( x )

Q 11 dz （37）

A 12 =∫
h1 ( x )

h2 ( x )

Q 12 dz （38）

A 66 =∫
h1 ( x )

h2 ( x )

Q 66 dz （39）

D 11 =∫
h1 ( x )

h2 ( x )

z2 Q 11 dz （40）

D 12 =∫
h1 ( x )

h2 ( x )

z2 Q 12 dz （41）

D 66 =∫
h1 ( x )

h2 ( x )

z2 Q 66 dz （42）

式中  i0=d=h（x），Q 66 = G。求解方程（18），即可

得到与固有频率相对应的振型。
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2　数值结果与讨论

本节首先将计算结果与文献［18］和［20］中的结

果进行对比，并对其收敛性进行研究，以验证本文建

模方法的准确性与收敛性，然后通过参数研究分析

变厚度旋转圆柱壳的自由振动行波特性。在本文

中，除特别提及外，旋转圆柱壳的长度 L=1 m，初始

厚度 h0=0.02 m，厚度变化参数 kh=0.5，密度 ρ =
1072 kg/m3，弹性模量 E=172 GPa，剪切模量 G=
4.2 GPa，泊松比 μ =0.31，平均半径 R=0.2，转速

Ω =25 r/s，无量纲频率参数 w*=wR ρ E ，无量纲

转速 Ω*=ΩR ρ E ，下标“b”和“f”分别表示后行波

与前行波。

2. 1　比较与收敛研究

为了验证本文建模方法的准确性与收敛性，本

小节进行了两个算例研究。

2. 1. 1　算例 1
如表 2 所示，分别给出了两端固定（C‑C）边界条

件下厚度均匀的旋转圆柱壳的后行波和前行波无量

纲频率参数，并与文献［20］中的结果进行了对比，

而且还进行了收敛性研究，列出了不同截断项数下

的计算结果。在本算例中，旋转圆柱壳的长径比

L/R=10，厚径比 h/R=0.05，泊松比 μ=0.3，无量纲

频率参数 w* =wR ρ ( 1 - μ2 ) E ，无量纲转速 Ω* =

ΩR ρ ( 1 - μ2 ) E ， 这里 Ω*取 0.0025。
2. 1. 2　算例 2

如表 3 所示，算例 2 给出了两端简支（S‑S）边界

条件下厚度均匀的旋转圆柱壳的固有频率（Hz），并

与文献［18］中的结果进行了对比。本算例中，圆柱

壳长度 L=0.256 m，平均半径 R=0.16 m，厚度 h=
0.0025 m，弹性模量 E=110 GPa， 泊松比 μ=0.31，
密度 ρ =4480 kg/m3，轴向半波数 m=1，转速 Ω =
20000 r/min。

由表 2 可知，本文得出的结果与文献［20］中的

结果基本相符，研究表明计算结果随着截断项数 nmax

的增加而收敛到某一个值，当截断项数为 11 时，计

算结果已经收敛到一个足够准确的数值，因此在下

列计算中截断项数 nmax取 11。
表 3 的结果显示，本文所用建模方法得到的结

果与文献［18］中的结果基本吻合，而且最大误差保

持在 1% 以下。

总之，上述两个算例，验证了本文建模方法的正

确性与收敛性。

2. 2　参数研究

为了得到不同厚度变化形式下变厚度旋转圆柱

壳的振动特性，本节在两端简支的边界条件下，讨论

了不同的厚度变化形式、转速、厚度变化参数、圆柱

壳长径比对变厚度旋转圆柱壳自由振动行波特性的

影响，结果如图 3~6 所示。

图 3 表示不同厚度变化形式下变厚度旋转圆柱

壳的无量纲频率参数 wb
*和 wf

*随环向波数 n 的变化

情况。图中 V0 表示 kh为 0，即旋转圆柱壳的厚度是

均匀的，在 x 轴方向上保持不变。

由图 3 可知，所有厚度变化形式下的旋转圆柱

壳的无量纲频率参数 wb
*和 wf

*都随环向波数 n 的增

表 2 旋转圆柱壳无量纲频率参数的比较和收敛性研究

Tab. 2 Comparison and convergence studies of nondimensional frequency parameter for a rotating cylindrical shell

无量纲

频率参数

wb
*

wf
*

n

2
3
4
2
3
4

Saito 等 [20]

0.05993
0.11455
0.21313
0.05593
0.11155
0.21078

Present
nmax=8
0.05989
0.11462
0.21317
0.05589
0.11160
0.21080

nmax=9
0.05987
0.11461
0.21317
0.05587
0.11160
0.21080

nmax=10
0.05987
0.11461
0.21317
0.05587
0.11160
0.21080

nmax=11
0.05986
0.11461
0.21316
0.05586
0.11159
0.21080

nmax=12
0.05986
0.114641
0.21316
0.05586
0.11159
0.21080

nmax=13
0.05986
0.11461
0.21316
0.05586
0.11159
0.21080

注：nmax表示截断项数，下标“b”和“f”分别表示后行波和前行波。

表 3 旋转圆柱壳固有频率的比较

Tab. 3 Comparisons of natural frequencies for a rotating 
cylindrical shell

Modes

(1,3)
(1,4)

fb

FEM[18]/
Hz

1830.45
1714.57

Present/
Hz

1831.08
1713.40

Error/
%

0.03
0.07

ff

FEM[18]/
Hz

1436.24
1396.32

Present/
Hz

1437.09
1395.50

Error/
%

0.06
0.06

注： fb和 ff分别表示后行波频率和前行波频率。
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加而增加，并且 V0 厚度变化形式下的旋转圆柱壳

无量纲频率参数值最大，V1 厚度变化形式下的无量

纲频率参数值最小。当不考虑特殊的 V0 厚度变化

形式时，V2 厚度变化形式下的旋转圆柱壳的无量纲

频率参数值高于其他两种厚度形式下的无量纲频率

参数，且比较接近 V0 厚度变化形式下的无量纲频

率参数值。从图 3 中还可以明显看出，4 种厚度变化

形式下的旋转圆柱壳的无量纲频率参数随着环向波

数 n 的增加先由相同的初始值分散后又收敛于同一

数值。

图 4 研究了当转速分别为 0，25 和 50 r/s 时，旋

转圆柱壳在 3 种厚度变化形式下的无量纲频率参数

wb
*和 wf

*随厚度变化参数 kh 的变化情况。由图 4 可

以看出，不同转速以及不同厚度变化形式下的变

厚度旋转圆柱壳的无量纲频率参数都随着厚度变

化参数 kh 的增大而逐渐减小，其中，V2 厚度变化

形式下的无量纲频率参数的变化最小，且明显小

于其他两种厚度变化形式下的无量纲频率参数的

变化。此外，由图 4 还可以发现，转速对无量纲频

率参数随厚度变化参数 kh 增加而减小的变化趋势

几乎无影响。

为了进一步研究转速对变厚度旋转圆柱壳自

由振动的影响，图 5 给出了变厚度旋转圆柱壳的无

量纲频率参数 w*随转速 Ω 的变化情况，图中 BW 表

示后行波，FW 表示前行波。由图 5 可知，变厚度旋

转圆柱壳的后行波无量纲频率参数随转速的增加

而逐渐增大，而前行波无量纲频率参数随转速的增

加而逐渐减小，其中 V0 厚度变化形式下的前行波

无量纲频率参数值和后行波无量纲频率参数值在

不 同 转 速 下 都 是 最 大 的 ，其 次 是 V2 厚 度 变 化

形式。

最后，研究了几何参数对变厚度旋转圆柱壳的

无量纲频率参数的影响。图 6 给出了变厚度旋转圆

柱壳的无量纲频率参数随长径比 L/R 的变化情况。

由图 6 可以看出，变厚度旋转圆柱壳的无量纲

频率参数随长径比 L/R 的增大而逐渐减小，具体而

图 4 变厚度旋转圆柱壳的无量纲频率参数随厚度变化参数

kh的变化情况

Fig. 4 Variation of the nondimensional frequency parameter 
for a rotating cylindrical shell with variable thickness 
with respect to the thickness variation parameter kh

图 3 变厚度旋转圆柱壳的无量纲频率参数随环向波数 n 的

变化情况

Fig. 3 Variation of the nondimensional frequency parameter 
for a rotating cylindrical shell with variable thickness 
with respect to the circumferential wave number n

图 5 变厚度旋转圆柱壳的无量纲频率参数随转速 Ω 的变化

情况（kh=0. 5）
Fig. 5 Variation of the nondimensional frequency parameter 

for a rotating cylindrical shell with variable thickness 
with respect to the rotational velocity Ω（kh=0. 5）
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言，当长径比小于 3 时，无量纲频率参数随长径比

L/R 的增大而迅速减小，当长径比大于 3 时，无量纲

频率参数随长径比 L/R 的增大而缓慢减小。而且，

V0 厚度变化形式下的无量纲频率参数值在不同长

径比下仍然是最大的，其次是 V2 厚度变化形式，V1
厚度变化形式下的无量纲频率参数值最小，且与 V3
厚度变化形式下相近。

3　结  论

（1） 通过比较与收敛研究，验证了建模方法的

正确性与收敛性，证明了本文模型可以有效的预测

变厚度旋转圆柱壳结构的自由振动行为。

（2） 在 3 种厚度变化形式下旋转圆柱壳的行波

频率都随环向波数 n 的增加而增加，当不考虑均匀

厚度时，V2 厚度变化形式下的旋转圆柱壳行波频率

高于其他两种厚度形式下的行波频率。此外，4 种

厚度变化形式下的旋转圆柱壳行波频率随环向波数

n 的增加先由相同的初始值离散后又收敛于同一

数值。

（3） 不同转速以及不同厚度变化形式下的变厚

度旋转圆柱壳的行波频率随厚度变化参数 kh的增大

而逐渐减小，其中，V2 厚度变化形式下的行波频率

变化程度最小，且明显小于其他两种厚度变化形式

下行波频率的变化，此外，变厚度旋转圆柱壳的行波

频率随长径比 L/R 的增大而逐渐减小。
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Free vibration of rotating cylindrical shells with variable thickness

LI Han1， LI Xin-ye1， BAI Bin2， QIAN Yi3， SANG Jian-bing1， LI Xiang1

（1.College of Mechanical Engineering， Hebei University of Technology， Tianjin 300401， China； 
2.School of Engineering Machinery， Hunan Sany Polytechnic College， Changsha 410129， China；

 3.Key Laboratory of Particle Transport and Enrichment Technology for National Defense Science and Technology，
Institute of Physical and Chemical Engineering of Nuclear Industry， Tianjin 300180， China）

Abstract:  In order to improve the performance and efficiency of the rotating cylindrical shell structure， reducing its mass has be‑
come one of the effective ways. In response to this demand， the rotating cylindrical shell structure has a tendency to be designed to 
vary the thickness along the axial direction， i.e.， variable thickness. The vibration traveling wave characteristics are investigated by 
using the Chebyshev-Ritz method. The displacement field of the cylindrical shell is expanded in the form of the product of the Che‑
byshev polynomial and the boundary function. The kinetic and potential energies of the rotating cylindrical shell with variable thick‑
ness are calculated based on the Sanders shell theory considering the effects of Coriolis forces and centrifugal forces. Then， the fre‑
quency equation of the rotating cylindrical shell with variable thickness is obtained according to the Ritz method. The accuracy of 
the modeling method is verified by comparing the present results with those in literature， and the convergence of the calculated re‑
sults is studied. Finally， the free-vibration traveling wave characteristics of the rotating cylindrical shell in different forms of thick‑
ness variation are compared， and the effects of parameters such as rotational speed， thickness variation parameters and cylindrical 
shell aspect ratio on the free-vibration traveling wave characteristics of the rotating cylindrical shell with variable thickness are dis‑
cussed.

Key words: free vibration； rotating cylindrical shells with variable thickness； natural frequency； Chebyshev-Ritz method
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