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基于改进伽辽金法解释简支输流管颤振误判
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摘要: 两端简支输流管系统内流效应保守，即系统不会从内流中获取或损失能量。基于传统伽辽金法线性分析，在

内流超临界区可预测到模态耦合颤振现象，但是系统没有能量输入以维持该振动。该悖论已困扰学者多年，通过非

线性分析已证明模态耦合颤振不可能发生，但发生耦合颤振误判的机理尚未可知。内流主要引入离心力、科氏力和

惯性力，其中科氏力项为反对称矩阵。基于加权残值法，采用一组新的加权函数提出了改进伽辽金法，利用权函数

和基函数的正交性可使科氏力项消失，从而实现系统结构动力方程全解耦。基于改进伽辽金法预测某柔性输流管

系统固有频率，在亚临界区与文献数据吻合较好，在超临界区未发生颤振误判。同时发现，基于传统伽辽金法可能

高估了输流管系统高阶固有频率，且随着模态阶数的增加和内流速度的加快更加显著。
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引  言

输流管系统已被广泛应用于航空航天、核工程、

石油化工及海洋工程等领域。输流管流固耦合问题

可归结为典型的无穷维连续陀螺系统动力学模型。

Païdoussis 在其著作中详细阐述了内流效应［1］。内

流效应分为两类：一类是保守内流效应，输流管在振

动过程中不会从内流获取或损失能量。另一类是非

保守内流效应，输流管可从内流中损失能量（阻尼作

用）或者吸取能量导致系统失去稳定性。

输流管内流效应主要取决于内流的方向、内流

是单相流还是多相流，输流管形状、边界条件以及周

围环境等［1］。当前学者们的主要精力是将内流效应

理论应用于解决实际工程问题［2⁃12］。孙玉东等［4］以

实际管路系统为研究对象，考虑内流和管路结构的

相互作用，建立了液⁃管耦合振动噪声动力学分析一

体化有限元模型，分别对消声压力筒和管路挠性元

件的噪声、振动衰减作用进行研究。郭海燕等［5］基

于内流效应对海洋立管响应特性的影响，对现用的

两 部 经 典 海 洋 立 管 设 计 标 准（API RP2RD 和
DNV⁃OS⁃F201）提出改进建议。陈正翔等［6］开展了

实际工程常见的受多个弹性支座支承的输液管系统

稳定性分析。张智勇等［7］进行了充液直管固⁃液耦

合振动响应研究。齐欢欢等［8］采用了时滞主动控制

方法对输液管颤振失稳进行控制以提高其临界流

速。张挺等［9］基于有限积分法研究瞬时关阀时输流

直管轴向耦合振动响应特性。段金龙等［10］分析了剪

切流作用下顶张式海洋立管在不同内流速度和密度

下横向涡激振动响应特性。鲍健等［11］分析了内外流

对细长海洋弹性管振动特性的作用机制。针对水动

力段塞流诱导的柔性立管振动响应问题，高岳等［12］

开展了段塞流诱导的悬链线型柔性立管模型振动响

应测试。

内流效应尚有众多基础科学问题未解决［1， 13⁃27］。

例如，对于自由端含有点质量的悬臂输流管，利用伽

辽金法计算系统固有频率时通常采用两种方法：（1）
将集中质量作为边界条件；（2）利用狄拉克函数将点

质量嵌入输流管振动方程。当内流速度为零时两种

方法计算结果一致。但是当内流速度不为零时两种

方法计算结果显著不同，此时第二种方法正确，该问

题发生原因未可知［13］。对于空气环境悬臂喷管，当

内流速度达到临界流速时，输流管会发生颤振而失

去稳定性。研究者通过现有内流效应理论可很好地

预测临界内流速度，但是将同样方法应用在浸没在

静水环境中的悬臂吸管时，理论上系统会在较小内

流速度下失稳，但实验中临界内流速度非常大［14⁃16］。

学者们通过修正悬臂吸管的数学模型研究该问题。

例如，Païdoussis 等［15］提出在悬臂管的低端吸口处需

考虑外流环境负增压效应。Kuiper 等［16⁃17］研究发现
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外部水曳力对吸管稳定性有着重要影响。Kuiper
等［18］通过模型实验发现，当内流速度超过临界值后，

悬臂吸管将会呈现复杂的动态响应特征，且整个实

验中没有观察到平面振动。Giacobbi 等［19］采用解析

法、数值计算和模型实验对上述现象进行了深入的

探讨。尽管该问题尚未解决，Adiputra 等［20⁃21］基于现

有内流效应理论分析了海洋温差发电装置悬臂吸管

系统的稳定性。在新型吸管工程应用背景下，Butt
等［22⁃23］对悬臂吸管系统在内流和轴向外流联合下的

稳定性进行理论及实验分析。

对于两端简支输流管系统，其内流效应保守［1］。

利用传统伽辽金法线性分析时，在超临界区预测到

模态耦合颤振现象，但没有能量输入以维持该振动。

Ch'ng 等［24］基于输流管非线性模型发现，两端固定

特别是两端简支的输流管道在有限（伽辽金）近似的

数值积分中得出稳定的极限环颤振运动是可能的。

Holmes［25］基于有限维非线性模型得到的研究结果

与线性模型一致，同样预测到了颤振现象。其后，

Holmes［26］基于有限维非线性模型进行无限维度分

析，通过李雅普诺夫第二法评估输流管道在超临界

区的稳定性，研究证明颤振不能发生。Païdoussis［1］

和 Sadeghi等［27］基于非线性模型分析发现，系统在超

临界区发生屈曲失稳，且随着内流速度进一步增加，

输流管屈曲响应幅值增加。Païdoussis 对该研究历

程进行了总结［1］。马腾等［28］通过在输流管的两端引

入边界支承弹簧，采用一种改进傅里叶级数的方法

建立了输流管耦合振动分析模型，依然预测到模态

耦合颤振现象。于是产生了第一个疑问：既然对于

非线性模型，采用不同求解方法会影响超临界区响

应预测，那么对于线性模型可否通过修正求解方法

避免颤振误判呢？考虑到伽辽金法是加权残值法的

一种，本研究尝试从加权残值法求解角度对线性模

型产生颤振误判进行探讨。第二个疑问：既然非线

性模型可以避免颤振误判，探究线性模型发生颤振

误判的机理有工程意义吗？作者认为该研究具有重

要的工程应用背景。例如，随着海洋开发步入深海

区，海洋立管长径比的大幅增加致使立管的柔性增

强，柔性立管开始得到应用（尤其是在深海采矿领

域），且新型柔性立管系统涌现（例如，为克服海床多

变地形环境，有学者提出一种悬浮柔性输流管系

统［29］），柔性立管的内流效应突显，且可能进入超临

界区［30⁃32］。在海洋立管响应特性仿真计算中，因基

于线性模型的伽辽金法求解简便实用且可对激发的

模态进行分析等优势被一直广泛应用，尤其在试验

数据处理中很难采用非线性模型［33⁃36］。例如，在深

海立管（内部传输高速流体）涡激振动试验数据处理

中，一般先建立海洋立管的结构动力线性模型，然后

采用伽辽金法，利用实验数据，分析海洋流体力以及

激发的立管模态［33］。

1　颤振悖论

1. 1　数学模型

简支输流管系统如图 1 所示，且采用二维坐标

系 oxy。原点 o 为输流管左端点，y 为横向，x 为未发

生形变时的轴向，L 为输流管的长度。忽略重力效

应，输流管在恒预张力作用下的横向振动控制方

程为［1］：

( )M + m ẅ + EIw '''' + C 0 ẇ + 2MUẇ '-
( )T - MU 2 w '' = 0 （1）

式中  M 为单位长度内流质量；m 为输流管道单位

长度的质量；w 为横向形变；EI 为输流管道横向弯

曲刚度；C 0 为输流管道阻尼系数；U 为内流单相流

速；T 为预张力；上角标 “'” 表示对 x 的导数；上标

“.” 表示对时间 t的导数。

引入无量纲参数：

η = w
L
，ξ = x

L
，τ = t

EI
L4 ( )M + m

，

c = C 0 L2

( )M + m EI
， Γ = TL3

EI
，

u = U
ML2

EI
，β = 2 M

M + m
。

可得输流管系统横向振动无量纲振动控制方

程为：

η̈ + η'''' + cη̇ + βuη̇'- (Γ - u2) η'' = 0 （2）

1. 2　加权残值法

基于加权残值法［37］，可假设：

η ( ξ，τ )≈ ∑
j = 1

N

qj(τ ) ϕj( )ξ ，j = 1，⋯，N （3）

式中  ϕj( ξ )为采用的试函数，试函数需要满足正交

以及边界条件；N 为基函数的数目；qj(τ )为对应的

广义时间坐标，得：

图 1 简支输流管系统

Fig. 1 A simply-supported fluid-conveying pipe
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∑
j = 1

N

[ ϕj q̈ j + ϕ ''''
j qj + cϕj q̇ j + βuϕ 'j q̇ j -

( )Γ - u2 ϕ ''
j qj ]= 0 （4）

由于 η ( ξ，τ )只是近似解，设定 η ( ξ，τ )与精确解

之间的残差为 R [η，ξ，τ ]，即：

R [η，ξ，τ ]= η ( ξ，τ )- ∑
j = 1

N

qj(τ ) ϕj( )ξ （5）

加 权 残 值 法 需 要 选 定 一 组 权 函 数 ψi( i =
1，⋯，N )，使得残差的加权积分为 0，即：

∫
0

1

ψi( ξ ) R [ ]η ( )ξ，τ ，ξ，τ dξ = 0 （6）

进而求得：

∑
j = 1

N {∫0

1

ψi ϕj q̈ j dξ +[ c∫
0

1

ψi ϕj dξ + βu∫
0

1

ψi ϕ 'j dξ ] q̇ j +

}[ ∫
0

1

ψi ϕ ''''
j dξ - ( )Γ - u2 ∫

0

1

ψi ϕ ''
j dξ ] qj = 0 （7）

采用不同权函数 ψi ，加权残值法有不同实现版

本。若采用的权函数为基函数本身，则称为伽辽

金法。

1. 3　伽辽金法

可采用简支梁模态函数为试函数，即：

ϕj( ξ )= sin ( jπξ ) ，   j = 1，⋯，N （8）
若采用伽辽金法，权函数和试函数相同即 ψj =

ϕj。利用简支梁模态函数正交性条件：

∫
0

1

ϕi ϕj dξ =
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

1
2 ，i = j

0，i ≠ j
（9）

∫
0

1

ϕi ϕ 'j dξ =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0，i = j

[ ]1 - ( )-1 i + j
ij

2 ( )i2 - j2
，i ≠ j

（10）

∫
0

1

ϕi ϕ ''
j dξ =

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

- 1
2 ( )iπ 2

，i = j

0，i ≠ j
（11）

∫
0

1

ϕi ϕ ''''
j dξ =

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

- 1
2 ( )iπ 4

，i = j

0，i ≠ j
（12）

最后得到输流管系统结构动力方程为：

Mq̈+ Cq̇+ Kq= 0 （13）
式中  M为质量矩阵，且M= IN × N，IN × N 为 N 阶单

位阵；C为阻尼矩阵，且 C= C 1 + C 2，C 1 为系统结构

阻尼矩阵，C 1 = c s IN × N，c s 为结构阻尼系数，C 2 为内流

科里奥利力矩阵，C 2 ij = 4βu∫
0

1

ϕi ϕ 'j dξ；K为刚度矩阵，

Kij = ( iπ) 4 + ( iπ) 2(Γ - u2)；q= (q1 q2 ⋯ qN ) T
。

矩阵 C 1 为反对称矩阵，故 C为反对称矩阵，可

令 z=
ì
í
î

ü
ý
þ

q

q̇
， 即转化为标准特征值问题：

Bż+ Ez={ }0
0

（14）

式中  B= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0 M

M C
， E= é

ë
êêêê

ù
û
úúúú-M 0

0 K
。

设A= -B-1E，则有：

z= Aexp ( λτ )= Aexp ( jΩτ ) （15）

式中  λ 为系统特征值；j = -1 。当 u ≠ 0 时 λ 为

复数。Ω 实部 Re (Ω )为固有频率，虚部 Im (Ω )与阻

尼有关［1］。

利用 MATLAB 自编程，已完成对输流管道固

有频率计算程序的验证（详见参考文献［30］）。参考

文献［1］中的某柔性简支输流管系统，设 β = 0.1，
Γ = 0，忽略结构阻尼 c = 0，取 N = 4，系统固有频

率随着内流速度的变化曲线如图 2 所示，与文献［1］
中的前三阶固有频率数据吻合较好。随着内流速度

的 增 加 ，系 统 的 第 一 阶 固 有 频 率 逐 步 减 小 。 当

u = π，Re (Ω 1)= 0，第一阶模态发生屈曲失稳。当

u = 2π，Re (Ω 2)= 0，第二阶模态发生屈曲失稳。随

着 u 的持续增加，第一阶和第二阶模态耦合颤振，于

是产生一悖论：内流效应保守，系统不会从内流中吸

取能量来维持颤振，为什么会发生颤振误判？

2　悖论解释

2. 1　伽辽金法的局限

伽辽金法中，若采用 N 个试函数，则结构动力方

程（13）是由 N 个加权残值方程构成的，其中第 i 个

加权残值 ΔN
i 方程（上标 N 为采用的基函数数目）为：

图 2 输流管系统固有频率随 u 变化曲线

Fig. 2 The varying curves of the natural frequencies of the 
pipe with increase of u
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ΔN
i = q̈ i + [ ]( )iπ 4 + ( )iπ 2( )Γ - u2 qi +

4 β u ∑
j = 1

N

q̇ j∫
0

1

ϕi ϕ 'j dξ （16）

当 基 函 数 增 加 到 N + 1 时 ，第 i 个 加 权 残

值 ΔN + 1
i 为：

ΔN + 1
i = q̈ i + [ ]( )iπ 4 + ( )iπ 2( )Γ - u2 qi +

4 β u ∑
j = 1

N + 1

q̇ j∫
0

1

ϕi ϕ 'j dξ （17）

对 于 任 意 i ( i = 1，⋯，N )，根 据 式 (16) 和

(17)得：

ΔN + 1
i - ΔN

i = 4 β uq̇N + 1∫
0

1

ϕi ϕ 'N + 1 dξ =

4 β uq̇N + 1 ( )N + 1 ∫
0

1

sin ( )iπξ cos [ ]( )N + 1 πξ dξ =

4 β uq̇N + 1
- i ( )N + 1 [ ]cos ( )iπ cos ( )Nπ + 1

( N + 1 )2 - i2

（18）
假设基于伽辽金法求出的解收敛，则当 N → ∞

时，对于任意的 i ( i = 1，⋯，N ) 有：

ΔN + 1
i - ΔN

i → 0 （19）
这里取 i = N - 2 为例，

ΔN + 1
N - 2 - ΔN

N - 2 = 4 β uq̇N + 1 ∙

-( )N - 2 ( )N + 1 { }cos [ ]( )N - 2 π cos ( )Nπ + 1
( N + 1 )2 -( N - 2 )2 =

4 β uq̇N + 1
-2N 2 + 2N + 4

6N - 3 → ∞ （20）

因此，采用伽辽金法随基函数数目 N 的增加不

存在收敛解，这显然不满足加权残值法的收敛条

件［37］。同时依据式 (18)，ΔN + 1
i 和 ΔN

i  ( i = 1，⋯，N )的
差异与内流速度 u 成正比。因此，若 u 足够大，采用

伽辽金法求得的输流管固有频率是不可信的，甚至

是错误的。

基于计算发现，随着 N 增加不会消除耦合颤振

误判，同时随着模态提高和内流速度的增加，预测结

果差别增大。举例说明，设输流管参数 β = 0.1，
Γ = 0，c = 0，基于伽辽金法在 N = 4，5 时计算出的

输流管固有频率随内流速度的变化曲线如图 3
所示。

2. 2　改进伽辽金法

可否找到合适的权函数 ψi 确保满足加权残值

法收敛性条件呢？经过验算，提出权函数为：

ψi( ξ )= ϕ 'N + i ( ξ ) ，i = 1，⋯，N （21）

式中  ϕN + i( ξ )依然为简支梁的模态函数；N 仍然为

式（3）中采用的基函数数目。利用正交性条件：

∫
0

1

  ψi ϕ 'j dξ =∫
0

1

  ϕ 'N + i ϕ 'j dξ =

j ( )N + i π2∫
0

1

  cos [ ]( )N + i πξ cos ( )jπξ dξ = 0

（22）

∫
0

1

  ψi ϕ ''
j dξ = -( jπ )2∫

0

1

  ψi ϕj dξ （23）

∫
0

1

  ψi ϕ ''''
j dξ = ( jπ )4∫

0

1

  ψi ϕj dξ （24）

进而求得：

∑
j = 1

N

  ∫
0

1

  ψi ϕj dξ{ q̈ j + c s q̇ j +[( iπ )4 +

}( jπ )2( )Γ - u2 ] qj = 0 （25）

最后得到输流管系统结构动力方程为：

ΦMq̈+ ΦCq̇+ΦKq= 0 （26）
式中

Φ=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú∫
0

1

  ψ 1 ϕ1 dξ ⋯ ∫
0

1

  ψ 1 ϕN dξ

∫
0

1

  ψ 2 ϕ1 dξ ⋯ ∫
0

1

  ψ 2 ϕN dξ

⋮ ⋮

∫
0

1

  ψN ϕ1 dξ ⋯ ∫
0

1

  ψN ϕN dξ

 （27）

M为系统质量矩阵，且M= IN × N；C为阻尼矩阵，且

C= C 1 + C 2，系统结构阻尼矩阵 C 1 = c s IN × N。需要

强调说明的是，利用式（22）内流引入科里奥利力矩

阵  C 2 的元素为：

C 2 ij = 4βu∫
0

1

ψi ϕ 'j dξ = 0 （28）

基于权函数和试函数正交性，科里奥利力项 C 2

消失了；K为系统的刚度矩阵，且 K= K 1 + (Γ -

u2) K 2，其中：

图 3 基于伽辽金法采用不同 N 预测输流管系统固有频率随

u 的变化

Fig. 3 The predicted natural frequencies of the pipe vary 
with the increase of u at different N via Galerkin method
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K 1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úπ4 0 ⋯ 0
0 ( 2π )4 ⋯ ⋮

⋮ ⋮ 0
0 ⋯ 0 ( Nπ )4

（29）

K 2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úπ2 0 ⋯ 0
0 ( 2π )2 ⋯ ⋮

⋮ ⋮ 0
0 ⋯ 0 ( Nπ )2

（30）

若Φ矩阵可逆，则式（26）可转化为：

Mq̈+ Cq̇+ Kq= 0 （31）
可以发现，式（31）由 N 个独立加权残值方程构

成。M，C，K矩阵的非对角元素皆为 0，从而实现了

系统结构动力方程全解耦。其中，第 i 个加权残值

方程为：

ΔN
i = q̈ i + cq̇ i + [ ( iπ) 4 + ( iπ) 2(Γ - u2) ] qi = 0

（32）
观察式 (32)可知，加权残值与基函数的数量 N

无关，这意味着当基函数的数量增加到  N * ( N * >
N ) 时：

ΔN *

i - ΔN
i = 0 （33）

对任意 i ( i = 1，⋯，N )皆成立。换言之，随着 N 增

加，利用式（31）求解能保证收敛。由于此方法属于

加权残值法的一种，而且与伽辽金法采用相同的基

函数，这里定义为改进伽辽金法。

设 定 δ = c
2，ω 2

i0 = ( iπ) 4 + ( iπ) 2(Γ - u2)，根 据

式 (32)可得第 i阶阻尼振动微分方程标准形式为：

q̈ i + 2δq̇i + ω 2
i0 qi = 0 （34）

忽略结构阻尼，则可以直接求出第 i 阶固有频

率为：

Re (Ωi)= Re{ ( )iπ 4 + ( )iπ 2( )Γ - u2 }（35）

采用简支输流管的参数 β = 0.1，Γ = 0，首先计

算发现Φ可逆，然后取 N = 4 计算输流管系统固有

频率随流速的变化曲线如图 4 所示。随着内流速度

增加，系统的第一阶固有频率逐步减少。u = π 时

Re (Ω 1)= 0，发生第一阶模态屈曲失稳。u = 2π 时

Re (Ω 2)= 0，发生第二阶模态屈曲失稳。很明显，在

亚临界区与文献［1，26⁃27］数据较好吻合。但是在

内流超临界区未发生模态耦合颤振误判。同时发

现，当增加试函数数目 N 时，计算结果具有一致收敛

性且始终未发生模态耦合颤振误判。举例说明，当

N = 5 时，计算结果如图 4 所示，与 N = 4 时的仿真

曲线较好吻合。

2. 3　比较分析

内流速度 u = 0 时，内流产生的科氏力项消失。

基于伽辽金法和改进伽辽金法得到的结构动力方程

即式 ( 13 )和 ( 26 )都可以完全解耦，任一加权残值 ΔN
i

方程与采用基函数数量 N 及输流管系统参数无关。

此时，两种方法都能满足加权残值法的收敛性条件，

采用两种方法计算输流管系统固有频率的结果

一致。

当内流速度 u > 0 时，基于伽辽金法得到的结

构动力方程因科氏力项为反对称矩阵导致无法完全

解耦。在本文提出的改进伽辽金法中，利用选取的

权函数和试函数的正交性让科氏力项为零，进而使

结构动力方程完全解耦。计算发现，基于改进伽辽

金法可消除颤振误判，同时发现，采用伽辽金法可能

高估了系统的高阶固有频率，且随模态阶数增加和

内流速度加快更加显著。

举例说明，选取输流管参数 β = 0.1，Γ = 0，c =
0，基于伽辽金法和改进伽辽金法计算出系统固有频

率随内流速度的变化曲线如图 5 所示。在 u = 0 时，

图 4 基于改进伽辽金法采用不同试函数数量（N = 4 和  
N = 5）预测输流管系统固有频率随 u 的变化

Fig. 4 The natural frequencies of the pipe vary with the 
increase of u at N = 4 and N = 5 via the modified 
Galerkin method

图 5 基于伽辽金法与改进伽辽金法采用 N = 4 预测某个输

流管系统的固有频率随 u 的变化

Fig. 5 The predicted natural frequencies vary with the 
increase of u based on Galerkin method and modified 
Galerkin method at N = 4
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两种方法计算的结果一致，即频率曲线起点相同，但

随着内流速度的增加，第二阶、第三阶和第四阶固有

频率开始分离，且第四阶分离最为显著。

3　结  论

两端简支输流管系统的内流效应保守，即系统

不会从内流中获取或损失能量。利用伽辽金法通过

线性方法计算得到两端简支输流管的固有频率，在

亚临界区与试验数据拟合较好，但是当内流速度超

过临界流速后，预测到一阶模态和二阶模态耦合颤

振现象。尽管学者们认定颤振现象不可能发生，但

其发生的机理尚不清楚。考虑到伽辽金法属于加权

残值法的一种，本研究基于加权残值法对该悖论进

行探讨。

从线性角度看，内流效应引入离心力、科氏力和

惯性力三项。采用伽辽金法求解时，因科氏力项为

反对称矩阵，由加权残值方程构成的输流管结构动

力方程不能完全解耦，这导致采用伽辽金法求解不

符合加权残值法收敛条件。提出一组新的权函数，

可利用权函数和试函数的正交性使科氏力项消失，

进而使输流管系统结构动力方程完全解耦，并满足

加权残值法收敛条件。该方法属于加权残值法的一

种，定义为改进伽辽金法。基于改进伽辽金法计算

两端简支输流管固有频率，在亚临界区与文献［1，
26⁃27］吻合较好，在超临界区未发生颤振误判，进而

完成对模态耦合颤振悖论的解释。同时发现，基于

传统伽辽金法可能高估输流管系统高阶的固有频

率，且随着模态阶数增加和内流速度加快更加严重。

由于固有频率对于输流管动态特性分析与稳定性预

判有着重要影响，本研究具有工程应用价值。例如，

海洋立管正常作业时，仿真计算通常设定立管为两

端简支。需要准确预测立管系统固有频率以防止/
抑制涡激振动［29］、躲避参激不稳定区［30］等。

需要指出的是，式（26）转化到式（31）的前提是

Φ 可逆。尽管通过 MATLAB 计算发现，当 N =
1~100 时，Φ皆可逆。未来研究将对Φ的可逆性进

行严格证明。同时，采用的权函数是基于简支梁边

界条件提出的，并不适用于其他边界条件输流管系

统（比如悬臂输流管等）。但是本研究为实现各种边

界条件输流管系统结构动力方程的全解耦，尤其为

处理内流科氏力项提供了一种思路。同时，关于是

否有其他因素影响颤振误判需进一步研究。
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An explanation for the flutter paradox in the supercritical region of 
a simply‑supported fluid‑conveying pipe based on 

modified Galerkin method

DING Ming1， FAN Zu-xiang2， MENG Shuai1

（1.State Key Laboratory of Marine Engineering， Shanghai Jiao Tong University， Shanghai 200240， China； 
2.Shanghai MicroPowers Co.， Ltd.， Shanghai 201203， China）

Abstract: The internal flow effect of a simply-supported pipe is conservative， since the system does not gain or lose energy in the 
course of vibration. Based on linear analysis via traditional Galerkin method， when the internal flow velocity exceeds a critical val⁃
ue， a coupled-mode flutter occurs， which constitutes a paradox as there is no energy to sustain the oscillation. Although it has dem ⁃
onstrated that the flutter does not exist adopting nonlinear analysis method， the paradox remains to be clarified. From linear analy⁃
sis viewpoint， internal flow introduces centrifugal force， Coriolis force and initial force. Coriolis matrix is skew-symmetric （anti-
symmetric）. A modified Galerkin method is proposed based on the weighted residual approach. The Coriolis force term disappears 
by using the orthogonality of the weighting functions and base functions and the dynamic equation can be fully decoupled. The natu⁃
ral frequencies of a flexible pipe system are predicted via the modified method. The predictions in the subcritical region fit well with 
literature and the flutter phenomenon does not appear. An explanation is given for the paradox. Moreover， it has demonstrated that 
the predictions by traditional Galerkin method overestimate the natural frequencies， and it becomes more obvious in higher-order 
modes at larger internal flow velocities.

Key words: simply-supported fluid-conveying pipe； internal flow effect； flutter paradox； weighted residual approach； modified        
Galerkin method
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