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摘要 : 齿距累积误差是齿轮传动系统中广泛存在的一种制造误差。考虑齿距累积误差，基于轮齿承载接触分析方

法建立载荷分配模型，从而得到啮合刚度和空载传递误差，并将其导入齿轮转子动力学模型中计算系统振动响应。

基于所得到的动态载荷和 Archard 磨损理论，建立齿轮动态磨损预测模型。分析了齿距累积误差对啮合特性、响应

特性以及磨损分布的影响。结果表明，齿距累积误差会引发齿间载荷分配和齿间磨损的不均匀性，导致振动响应中

出现轴频、追逐齿频率和组合状态频率等频率成分；轻微磨损有助于缓解齿间载荷分配不均，但剧烈的磨损会恶化

均载特性，导致振动加剧；采用追逐齿设计可以使磨损不均匀性系数降低约 30%。研究结果可为齿轮磨损机理研

究和齿轮参数设计提供理论依据。
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引  言

齿轮传动系统在工业中的应用非常广泛，齿轮

传动的啮合及动力学特性关系到整台设备的平稳性

和可靠性。工程中大量存在的制造、安装误差会引

起齿面接触状态的改变，从而影响齿面损伤（如剥

落［1］、磨损［2］和胶合）的发展，进一步影响齿轮系统的

动力学行为。大量研究聚焦于制造误差或齿面损伤

对齿轮的啮合特性和响应特性的影响规律。

齿距累积误差是一种常见的齿轮制造误差，国

内外许多学者分析了齿距误差对系统动态特性的影

响［3‑7］。王奇斌等［5］研究了齿距偏差对直齿轮转子系

统动力学特性的影响，结果表明齿距偏差会使啮合

频率附近出现边带频。基于轮齿承载接触分析方

法，Yuan 等［6］建立了考虑齿距累积误差的斜齿轮动

力学模型，并将其推广到人字齿轮［7］。

在齿轮运转过程中，齿面不可避免地发生磨损。

对于磨损的研究主要可以分为准静态假设［8‑9］和动

态假设［10‑12］。基于 Archard 磨损模型，张俊等［8］建立

了准静态条件下的直齿轮副磨损预测模型，并研究

了不对中和扭矩对磨损量的影响。Ding 等［10］将齿

轮动力学模型与 Archard 磨损模型进行耦合，建立

了动态磨损预测模型，揭示了磨损与动力学行为之

间的相互作用。Feng 等［11］建立了一种改进的齿轮

副动态磨损预测模型，并利用实验验证了磨损预测

模型的有效性。

从上述文献可以看出，现有的磨损模型忽略了

齿间磨损的不均匀性，认为各个轮齿上的磨损量是

相同的。然而对于实际的齿轮副，齿距累积误差的

存在会改变齿间载荷分配，从而引发齿间磨损的不

均匀性。由于缺乏相应的理论与模型支撑，目前尚

无文献将考虑齿距误差的动力学模型与磨损模型相

结合，定量分析齿距误差对磨损均匀性的影响。针

对上述问题，本文提出了一种考虑齿距误差的齿轮

副动态磨损预测模型，并分析主/从动轮齿数与磨损

分布之间的内在规律。

1　考虑齿距误差的动态磨损模型

1. 1　考虑齿距累积误差的载荷分配算法

由于加工误差的存在，实际齿廓面往往会偏离

理论渐开线齿廓面，造成啮合齿对提前或推迟参与

啮合。齿距累积误差示意图如图 1 所示，Pt 为理论

齿距，fpt为齿距误差，Fpk为第 k 个轮齿对应的齿距累

积误差。齿距误差大于零表示实际齿厚大于理论齿

厚，反之表示实际齿厚小于理论齿厚。

轮齿承载接触分析（LTCA）方法兼顾了精度和

求解效率［6，13］，并且能有效考虑各种形式的齿廓误

差，因此本文采用 LTCA 方法获取含齿廓偏差的齿

收稿日期: 2022‑01‑12； 修订日期: 2022‑04‑15
基金项目: 国家重点研发计划资助项目（2020YFB2008101）；国家自然科学基金资助项目（12272219）。



第  6 期 皇甫一樊，等： 考虑齿距累积误差的圆柱齿轮动态磨损分析

轮副载荷分配。LTCA 方法的核心思想是将齿轮啮

合过程中的整体变形与接触变形分离。接触变形采

用解析公式计算以提升计算效率，整体变形采用有

限元法计算。

为了提升程序的通用性和计算效率，本文的有

限 元 计 算 过 程 均 在 MATLAB 环 境 中 实 现 。 在

MATLAB 中构建的有限元网格如图 2 所示。

LTCA 方法计算的是齿面法向位移，因此需要

将齿距累积误差转化到齿面法向：

E pt = fpt cos α t cos βb （1）
式中  αt为端面压力角；βb为基圆螺旋角。

整体柔度矩阵可以表示为：
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式中  下标 i 和 j 分别表示在 j 点施加单位力，在 i 点
提取位移；上标 p 和 g 分别代表主动轮和从动轮；n
表示潜在接触点数目。

局部接触柔度矩阵为：

λ c = diag ( λ c1，λ c2，…，λ ci，…，λ cn )，  

λ ci = 1.275
E 0.9 L0.8 F 0.1

i

                （3）

式中  Fi为第 i 个潜在接触点的接触力；E 和 L 分别

为弹性模量和齿宽。

轮齿承载接触分析迭代方程为［13］：
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式中  Fn为法向接触力向量，即齿面的载荷分配信

息；δs为静态传递误差；Fs=T/rb1，表示静态啮合力，

其中 T 和 rb1 分别为输入扭矩和主动轮基圆半径；ε

为齿廓偏差向量，该向量中应当包含轮齿分离距

离［13］、轮齿修形量和齿距累积误差量，I为所有元素

均为 1 的向量，下标表示向量的维度。

求解式（4）所示的非线性方程，获得齿面载荷分

配力 Fn和静态传递误差 δs。齿轮副的啮合刚度的表

达式为：

k = F s

δ s - e
（5）

式中  e表示空载传递误差。

1. 2　考虑齿距误差的齿轮转子系统动力学模型

输入轴和输出轴之间通过啮合单元来模拟齿轮

副啮合关系，如图 3 所示。考虑弯曲、扭转和轴向自

由度，建立齿轮啮合单元，其广义坐标为：

xm =[ x p，yp，zp，θxp，θyp，θzp，xg，yg，zg，θxg，θyg，θzg ] （6）
利用投影向量 Vm 将齿轮位移投影到啮合线

方向［14］：

Vm =[-sin ψcosβb  cos ψcosβb  sin βb

                         rb1 sin ψ sin βb  -rb1 cosψ sin βb  rb1 cosβb

                        sin ψcosβb  -cos ψcosβb  -sin βb

                        rb2 sin ψ sin βb  -rb2 cosψ sin βb  rb2 cosβb ] （7）
式中  ψ 表示啮合平面与 y 轴的夹角（如图 3 所示）；

rb2 表示从动轮基圆半径。齿轮啮合单元的单元刚

度矩阵为［15］：

Km ( t )= k ( t )V T
mVm （8）

采用 Timoshenko 梁单元模拟轴的柔性，传动轴

两端的轴承支撑采用线性弹簧来模拟。组集啮合单

元、梁单元和轴承单元，形成整体刚度矩阵。齿轮转

子系统的整体动力学方程为［16］：

图 2 LTCA 所使用的有限元模型

Fig. 2 Finite element model adopted in LTCA

图 3 齿轮转子动力学模型

Fig. 3 Rotor dynamic model of gears

图 1 齿距累积误差示意图

Fig. 1 Schematic of cumulative pitch errors
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MẌ+(C+ G ) Ẋ+ KX= F （9）
式中  M，C，G和 K分别表示质量矩阵、阻尼矩阵、

陀螺矩阵和刚度矩阵；F为外载荷向量；X为位移列

阵。本模型中的阻尼采用比例阻尼形式。

动态啮合力可以表示为：

F d = k ( δ - e )= k (Vm xm - e ) （10）
式中  δ 为动态传递误差。

对于传统的齿轮转子动力学分析，振动响应的

变化周期一般为啮合周期。但是由于齿距累积误差

的存在，应取一个追逐齿周期进行动力学分析：

T ht = 1
fht

= lcm ( z1，z2 ) ⋅ Tm = z1 z2

N ap
⋅ Tm （11）

式中  Tm 为齿轮的啮合周期；lcm 函数表示取两个

数的最小公倍数；Nap 为组合状态系数，其值为两个

齿轮齿数的最大公约数；z1 和 z2 分别为主动轮和从

动轮的齿数；fht为追逐齿频率，它表示主动轮和从动

轮上两个特定轮齿相遇一次的频率：

fht = fm N ap

z1 z2
（12）

式中  fm 为啮合频率。由追逐齿频率的定义可知，

当两个齿轮齿数的最小公倍数较小，乃至齿轮齿数

互质时，追逐齿频率很低。除此之外，由齿间啮合不

均匀性还能衍生出组合状态频率：

fap = fm

N ap
（13）

1. 3　基于 Archard磨损理论的磨损预测模型

利用 Archard 磨损模型计算单次磨损造成的磨

损深度为［12］：

ì
í
î

ïï

ïïïï

Δhp = 2kw σ̄H aH || 1 - vg /vp

Δhg = 2kw σ̄H aH || 1 - vp /vg

（14）

式中  vp和 vg分别为主动轮和从动轮上啮合点的滑

移速度；aH为赫兹接触区域半宽：

aH = 8F d ⋅ lsr s ρ e

LπE e
（15）

式中  lsrs为 LTCA 方法得到的静态载荷分配系数；

ρe 和 Ee 分别为齿轮副的等效曲率半径和等效弹性

模量。

σ̄H 为赫兹接触区域内的平均应力：

σ̄H = 3F d ⋅ lsr s

2πLaH
（16）

kw 为考虑不同润滑状态下的磨损系数［10］：

kw =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

kw0，λ < 0.5   ( 边界润滑 )
2kw0 ( 4 - λ ) /7， 0.5 ≤ λ ≤ 4  (混合润滑 )
0， λ > 4  (弹流润滑 )

 （17）

式中  λ 为膜厚比：

λ = hmin /R rms （18）
式中  Rrms为齿轮综合表面粗糙度；hmin 为最小油膜

厚度［10］：

hmin = 3.63U 0.68 G 0.49W -0.073 ρ e （19）
式中  W，G 和 U 分别为无量纲载荷参数、材料参数

和速度参数。

kw0为边界润滑状态下的磨损系数［17］：

kw0 = 2.428 × 1031W 1.219 G-7.377 S1.589

HE e
（20）

式中  S 为无量纲粗糙度参数；H 为齿面洛氏硬度。

为了考虑动力学和磨损之间的耦合关系，需要

运用迭代的思路进行动态磨损仿真。为了提升计算

效率，不需要对每个磨损周期进行载荷分配和动力

学模型的求解，而是在累积磨损深度大于磨损更新

阈值 εw（本文取 2 μm）后才更新齿廓。利用这一方

法，可将全生命周期磨损过程划分成若干个阶段，每

个阶段内认为载荷分配和稳态振动响应是不变的。

具体迭代流程如图 4 所示。

2　模型验证

利用文献［18］中的含齿距累积误差的斜齿轮

副动态传递误差实验结果验证本文模型的有效性。

为了方便与文献中的实验结果对比，采用与文献中

的实验一致的齿廓偏差参数，所包含的齿廓偏差形

式有：齿廓修形、齿向修形、齿距累积误差和几何偏

心。齿轮副参数、齿廓偏差参数、轴段参数和轴承

刚度参数详见文献［18］。

本文模型和实测的动态传递误差频谱对比如图

5 所示。从图 5 中可以看出，由齿距累积误差所带来

的转频分量非常明显，在啮合频率附近呈现出了非

图 4 本文模型流程图

Fig. 4 Flow chart of the proposed model
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常明显的边频带。本文模型与文献中的实验所得的

频谱特征非常相似，说明了本文仿真模型的有效性。

3　结果分析与讨论

3. 1　啮合特性分析

采用表 1 所示的参数进行动态磨损仿真。主动

轴和从动轴的直径分别为 60 mm 和 100 mm。轴的

长度为 300 mm。轴承刚度如表 2 所示，忽略轴承

阻尼。

主动轮和从动轮的齿距累积误差采用文献［19］
中的实测结果，如图 6 所示。

如图 7 所示为不同运转次数下的主动轮齿宽中

间面的累积磨损深度。节点位置由于其相对滑移速

度为零，因此磨损量为零。在齿根和齿顶部位有较

大的磨损量。随着运转次数的增大，由于齿根和齿

顶部位发生严重磨损，该部位的接触应力减小，磨损

速率放缓。

不同情况下的时变啮合刚度如图 8 所示。对于

无齿距累积误差的齿轮副，其每个啮合周期内的啮

图 7 不同运转次数下的齿面磨损分布

Fig. 7 Wear distribution under different running times

图 8 时变啮合刚度

Fig. 8 Time‑varying mesh stiffness

图 5 动态传递误差频谱

Fig. 5 Frequency spectrum of the dynamic transmission error

表 1 齿轮副主要参数［19］

Tab. 1 Main paremeters of the gear pair［19］

参数

齿数

弹性模量/GPa
泊松比

内孔半径/mm
法向模数/mm

螺旋角/（°）

主动轮/
从动轮

28/56
210
0.3

30/50
4
0

参数

齿宽/mm
压力角/（°）
扭矩/(N⋅m)

转速/(r⋅min-1)
齿顶高系数

变位系数

主动轮/
从动轮

40
20

500
2865

1
0

表 2 轴承刚度

Tab. 2 Bearing stiffness

参数

kxx /(N⋅m-1)
kyy /(N⋅m-1)
kzz /(N⋅m-1)

kθxθx /(N⋅m⋅rad-1)
kθyθy /(N⋅m⋅rad-1)

数值

1.7×108

1.7×108

7.6×107

1×106

1×106

图 6 齿距累积误差

Fig. 6 Cumulative pitch errors
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合刚度是相同的。齿距累积误差的引入会造成每个

啮合周期内的啮合刚度不同，在追逐齿周期内呈现

整体波动趋势。并且齿距误差只影响双齿区的啮合

刚度，单齿区的啮合刚度与齿距累积误差无关。在

经历 400×106 次运转之后，单双齿啮合区之间的刚

度变得平缓，并且双齿区的长度发生了缩减，即齿轮

副的重合度降低了。

3. 2　振动特性分析

图 9 为运转 400×106次后的动态传递误差频谱

图。如果不考虑由齿距累积误差所引发的啮合不均

匀性，磨损齿轮的频谱中仅含有啮合频率成分。考

虑齿距累积误差所得到的磨损齿轮频谱包含了更为

丰富的频率成分。在低频段可以观察到明显的追逐

齿频率和组合状态频率等成分，在啮合频率及其谐

波附近也有边带频调制现象。由于本例中齿数的特

殊性，其追逐齿频率 fht等于从动轴旋转频率 fs2，组合

状态频率 fap等于主动轴旋转频率 fs1。

不同磨损退化阶段的动载系数如图 10 所示，动

载系数定义为稳态振动周期内最大动态啮合力与静

态啮合力的比值。在早期磨损阶段（磨合阶段），磨

损可以起到改善啮合平稳性的作用，其主要原因是

轻微磨损可以缓解单双齿交替过程中的轮齿干涉，

起到磨合与“被动修形”的作用。随着运转次数的增

加，由磨损导致的啮合间隙（空载传递误差）越来越

大，齿轮系统呈现出明显的性能退化趋势，振动量直

线上升。尽管本文模型和传统模型（不考虑齿距误

差）都能预测这一性能退化过程，但传统模型会低估

10% 左右的动载系数。

3. 3　磨损不均匀性分析

传统的磨损仿真分析建立在齿与齿之间载荷分

配均匀的基础上，因此所得到的各个齿上的磨损量

相同。但是现实中，由于齿距累积误差的存在，各个

轮齿表面的磨损形貌往往是不同的。本文模型在考

虑了齿距累积误差之后，能有效地模拟齿间载荷不

均匀导致的磨损不均匀性。本文模型所得到的磨损

分布如图 11 所示，云图的颜色表示各个轮齿上的齿

根磨损深度。

由于齿距累积误差的存在，齿与齿之间的磨损

量差距较大。主动轮的磨损量普遍大于从动轮磨的

损量，这是由于在一个大周期内，主动轮参与啮合的

次数比从动轮多。定义磨损不均匀性系数为各齿磨

损量的标准差与平均值之比：

cwear = std( h root )
h̄ root

（21）

式中  hroot为各轮齿齿根部位磨损量组成的向量。

在不同磨损阶段的齿根磨损深度和磨损不均匀

性系数如图 12 所示。传统模型所得到的齿根磨损

深度仅在磨损初期与本文模型接近，随着磨损退化

过程的进行，本文模型与传统模型的差异越来越大。

两种模型之间的差异与齿间磨损不均匀性密切相

关。本文模型所预测的磨损不均匀性系数与动载系

图 10 不同运转次数下的动载系数

Fig. 10 Dynamic factors under different running times

图 9 磨损齿轮动态传递误差阶次谱

Fig. 9 Order spectrum of the dynamic transmission error of 
the worn gear

图 11 不同齿上的磨损量

Fig. 11 Wear depth of different gear teeth
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数的变化趋势类似。早期磨损有助于缓解齿距误差

带来的齿间载荷分配不均，但剧烈的磨损会恶化均

载特性与接触状态，导致振动加剧乃至失效。

为了研究不同齿数组合下的磨损分布特性，分

别对表 3 中给出的五组齿数组合进行磨损均匀性评

估。定义追逐齿系数为：

cht = N ap

max ( z1，z2 )
（22）

图 13 为主动轮磨损均匀性系数随追逐齿系数

的变化规律。从图 13 中可以看出，随着追逐齿系数

的增大，磨损不均匀性系数增大，即齿与齿之间的磨

损量差异增大。对于齿轮副 A，两齿轮齿数互质，其

磨损不均匀性系数最小。这是因为齿数互质时，主

动轮和从动轮上两个特定轮齿相遇一次的周期（追

逐齿周期）最长。在追逐齿周期内，主动轮轮齿会与

每个从动轮轮齿啮合一遍。随着啮合过程的进行，

齿与齿之间的磨损逐渐趋于均匀。两齿轮齿数互质

的设计被称为追逐齿设计。相比于原设计（齿轮副

D），追逐齿设计（齿轮副 A）可以使磨损不均匀系数

降低约 30%。对于齿轮副 E，主动轮的轮齿会永远

与从动轮的某个轮齿啮合，这自然会引发某些特定

轮齿的剧烈磨损。在齿轮的设计环节，应当充分考

虑追逐齿问题以获得更加均匀的磨损形式，降低齿

轮局部失效的发生概率。

不同齿距累积误差下的动载系数如图 14 所示。

（图 6 中的齿距累积误差定义为 100%）。对于不同

的齿距误差情况，追逐齿设计均能有效地减小振动。

当齿轮加工精度较高时（见图 14 中的 20% 齿距累积

误差），追逐齿设计与原设计在振动响应上的差距较

小。由于传动比和结构尺寸等因素的限制，工程中

并非所有齿轮均能满足追逐齿设计的要求。当齿轮

的齿距累积误差较小时，可适当放宽追逐齿设计这

一要求。

4　结  论

基于轮齿承载接触分析方法、齿轮转子动力学

模型和 Archard 磨损模型，提出了一种考虑齿距累

积误差的齿轮动态磨损预测模型。通过将仿真频谱

与文献实验进行对比验证了模型的有效性。基于上

述模型，分析了齿距累积误差对响应特性和磨损分

布的影响，主要结论如下：

（1） 齿距累积误差会给啮合刚度、传递误差以

图 12 不同运转次数下的齿根磨损深度和磨损不均匀性系数

Fig. 12 Wear depth of the tooth root and non‑uniformity 
factors under different running times

图 13 追逐齿系数与磨损不均匀性的关系

Fig. 13 Relationship between the wear non‑uniformity and 
hunting tooth factor

表 3 不同齿数组合

Tab. 3 Different designs of the tooth number

齿数

组合

A
B
C
D
E

z1, z2

27, 56
26, 56
24, 56
28, 56
28, 28

组合状态

系数

1
2
8

28
28

组合状态

频率/Hz
1289.25

620.75
143.25

47.75
47.75

追逐齿

系数

0.018
0.036
0.143
0.5

1

追逐齿

频率/Hz
0.85
1.71
6.82

23.88
47.75

图 14 不同齿距累积误差下的动载系数

Fig. 14 Dynamic factors under different cumulative pitch 
errors
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及振动响应引入轴旋转频率、追逐齿频率和组合状

态频率等丰富的频率成分。而传统的动力学模型所

得频谱中一般只含有啮合频率成分。

（2） 本文模型可以评估由于齿距累积误差所导

致的齿间磨损不均匀性，改进了传统磨损模型中各

轮齿磨损量相等这一理想化假设。轻微磨损有助于

缓解齿间载荷分配不均，但剧烈的磨损会恶化均载

特性，导致振动加剧。

（3） 本文动态磨损模型可以建立追逐齿系数与

磨损不均匀性系数之间的映射关系。采用追逐齿设

计可以使磨损不均匀系数降低约 30%。当齿距累

积误差较小时，可适当放宽追逐齿设计这一要求。
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Dynamic wear analysis of cylindrical gears with cumulative pitch errors

HUANGFU Yi‑fan1， DONG Xing‑jian1， PENG Zhi‑ke1， LIU Bing2， LONG Xin‑hua1

（1.State Key Laboratory of Mechanical System and Vibration， Shanghai Jiao Tong University， Shanghai 200240， China； 
2.Shanghai Aerospace Control Technology Institute， Shanghai 201109， China）

Abstract: Cumulative pitch error is a common form of manufacturing error in gear transmission systems. Considering the cumula‑
tive pitch errors， a load distribution model is established based on the loaded tooth contact analysis method. The mesh stiffness and 
non-loaded transmission error obtained from the load distribution model are imported into the dynamic model of the geared rotor 
system to acquire the vibration responses. Based on the dynamic load distribution and Archard’s wear theory， a wear prediction 
model of gear pairs is established. In order to verify the proposed model， the simulated results are compared with the experimental 
results in a published literature. On the basis of the proposed model， the effects of the cumulative pitch errors on meshing character‑
istics， response characteristics and wear distribution are discussed. It is found that cumulative pitch errors will lead to the non-uni‑
form load distribution and wear distribution among gear teeth， introducing the shaft frequency， hunting tooth frequency and assem ‑
bly phase frequency into the vibration responses. Mild wear is beneficial to relieve the non-uniform wear among gear teeth. Howev‑
er， the severe wear will deteriorate the contact state， leading to violent vibration. The wear non-uniformity coefficient can be re‑
duced by 30% after adopting the hunting tooth design. The proposed model can provide theoretical guidance for the gear wear 
mechanism and the design of gear parameters.

Key words: gear dynamics；cumulative pitch errors；vibration characteristics；wear；hunting tooth
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