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摘要: 通过时频分解技术，将复杂的多模态信号分解成单模态成分，从而可以采用比较简单可靠的单模态识别方法

对机械结构复杂模态信号进行参数辨识。经验小波变换（EWT）算法能有效解决模态分离问题，一些改进型 EWT
算法能有效克服噪声干扰，但是在模态重构时，滤波器彼此重叠、临近模态互相干扰，会不可避免地出现重构模态失

真。本文针对模态分离重构问题展开研究，分析了 EWT 算法在模态分离重构中面临的重构失真问题，提出了基于

迭代截断奇异值分解（ITSVD）方法的改进算法，并在仿真信号和含结合面机械结构模型振动响应信号上进行了应

用。结果表明，所提 ITSVD‑EWT 算法能够更好地实现机械结构模态分离重构。
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引  言

机械结构通常由螺栓将多个部件连接在一起，

如精密机床、航空发动机等［1］。工作状态下，由于

结合面刚度、阻尼的时变特征，机械结构模态会出

现复杂的变化，如何从振动信号中识别到含结合面

的机械结构模态参数是研究的难点问题［1‑8］。近年

来，新的时频分析方法被引入模态分析领域，这些

方法继承了频域分解（FFD）方法的成分分解思

想［2］，通过时频分解技术将复杂的多模态信号分解

成单模态成分，从而可以采用比较简单可靠的单模

态识别方法对模态参数进行辨识［3］。比较有代表

性的方法有短时傅里叶变换（STFT）［4］，小波变换

（WT）［4‑5］，经验模式分解（EMD）［7‑8］。其中，EMD
作为一种新的自适应模态分解方法，将复杂多模态

信号分解成纯粹的单模态成分，从而实现模态参数

辨识。边涛等［7］将 EMD 方法应用于航空发动机拉

杆转子的模态参数辨识中，并指出了 EMD 在应用

中存在的模态混叠问题，即：当模态过于接近时，将

不可避免地产生混叠效应，从而导致分离重构失

败。为解决 EMD 方法存在的混叠问题，一种名为

经验小波变换（EWT）的算法被 Gilles 等［9］提出。

EWT 算法不仅拥有傅里叶变换的频率分辨率，而

且具备自适应的时频分解能力。一些研究人员尝

试将 EWT 算法引入模态分析领域，并进行适应性

改进，取得了不错的效果，如：Amezquita‑Sanchez
等［10］将 MUSIC 算法与 EWT 算法相结合，克服了

EWT 算法易受噪声干扰的问题，并对建筑物的工

作模态参数进行了辨识，取得了令人满意的效果；

Yuan 等［11］将 EWT 算法与盲源分离技术结合起来，

对带有调谐阻尼器的建筑物进行模态参数辨识；

Luo 等［6］提出了 AR‑EWT 算法，在自回归（AR）功

率谱上确定模态边界，从而克服了强噪声对模态边

界干扰的问题。诸多结果表明，EWT 算法对于密

集模态的参数辨识有良好的效果［9‑12］。然而，虽然

EWT 算法能有效解决模态分离的问题，一些改进

型算法能有效克服噪声干扰［6，12］，但是在模态重构

时，滤波器彼此重叠、临近模态互相干扰，必然导致

重构得到的模态信息失真，如何准确重构模态，是

确保模态参数精度的重要途径。

本文针对模态分离重构问题展开研究，首先分析

了 EWT 算法在模态分离重构中面临重构失真问题，

提出了基于迭代截断奇异值分解（ITSVD）方法的改

进算法，并在仿真信号和含结合面机械结构模型振动

响应信号上进行应用，结果表明，所提 ITSVD‑EWT
算法能够更好地实现模态重构。
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1　经验小波变换模态重构问题

在信号处理中，主要通过滤波器将感兴趣的成

分滤出，传统的窄带滤波器，如有限冲击响应滤波器

（FIR），无限冲击响应滤波器（IIR）等，均需要仔细

设计参数，以满足幅值、相位要求。而较新的小波滤

波采用具有特定频宽的小波滤波器对信号进行滤

出，当小波基选择合适时，相移比传统滤波器要小很

多，并且小波滤波器可以进行时频缩放，满足非平稳

信号的滤波需求。经验小波变换（EWT）巧妙地采

用了对称小波的特点，即卷积与相关运算相同，实现

了在频域自适应确定小波滤波器组，并实现了逆变

换重构。EWT 算法的基本步骤为［9］：

（1）通过傅里叶变换获得频谱；

（2）在傅里叶谱上寻找各个模态峰值，确定模态

边界；

（3）基于频谱的模态边界构建 Meyer 小波滤

波器。

Meyer 小波是一种可以在频域构建的对称小

波，小波函数和尺度函数分别由下式表达［9］，可见，

可以从频域确定所有参数构建小波滤波器组。
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式 中  β = x4 ( 35 - 84x + 70x2 - 20x3 )，其 中 x 为

［0，1］区间任意设定的参数。ω 为频率，ω 1 为第一个

滤波器的右边界频率，该滤波器由尺度函数 ϕ̂ 1 ( ω )
构建，右边界过渡带幅值由余弦函数计算，小于过渡

带频率位置的幅值为 1，大于过度带频率的幅值为

0。其余带通滤波器由小波函数 ψ̂n ( ω )构建，ωn 为频

谱上找到的第 n 条模态边界频率，ω 0 = 0，ωn = π。γ

为滤波器过度段参数，一般取为 0.5。带通滤波器右

边界过渡带幅值由余弦函数计算，左边界过渡带幅

值由正弦函数计算，中间部分幅值为 1，其余位

置为 0。
（4）利用 Meyer 小波滤波器组将对频谱进行滤

波，然后对分离出频谱进行傅里叶反变换得到小波

系数。Meyer 小波是时域的对称函数，因此，相关运

算与卷积运算相同，具有相同的数学公式，即 f ( τ )
与 ϕ 1 ( τ - t )或 ψn ( τ - t )的内积（小波系数）也等于

f ̂ ( ω )与 ϕ̂ 1 ( ω )或 ψ̂n ( ω )乘积后的傅里叶反变换。因

此，可以直接由频域滤波器乘法关系得到小波滤波

器系数。

（5）基于小波系数，通过离散小波反变换重构单

个模态成分。

虽然 EWT 算法数学原理清晰，具有傅里叶频

谱的分辨率和小波时频适应性的双重优势，但是在

现实噪声环境中，频谱中的噪声等干扰易导致边界

定位错误，从而导致模态分离失败。以仿真合成信

号为例，如图 1 所示，信号由频率分别为 50，100，
150 Hz 的三个衰减信号合成。在合成信号中加入

噪声，使得信噪比变成−5 dB，含噪信号的傅里叶谱

如图 2 所示。应用 EWT 算法进行处理，图 2 中红色

虚线为 EWT 算法探测到的边界，可以看到边界探

测受到了噪声的严重干扰。为此，如何从含噪信号

中确定模态边界成为后续改进 EWT 算法的研究

重点。

sig1 = e- t sin ( 50πt ) （3）
sig2 = e-2t sin ( 100πt ) （4）

sig3 = 2e-3t sin ( 150πt ) （5）
fsig = sig1 + sig2 + sig3 （6）

图 1 合成信号的各个成分波形

Fig. 1 The waveforms of component of synthesized signal

图 2 含噪信号的傅里叶谱及 EWT 算法探测到的边界

Fig. 2 Fourier spectrum of noisy signal and the boundaries 
detected by EWT algorithm
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目前，改进算法主要分两种思路：一种思路是在

傅里叶谱上寻找新的方式凸显波峰和波谷，从而克

服噪声干扰。如，Gilles 等［13］提出了一种自适应

EWT（APEWT）算 法 ，在 傅 里 叶 谱 的 尺 度‑空 间

（Scale‑Space）表达图上进行峰值边界定位，在仿真

信号上的应用结果如图 3 所示。另一种思路是平滑

傅里叶谱，使得噪声得到抑制。如，Shi 等［14］采用了

三次样条插值对含噪的傅里叶谱进行处理，得到了

更为平滑的傅里叶谱，在仿真信号上的结果如图 4
所示。如图 3~4 所示，频谱的边界仍然存在干扰，

在强干扰情况下，仍存在模态定位错误的风险。

事实上，傅里叶变换采用正弦基函数，虽然具备

较高的频率分辨率，但是对于噪声缺乏抑制能力，并

且频谱受到数据加窗、截断及数据非平稳的影响。

功率谱估计对数据进行相关运算后进行傅里叶变

换，可以一定程度地消除噪声影响。基于该原理， 
Luo 等［6］和万熹等［12］都设计了基于 Pburg 算法的

AR‑EWT 算法，并在航天、桥梁领域得到了应用。

基于 AR‑EWT 算法得到的合成信号 AR 功率谱如

图 5 所示，图中红色虚线为定位的模态边界，可见该

方法有效克服了傅里叶谱噪声问题。然而，仍未解

决的问题是，模态中的噪声与干扰并未被滤除，从重

构的单模态成分的时频图（图 6）上可见，频率与幅

值都出现了严重失真，如何实现高精度的信号重构

仍然是改进 EWT 算法面临的难题。

2　基于奇异值分解的模态重构

EWT 算法本质是设计小波滤波器组进行傅里

叶谱的分割，属于正交滤波器，重构时无法消除混叠

在整个频段的噪声干扰。从时域进行去噪才有可能

消除全频混叠的噪声成分。奇异值分解是经典的时

域去噪方法，其采用矩阵分解的方法，将一个矩阵分

解为左右奇异向量与一个对角阵的乘积，对角阵中

主对角线上的特征值数值越大，表示该特征值所对

应的成分越占主要成分，而噪声往往占有的比例较

小，从而可以通过设定阈值来分离噪声与信号［15］。

其基本原理如下式所示：

A= UDV T （7）
式中  Am × n ( m ≥ n )为被分解矩阵，一维信号可以

构建成矩阵形式进行分解；U ∈ Rm × m 和V ∈ Rn × n 为

左右奇异向量矩阵，矩阵中的列向量 u i 和 v i 分别为

ATA和 AAT 的特征向量；对角阵 D的形式如下式

所示：

D=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úσ1

⋱
σr

⋱
0 m × n

（8）

式中  奇异值 σr 为ATA的特征值平方根。

设定一个阈值，将较小的奇异值置为 0，利用剩

余的奇异值重构信号，就可以去除噪声等小成分的

干扰，这个方法称为截断奇异值分解（TSVD）。

对于一维信号序列，可以通过构建 Hankel 矩阵

实现时间序列矩阵化［15］，如下式所示：

图 3 尺度‑空间曲线及探测到的边界

Fig. 3 The scale‑space curves and detected boundaries

图 4 傅里叶谱的三次样条插值图

Fig. 4 Cubic spline interpolation diagram of Fourier spectrum

图 6 AR‑EWT 算法重构的单模态成分时频图

Fig. 6 The single‑mode component time‑frequency diagram 
reconstructed by AR‑EWT algorithm

图 5 合成信号的 AR 功率谱

Fig. 5 AR power spectrum of synthesized signal
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（9）
式 中  1 < n < N，m = N - n + 1，N 为 序 列 信 号

X ( k )= [ x ( 1 )， x ( 2 )， ⋯ ，x ( N ) ]中的元素个

数，n 为矩阵列数，由下式确定［15］：

n =
ì
í
î

N/2，    N为偶数

( N + 1 ) /2，    N为奇数
（10）

然而，在随机矩阵的研究领域，精确确定包含多

模态成分的矩阵的秩仍然是一个公开的研究课

题［18］。鉴于此，先采用 AR‑EWT 算法对模态进行分

割、重构得到单模态成分，然后再对单模态成分采用

TSVD 方法，就可以避免多模态信号矩阵定阶问题。

按照 Yang 等［16］的理论，当只有一个模态时，有

效的奇异值为前 2 位，于是仅保留前 2 位奇异值进行

截断就可以实现单模态信号的有效去噪和重构。将

TSVD 去噪后的矩阵 Ā反对角元素按下式进行计

算，可重构出时间序列 x̂ ( k )：

x̂ ( k )= 1
M ∑

k ≤ N，1 + k = i + j

aij （11）

式中  k 为 x̂ ( k ) 中元素的序号（0，1，…，N-1）；aij

为 Ā中 i 行 j 列的元素； M 为满足 i + j = k + 1 的元

素个数。

引入 TSVD 去噪后的 AR‑EWT 算法得到的结

果如图 7 所示。与图 6 比较可见，TSVD 去噪的效果

非常明显，三个模态成分都得到了有效分离和识别。

但是，当对时域波形（图 8）进行观察却发现，幅度和

波形失真比较严重，已经很难辨识出准确的阻尼，这

与传统 TSVD 方法截断造成的波形失真有关。

3　迭代奇异值重构算法

传统 TSVD 方法对信号进行了硬性截断，必然

造成模态成分的丢失，引起波形失真。在实际应用

中，模态因为彼此靠近，互相干扰，引起的失真会更

严重。Li 等［17］认为 1 次 TSVD 方法处理后得到的

矩阵 Ā 不是 Hankel 矩阵的形式，矩阵的秩会增加，

秩的增加必然导致重构得到的时间序列 x̂ ( k ) 失
真。理论上，Hankel 矩阵具有严格的形态对称关系

和秩稳定性。如果能有效利用 Hankel 矩阵的形态

特征对矩阵 Ā进行优化，将可以得到更好的去噪

效果［17］。

实际上，式（11）得到的 x̂ ( k ) 按式（9）重构得到

的 Hankel 矩阵 Â必然满足 Hankel 矩阵的形式，然

而，由于 x̂ ( k )的失真，必然导致构成的 Â失真，使得

Â的秩增加。然而，按下式计算 Ā中元素 ā ij 与真值

x ( k ) 的 误 差 ，可 以 看 到 Â 比 Ā 更 接 近 理 想 真 值

矩阵A true：

1
N ∑

k ≤ N - 1，1 + k = i + j

|x ( k )- ā ij |2 = |x ( k )- x̂ ( k ) |2 +

1
N ∑

k ≤ N - 1，1 + k = i + j

|x̂ ( k )- ā ij |2 ≥ |x ( k )- x̂ ( k ) |2 （12）

也即满足下式［17］：

 Â- A true
F

≤ Ā- A true
F

（13）

Â 本身满足 Hankel 矩阵形式，由此，如果对

式（13）进行迭代计算可以得到关系：

 Â n + 1 - A true
F

≤ Â n - A true
F

（14）

式中  A n 为第 n 次 TSVD 后得到的由式（11）序列

构成的 Hankel矩阵。

结合式（13）与（14）可以得出，通过迭代计算可

以使得矩阵 Â n 越来越逼近理想真值矩阵 A true，该方

法为迭代截断奇异值分解（ITSVD）方法。 ITSVD
方法不仅利用了奇异值分解的稀疏性，更充分利用

了 Hankel 矩阵的形态特征，可以实现更高精度的

去噪、滤波和模态重构。对合成信号应用 ITSVD
的结果如图 9 所示，得到的 3 个模态信号比图 8 更

接近图 1 的原始数据，分离重构效果得到了明显改

善。但从图 9 中仍可以看到，sig2 存在一定程度的

图 8 引入 TSVD 后的 AR‑EWT 算法重构的单成分波形图

Fig. 8 The single component waveforms reconstructed by 
AR‑EWT algorithm after introducing TSVD

图 7 经 TSVD 方法重构信号的时频图

Fig. 7 Time‑frequency diagram of signal reconstructed by 
TSVD method
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失真，这是因为 ITSVD 方法只是寻找逼近真值的

最优表达，当噪声对原始信号造成严重干扰时，

ITSVD 算法不能完全将信号恢复到真实状态。综

合分析可得，ITSVD 方法能够有效改善波形失真

问题。

由此，将 ITSVD 与 AR‑EWT 算法相结合，可以

为 EWT 算法的边界定位困难、模态重构失真问题

提供一种新的有效解决方案：ITSVD‑EWT 算法。

ITSVD‑EWT 算法流程如图 10 所示：

（1）分别计算原始信号的 AR 功率谱和傅里

叶谱；

（2）在 AR 功率谱上定位模态成分位置及边界；

（3）基于边界，在傅里叶谱上建立 Meyer小波滤

波器组；

（4）利用滤波器组分离各单模态成分；

（5）构建单模态成分 Hankel矩阵；

（6）采 用 ITSVD 方 法 对 各 Hankel 矩 阵 进 行

优化；

（7）基于优化的 Hankel 矩阵重构时间序列得到

各模态信号。

4　含结合面机械结构冲击响应实验

结合面法向刚度和阻尼对含结合面的机械结构

的动力学特性有重要影响［18‑19］，将 ITSVD‑EWT 算

法应用于含结合面机械结构模型的参数辨识实验

中，对所提算法在模态分离重构中的效果进行研究。

为研究便利，对机械结构模型进行简化，模型仅由三

个铝合金圆盘构成，圆盘之间由螺栓预紧力作用形

成 2 个紧密连接的结合面。为避免弯矩等的干扰，

铝合金块厚度设计为 28 mm，实验现场如图 11 所

示。传感器安装于铝合金圆盘Ⅰ的端面中心，最高

采样频率为 50 kHz，采集系统为 LMS 公司设备，如

图 12 所示。为验证算法效果，直接对采集的法向振

动原始信号进行分析。

用扭矩扳手拧紧螺母，螺栓扭矩为 3 N·m。采

用人工锤击，获得的冲击响应时间序列数据如图 13
所示，经过低通滤波后的频谱如图 14 中蓝色实线所

图 12 振动信号采集仪

Fig. 12 Acquisition device for vibration signal

图 13 冲击响应时间序列

Fig. 13 Time series of pulse response

图 9 ITSVD 算法重建的单成分信号

Fig. 9 The single component waveforms reconstructed by 
ITSVD algorithm

图 10 ITSVD‑EWT 算法流程图

Fig. 10 Flow chart of ITSVD‑EWT algorithm

图 11 由三个铝合金块连接构成的机械结构模型及实验

现场

Fig. 11 The mechanical structure model composed by three 
aluminum alloy blocks connected and experiment 
scene
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示。可以看到，由于软性支撑材料为泡沫，而铝合金

自身刚度大，刚体模态频率非常弱，与 10 kHz以上的

结构频率分离很远，也证明了本实验采用软性支撑方

式是合适的。从图 14中的傅里叶谱可见，10~25 kHz
的频率段有较多的模态成分。采用 AR‑EWT算法对

信号进行处理，得到的 AR 功率谱如图 15 所示，可见

谱线比傅里叶谱平滑很多。基于 AR 功率谱得到的

频谱边界如图 14 中虚线所示，可见频谱中的各个模

态峰得到了有效分离。

分离重构的前 3 阶模态如图 16 所示。继承

EMD 方法的表述，分离的单成分模态标注为本真模

态函数（IMF），可见前 3 阶模态指数衰减形态受损，

明显会影响阻尼等参数的识别。

采用 ITSVD 方法对前 3 阶模态进行优化，得到

的结果如图 17 所示，可见指数衰减形态得到了比较

好的恢复。

采用半功率带宽法对AR‑EWT与 ITSVD‑EWT
算法得到的模态时序数据进行计算，如图 18 所示，

其中圆形标记为模态峰值与半功率点位置。由

AR‑EWT 分离得到的 3 个模态的频谱如图 18 中虚

线 所 示 ，频 谱 形 态 都 有 不 同 程 度 的 失 真 。 由

ITSVD‑EWT 重构后的模态频谱如图 18 中实线所

示，频谱形态没有明显失真。采用半功率带宽法得

到的频率和阻尼参数标注于相应模态峰附近，ξ0 为

由 AR‑EWT 得到的阻尼比，ξ1 为由 ITSVD‑EWT
得到的阻尼比。可见，两种方法得到的模态频率相

同，IMF3，IMF1的阻尼比相同，但 IMF2阻尼比明显不

同，因为由 AR‑EWT 得到的 IMF2出现了较大的形态

失真，导致频谱被干扰。综合评判，ITSVD‑EWT 算

法可以得到更准确的 IMF 波形和模态频谱，从而有

助 于 获 得 更 准 确 的 模 态 参 数 ，本 文 所 提 出 的

ITSVD‑EWT 算法是有效的，具有对含结合面机械

结构工作模态参数进行准确辨识的潜力。

5　结  论

模态分离与重构问题关系着机械结构模态参数

辨识的精度。经验小波变换（EWT）算法可以有效

分 离 出 机 械 结 构 的 模 态 成 分 ，改 进 的 算 法 如

AR‑EWT 算法甚至可以从强噪声背景中有效分离

模态成分。然而，目前 EWT 算法及相关改进方法

仍面临重构失真的问题，因为噪声成分、滤波器重

叠、临近模态干涉等因素会干扰模态重构。针对该

问题，本文研究了 TSVD 方法在模态重构中的应

用 ，并 提 出 改 进 基 于 迭 代 截 断 奇 异 值 分 解 的

图 15 AR 功率谱

Fig. 15 AR power spectrum

图 18 AR‑EWT 算法与 ITSVD‑EWT 算法模态频谱图

Fig. 18 The mode frequency spectrum diagram of AR‑EWT 
and ITSVD-EWT algorithm

图 14 探测到的频谱边界

Fig. 14 The detected boundaries of Fourier spectrum

图 16 AR‑EWT 算法分离重构的前 3 阶模态

Fig. 16 The first three modes separated and reconstructed by 
AR‑EWT algorithm

图 17 ITSVD‑EWT 算法对前 3 阶模态的重构结果

Fig. 17 The first three modes reconstructed by ITSVD‑EWT 
algorithm
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ITSVD‑EWT 算法。在仿真信号与含结合面机械

结构模型振动响应信号中的应用结果表明：

（1）ITSVD 方法充分利用了 Hankel 矩阵的保

形优化特性，能够有效克服模态失真影响，可以实现

更高精度的模态重构。

（2）ITSVD‑EWT 算法利用了 AR‑EWT 算法的

抗噪特性和模态定位分离能力，并有效克服了以往

方法的模态失真和残余噪声干扰问题，能够更好地

分离重构机械结构模态成分。

本实验仅对含结合面的简易机械结构模型进行

振动信号处理实验，后续研究将利用所提算法对更

复杂机械结构结合界面的参数预示、工作模态辨识

等展开深入研究。
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Application of iterative singular value method in mode seperation and 
reconstruction of mechanical structure

LUO Zhi‑jun1，2， TIAN Gui3， YAN Shao‑ze1

（1.State Key Laboratory of Tribology， Department of Mechanical Engineering， Tsinghua University， Beijing 100084， China；
2.PhD Innovation Workstation of Unit 96963 of China People’s Liberation Army， Beijing 100084， China；

3.Department of Avionics and Weapon Engineering， Army Aviation Institute， Beijing 101123， China）

Abstract: Complex multi‑mode signals can be decomposed into single mode components using time‑frequency decomposition tech‑
nology. This allows for the use of a simple and reliable single mode identification method to identify the complex modal signals of 
mechanical structure. Empirical wavelet transform (EWT) method can effectively decompose the modes, and some revised meth‑
ods even can overcome the strong noise. However, when reconstructing the modes, the reconstructed mode could be distorted due 
to overlapping filters and closely spaced components. Focusing on the problem of mode decomposition and reconstruction, this pa‑
per analyzes the problem of distorted reconstructed mode of EWT method, proposes a revised method based on the Iterative Trun‑
cated Singular Value Decomposition (ITSVD) method, and applies this new method to both the synthesis signal and the experimen‑
tal signal from the vibration response of a mechanical structure model with a joint surface. The results suggest that the proposed 
ITSVD‑EWT method is more effective in mode decompose and reconstruction.

Key words: parameter identification；empirical mode decomposition； mechanical structure； empirical wavelet transform；iterative 
truncated singular value decomposition
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