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摘要 : 递推最小二乘（Recursive Least Squares， RLS）算法因其简单、快速的特点，在微振动自适应控制领域被广泛

应用。由于微振动主动控制系统中扰动环境的特殊性及复杂性，需要重点考虑微振动控制中所采用的参数自适应

算法在参数估计过程中的鲁棒性。针对多输入多输出（Multiple Input Multiple Output， MIMO）微振动主动控制系

统，基于无限冲激响应（Infinite Impulse Response， IIR）滤波器，提出一种结合死区和归一化的 MIMO 鲁棒参数自适

应算法，并给出其详细的算法推导与收敛性分析。在此基础上，通过构建三自由度微振动主动振动控制实验系统，

针对单频窄带扰动、双频窄带扰动展开了对比实验分析，相关的实验结果验证了所提出鲁棒参数自适应算法的可行

性和鲁棒性。
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引  言

结构微振动在航天、精密制造等领域中会产生

不可忽视的负面影响，尤其是当各种性能优异的轻

质航天复合材料被大量地引入到航天工业中之后，

会更加剧空间装置和构件的微振动扰动。空间望远

镜、高分辨率相机等航天精密设备对工作环境有着

极高的稳定性要求。因此，针对航天器的高精密载

荷结构微振动主动控制的研究一直在持续［1⁃2］。目

前针对结构微振动所采用的主动控制方法中，自适

应控制方法是最为常用且有效的一类［3］。

自适应控制方法的抑振效果与其所采用的参数

自适应算法息息相关。目前常用方法可以分为基于

信号处理领域的方法和基于现代控制理论的方

法［4⁃5］，前 者 的 典 型 算 法 是 最 小 均 方（Least Mean 
Square， LMS）算法，后者的典型算法是递推最小二

乘（Recursive Least Squares， RLS）算法。基于自适

应滤波器设计的参数自适应算法理论与应用研究，

一直是近年来相关技术领域的研究热点。

LMS 算法是在维纳滤波的基础上，采用最速下

降法的思想发展而来的，因其算法结构简单、运算量

小、鲁棒性较好，被广泛应用在各种场合。但同时，

LMS 算法本质上是一种高度非线性的算法，应用该

算法进行瞬态分析十分困难，且其收敛速度相对较

慢，对高斯过程过分依赖［6⁃7］。

相比于 LMS 算法，RLS 算法是一种基于最小二

乘的快速参数自适应算法，具有更快的收敛速度，其

收敛性能与输入信号的频谱无关，鲁棒性强，但其存

在数值不稳定以及计算复杂度较高的问题［8⁃9］。随

着数字处理器技术的发展，RLS 算法的计算复杂度

问题也逐步得到了解决，扩大了 RLS 算法及其各种

改进型算法的应用范围。

针对 RLS 算法的不足，学者们也开展了相关研

究。高鹰［10］基于最小二乘准则，设计实现了一种改

进 RLS 参数自适应算法，规避了原有算法需要递推

估计来更新自相关矩阵的逆，提升了收敛速度；

Amiri 等［11］提出一种量化输入 RLS 算法，提升了算

法的跟踪性能；Mohammed 等［12］提出一种改进 RLS
算法，有效提升算法收敛速度，并将其应用于噪声控

制中，取得较好效果；Eksioglu 等［13］提出一种凸正则

化 RLS 算法，在稀疏系统中取得比常规 RLS 算法更

好的抑振效果；Zhang 等［14］基于最大相关熵准则提

出一种鲁棒 RLS 参数自适应算法，在稀疏系统的识

别中取得良好效果，并在冲击噪声下有较强鲁棒性。

而具体到结构振动主动控制应用中，当前应用于

结构振动自适应控制领域的 RLS 参数自适应算法大

都未能考虑到其本身的鲁棒性，尤其是面向多输入多
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输出（Multiple Input Multiple Output， MIMO）结构振

动主动控制系统的 RLS算法鲁棒性改进并未见到。

事实上，通常在参数自适应算法的实施过程中，

一般都作了一些假设：假设参数自适应算法所调节的

自适应滤波器的阶数能够完全描述真实系统；假设外

界的扰动都是具有零均值的随机信号；假设对象参数

都是常数；假设参数的值域都是不受限制的等等。在

实际系统的辨识或者是自适应控制应用中的参数自

适应过程，上述的假设并不一定全部满足。尤其在结

构微振动主动控制中，由于所面临扰动环境的复杂

性，需要考虑振动控制中所采用的参数自适应算法在

参数估计过程中的鲁棒性，具体地讲，需要保证参数

自适应算法在自适应过程中回归向量的有界性。

为了进一步改善MIMO结构振动自适应控制系统

中参数自适应算法自身的鲁棒性能，继而提升相关自适

应控制方法的抑振性能，本文首先给出了多输入多输出

递推最小二乘（Multiple Input Multiple Output ⁃Recur⁃
sive Least Squares， MIMO⁃RLS）算法的详细推导过

程及算法分析；在此基础上，基于死区和归一化手

段，提出一种鲁棒改进的递推最小二乘算法，暂命名

为多输入多输出死区归一化递推最小二乘（Multi⁃
ple Input Multiple Output⁃Deadzone and Normaliza⁃
tion Recursive Least Squares， MIMO⁃ DNRLS）算

法，并给出其收敛性分析。构建一套三自由度微振

动主动控制原理性实验系统，基于该三自由度微振

动主动控制实验系统，进行典型扰动下的实验验证，

对比验证本文改进算法的抑振效果。

1　MIMO‑RLS算法

1. 1　算法推导

考虑如下式所示具有 M 个输入 N 个输出的 MI⁃
MO 系统：

y ( t + 1 )= -A* ( z-1 ) y ( t )+ z-dB* ( z-1 ) u ( t )=
                       θTφ ( t ) （1）
式中  t为时间；z为离散系统中的延迟因子；系统输

入向量 u ( t )和输出向量 y ( t )分别如下式所示：

u ( t )=[ u1 ( t )  u2 ( t )  ⋯  uM ( t ) ]T ∈ RM （2）
y ( t )=[ y1 ( t )  y2 ( t )  ⋯  yN ( t ) ]T ∈ RN （3）

A* ( z-1 )和 B* ( z-1 )为矩阵多项式：

A( z-1 )= A 1 z-1 + A 2 z-2 + ⋯ + A nA
z-nA =

z-1A* ( z-1 )，A i ∈ RN × M （4）
B ( z-1 )= B 1 z-1 + B 2 z-2 + ⋯ + B nB

z-nB =
z-1B* ( z-1 )，B i ∈ RN × M （5）

θ表示系统参数矩阵，φ ( t )表示系统回归向量，

具体如下式所示：

θ=[ A 1  ⋯  A nA
  B 1  ⋯  B nB

]T ∈ R ( NnA + MnB )× N （6）
φ ( t )=[-yT ( t )  ⋯  -yT ( t - nA + 1 )  uT ( t - d )  
               ⋯  uT ( t - d - nB + 1 ) ]T ∈ RNnA + MnB （7）
式中  nA 和 nB 表示矩阵多项式的阶数；d 表示系统

的整数延迟。

采用 RLS 算法对式（1）所示的 MIMO 系统进行

参数估计，即可推导得到 MIMO⁃RLS 算法。对于

MIMO 系统，定义极小化损失函数：

J ( t )
θ̂ ( t )

= 1
t ∑

i = 1

t

 y ( i )- θ̂T ( t )φ ( i )
2

（8）

式中  θ̂ ( t )为参数估计矩阵，具体如下式所示：

θ̂ ( t )=[ Â 1 ( t ) ⋯ Â nA
( t ) B̂ 1 ( t ) ⋯ B̂ nB

( t ) ]T ∈
              R ( NnA + MnB )× N （9）
系统先验可调预测输出向量如下式所示：

ŷ0 ( t + 1 )= ŷ0 ( t + 1|θ̂ ( t ) )= θ̂T ( t )φ ( t ) （10）
系统先验预测误差向量如下式所示：

ε0 ( t + 1 )= y ( t + 1 )- ŷ0 ( t + 1 ) （11）
系统后验可调预测输出向量如下式所示：

ŷ ( t + 1 )= ŷ ( t + 1|θ̂ ( t + 1 ) )= θ̂T ( t + 1 )φ ( t )  （12）
系统后验预测误差向量如下式所示：

ε ( t + 1 )= y ( t + 1 )- ŷ ( t + 1 ) （13）
参数自适应算法具有如下式所示结构：

θ̂ ( t + 1 )= θ̂ ( t )+ f ( θ̂ ( t )，φ ( t )，ε0 ( t + 1 ))  （14）

参数估计矩阵的修正项 f ( θ̂ ( t )，φ ( t )，ε0 ( t +

1 ))按照式（8）所示的最小化准则去调节参数估计

矩阵。

由
∂J ( t )
∂θ̂ ( t )

=- 2
t ∑

i= 1

t

[ y ( i )- θ̂T ( t )φ ]( i- 1 ) φ（i-

1）=0 可以得到最小化准则条件下的参数估计矩

阵 θ̂ ( t )。
根据

[ θ̂T ( t )φ ( i - 1 )]φ ( i - 1 )= φ ( i - 1 )φT ( i - 1 ) θ̂ ( t )

（15）
可得：

∑
i = 1

t

[φ ( i - 1 )φT ( i - 1 )] θ̂ ( t )= ∑
i = 1

t

y ( i )φ ( i - 1 )

（16）
则：

θ̂ ( t )= é

ë
ê
êê
ê∑

i = 1

t

φ ( i - 1 )φT ( i - 1 )ù
û
úúúú

-1

∑
i = 1

t

y ( i )φ ( i - 1 )

（17）

令 F ( t )= é

ë
ê
êê
ê∑

i = 1

t

φ ( i - 1 )φT ( i - 1 )ù
û
úúúú

-1

，则有：
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θ̂ ( t )= F ( t ) ∑
i = 1

t

y ( i )φ ( i - 1 ) （18）

将式（17）进一步演化为递推形式，可得如下所

示的形式：

θ̂ ( t + 1 )= θ̂ ( t )+ F ( t + 1 )φ ( t ) εT ( t + 1 )  （19）
其中：

F-1 ( t + 1 )= F-1 ( t )+ φ ( t )φT ( t ) （20）

ε ( t + 1 )= ε0 ( t + 1 )
1 + φT ( t )F ( t )φ ( t )

（21）

ε0 ( t + 1 )= y ( t + 1 )- θ̂T ( t )φ ( t ) （22）
为了提升算法收敛的适应性，式（20）所示的

F-1 ( t + 1 ) 可 以 通 过 两 个 加 权 系 数 0 < λ1 ≤ 1 和

0 ≤ λ2 < 2 扩展为：

F-1 ( t + 1 )= λ1 ( t )F-1 ( t )+ λ2 ( t )φ ( t )φT ( t )  （23）
进一步地，为了避免求逆运算，可将式（23）表示

为如下式所示的等价形式：

F ( t + 1 )= 1
λ1 ( t )

⋅⋅

é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úF ( t )- F ( t )φ ( t )φT ( t )F ( t )
λ1 ( t )
λ2 ( t )

+ φ ( t )F ( t )φT ( t )
（24）

为 了 确 保 算 法 的 稳 定 性 ，实 际 使 用 中 会 对

MIMO⁃RLS 算法中的 φ ( t )经过渐进稳定预置滤波

器 L ( z-1 )滤波处理。通过对加权系数 λ1 ( t )和 λ2 ( t )
取值的多种选择组合，得到不同的自适应功能增益

演化过程及误差指标的参数自适应调节最小化过

程，具体取值方式如表 1 所示。

1. 2　算法分析

作一个简单的定性分析，假设一个系统如下式

所示：

y ( t + 1 )= θTφ ( t )+ ω ( t + 1 ) （25）
式中  ω ( t + 1 )为扰动信号向量或者是未建模部分

对系统输出的影响。

考虑式（19）~（22）所示的参数自适应算法，并

定义：

θ͂ ( t )= θ̂ ( t )- θ （26）
可以得到：

θ̂ ( t + 1 )= θ̂+ F ( t )φ ( t ) [-φT ( t ) θ͂ ( t + 1 )+
ω ( t + 1 ) ] （27）

在式（27）两边同时减去 θ，得到：

[ In + F ( t )φ ( t )φT ( t )- In z-1 ] θ͂ ( t + 1 )=
F ( t )φ ( t )ω ( t + 1 ) （28）

其中，In + F ( t )φ ( t )φT ( t )的特征值满足：

λi [ In + F ( t )φ ( t )φT ( t ) ]-1 ≤ 1；  i = 1，…，n  （29）
式中  n = dim θ，In 为单位矩阵。

式（28）的等效反馈系统如图 1 所示。图 1 中，

F ( t )φ ( t )ω ( t + 1 )为式（28）所示系统的外源输入，

因此，F ( t )φ ( t )ω ( t + 1 ) 的有界性是保证 θ͂ ( t + 1 )
的有界性的一个必要的条件。然而，即使当 φ ( t )和

表 1 自适应增益选择

Tab. 1 The choice of adaptive gain

名称

固定遗忘因子

可变遗忘因子

恒定迹

恒定迹与标准

MIMO⁃RLS 切换

恒定迹与可变遗忘因子

切换

取值

λ1 ( t )= λ1; 0 < λ1 < 1   
λ2 ( t )= λ2 = 1

λ1 ( t )= λ0 λ1 ( t - 1 )+ 1 - λ0; 0 < λ0 < 1   
λ2 ( t )= λ2 = 1

trF ( t + 1 )= 1
λ1 ( t )

tr
é

ë

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úF ( t + 1 )- F ( t )φ ( t )φT ( t )F ( t )
λ1 ( t )
λ2 ( t )

+ φT ( t )F ( t )φ ( t )
= trF ( t )

当 trF ( t ) ≤ nFSI;  FSI = 0.1,⋯,4 时，标准 MIMO⁃RLS 切换为恒定迹

当 trF ( t ) ≤ nFSI;  FSI = 0.1,⋯,4 时，可变遗忘因子切换为恒定迹

适用情况

慢时变系统

稳态系统

时变系统

无参数初始信息的

时变系统

无参数初始信息的

时变系统

注：λ0 为 λ1 迭代的调节因子；FSI 为初始增益。

图 1 具有扰动情况下参数自适应算法的等效反馈系统

Fig. 1 Equivalent feedback system of the parameter adaptive 
algorithm under disturbance
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ω ( t + 1 ) 都是有界的，也不能够保证 θ͂ ( t + 1 ) 的有

界性。因为，当序列 φ ( t )φT ( t )并非为持续激励时，

图 1 所示系统相当于一个积分器。此时，如果序列

F ( t )φ ( t )ω ( t + 1 )的均值不为零，系统参数将会发

生偏移。因此，自适应算法需要保证下面两个条件

成立：φ ( t )和 ω ( t + 1 )都是有界的；θ̂ ( t + 1 )在非持

续激励的情况下也是有界的。下面通过引入定理 1
进一步对上述分析作定量分析。

定理 1  假设系统可以用式（25）所示的模型描

述，系统可调参数模型具有式（10）和（12）所示的

形式。

假设参数自适应算法具有如下式形式：

θ̂ ( t + 1 )= θ̂ ( t )+ F ( t + 1 )φ ( t ) εT ( t + 1 )；
F-1 ( t + 1 )= λ1 ( t )F-1 ( t )+ λ2 ( t )φ ( t )φT ( t )；

                              λ1 ( t )≡ 1， 0 ≤ λ2 ( t ) < 2；

ε ( t + 1 )= y ( t + 1 )- ŷ0 ( t + 1 )
1 + φT ( t )F ( t )φ ( t )

。

那么，可得到如下结论：

θ͂T ( N + 1 )F-1 ( t + 1 ) θ͂ ( N + 1 )+

∑
t = 0

N

[ 1 + φT ( t )F ( t )φ ( t ) ] ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 ) ≤

θ͂T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+ ∑
t = 0

N

ω ( t + 1 )ωT ( t + 1 ) （30）

∑
t= 0

N

ε ( t+ 1 ) εT ( t+ 1 )≤

∑
t= 0

N

[ 1+φT ( t )F ( t )φ ( t ) ] ε ( t+ 1 ) εT ( t+ 1 )≤

c1 + c2∑
t= 0

N

ω ( t+ 1 )ωT ( t+ 1 )， 0≤ c1 < ∞，0≤ c2 < ∞

（31）
如果， ω ( t + 1 ) < Ω，∀t ≥ 0， 0 ≤ Ω < ∞，则：

1
N ∑

t = 0

N

 ε ( t + 1 ) 2 ≤ 1
N ∑

t = 0

N

[ 1 + φT ( t )F ( t )φ ( t ) ] ⋅

 ε ( t + 1 ) 2 ≤ c2 Ω 2 + c1 N；0 ≤ c1 < ∞，0 ≤ c2 < ∞
（32）

证明：首先讨论当 λ2 ( t )= 0 的情况，此时，参数

自适应算法的增益矩阵 F ( t )= F ( 0 )= F。

∑
t = 0

N

θ͂T ( t + 1 )φ ( t ) εT ( t + 1 )=

1
2 θ͂

T ( N + 1 )F-1 θ͂ ( N + 1 )- 1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 θ͂ ( 0 )+

1
2 ∑

t = 0

N

φT ( t )Fφ ( t ) ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 ) （33）

ε ( t + 1 )= y ( t + 1 )- ŷ ( t + 1 )= - θ͂T ( t + 1 )⋅
φ ( t )+ ω ( t + 1 ) （34）

因此：

∑
t = 0

N

[ θ͂T ( t + 1 )φ ( t ) ] εT ( t + 1 )=

∑
t = 0

N

[ ω ( t + 1 )- ε ( t + 1 ) ] εT ( t + 1 )=

∑
t = 0

N

ω ( t + 1 ) εT ( t + 1 )- ∑
t = 0

N

ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 ) （35）

对于任意一个 β > 0（β 为常量因子），由式（35）
可以得到：

ω ( t + 1 ) εT ( t + 1 ) ≤ β
2 ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )+

        1
2β
ω ( t + 1 )ωT ( t + 1 ) （36）

继而有：

∑
t = 0

N

[ θ͂T ( t + 1 )φ ( t ) ] εT ( t + 1 ) ≤

( β
2 - 1 ) ∑

t = 0

N

ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )+

1
2β ∑

t = 0

N

ω ( t + 1 )ωT ( t + 1 ) （37）

结合式（33）和（37），可以得到：

( β
2 - 1 ) ∑

t = 0

N

ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )+ 1
2β ∑

t = 0

N

ω ( t + 1 )⋅

ωT ( t + 1 )≥ 1
2 θ͂

T ( t + 1 )F-1 θ͂ ( t + 1 )-

1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 θ͂ ( 0 ) （38）

从而：

1
2 θ͂

T ( t + 1 )F-1 θ͂ ( t + 1 )+

∑
t = 0

N ì
í
î

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú1 - β

2 + 1
2 φ

T ( t )Fφ ( t ) ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )-

ü
ý
þ

1
2β
ω ( t + 1 )ωT ( t + 1 ) ≤ 1

2 θ͂
T ( 0 )F-1 θ͂ ( 0 ) （39）

令 β = 1，可以得到：

1
2 θ͂

T ( t + 1 )F-1 θ͂ ( t + 1 )+

1
2 ∑

t = 0

N

{[ 1 + φT ( t )Fφ ( t ) ] ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )-

}ω ( t + 1 )ωT ( t + 1 ) ≤ 1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 θ͂ ( 0 ) （40）

将式（40）整理后可以得到式（30），式（31）是

式（30）在 θ̂T ( )t F-1 θ̂ ( )t ≥ 0 条件下的结果。

下面讨论当 λ2 ( t )≠ 0 的情况，此时，式（33）有

如下形式：

∑
t = 0

N

[ θ͂T ( t + 1 )φ ( t ) ] εT ( t + 1 )=

1
2 θ͂

T ( N + 1 )F-1 ( N + 1 ) θ͂ ( N + 1 )-

1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+

240



第  2 期 方昱斌，等： 鲁棒参数自适应微振动控制算法

1
2 ∑

t = 0

N

φT ( t )F ( t )φ ( t ) ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )-

1
2 ∑

t = 0

N

λ2 ( t ) [ θ͂T ( t + 1 )φ ( t ) ] [ θ͂T ( t + 1 )φ ( t ) ]T （41）

通过式（34），（35）及式（41），可以得到：

∑
t=0

N

ω ( t+1 ) εT ( t+1 )-∑
t=0

N

ε ( t+1 ) εT ( t+1 )=

1
2 θ͂

T ( N+1 )F-1 ( N+1 ) θ͂ ( N+1 )-

1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+

1
2 ∑

t=0

N

φT ( t )F ( t )φ ( t ) ε ( t+1 ) εT ( t+1 )-

1
2 ∑

t=0

N

λ2 ( t ) [ ω ( t+1 )-ε ( t+1 ) ] [ ω ( t+1 )-ε ( t+1 ) ]T

（42）
整理后得到：

∑
t = 0

N

[ ]1 - λ2 ( t ) ω ( t + 1 ) εT ( t + 1 )- ∑
t = 0

N é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1 - λ2 ( t )

2 ⋅

ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )+ ∑
t = 0

N λ2 ( t )
2 ω ( t + 1 )ωT ( t + 1 )=

1
2 θ͂

T ( N + 1 )F-1 ( N + 1 ) θ͂ ( N + 1 )-

1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+ 1
2 ∑

t = 0

N

φT ( t )F ( t )φ ( t ) ⋅

ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 ) （43）
通过式（36）可以得到：

1
2 θ͂

T ( N+1 )F-1 ( N+1 ) θ͂ ( N+1 )+∑
t=0

N ì
í
î

é

ë
ê
êê
ê1- λ2 ( t )

2
ù

û
úúúú-

[ ( 1-λ2 ( t )] β
2 + 1

2 φ
T ( t )F ( t )φ ( t )

ü
ý
þ
ε ( t+1 ) εT ( t+1 )≤

1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+

∑
t=0

N ì
í
î
[ ( 1-λ2 ( t )] 1

2β
+ λ2 ( t )

2
ü
ý
þ
ω ( t+1 )ωT ( t+1 )（44）

当 β = 1 时，

1
2 θ͂

T ( N + 1 )F-1 ( N + 1 ) θ͂ ( N + 1 )+

1
2 ∑

t = 0

N

[ ( 1 +φT ( t )F ( t )φ ( t ) ] ε ( t + 1 ) εT ( t + 1 )≤

1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+ 1
2 ∑

t = 0

N

ω ( t + 1 )ωT ( t + 1 )（45）

定理 1 得证。

2　MIMO‑DNRLS算法

2. 1　算法推导

通过参数自适应过程中的死区和归一化处理，

提升算法的参数鲁棒性，MIMO⁃DNRLS 算法的参

数自适应过程如图 2 所示。

假 设 系 统 对 象 可 以 表 示 为 如 下 式 所 示 的

MIMO 系统：

y ( t + 1 )= -A( z-1 ) y ( t )+
z-dB ( z-1 ) u ( t )+ ω ( t + 1 )=

θTφ ( t )+ ω ( t + 1 ) （46）
定义系统归一化输入输出变量为：

-
y ( t + 1 )= y ( t + 1 )

m ( t )
， -u ( t )= u ( t )

m ( t )
，

-
φ ( t )= φ ( t )

m ( t )
， -ω ( t )= ω ( t )

m ( t )
（47）

其中：

m ( t )= 1 + φ ( t ) （48）
基于归一化后的输入输出变量来更新参数估计

矩阵的过程中，通过参数自适应过程中的死区处理，

得到 MIMO⁃DNRLS 算法，具体如下式所示：

θ̂ ( t + 1 )= θ̂ ( t )+ α ( t )F ( t ) -φ ( t ) -ε T ( t + 1 )  （49）

F-1 ( t + 1 )= F-1 ( t )+-
φ ( t ) -φ T ( t ) （50）

-
ε ( t + 1 )=

-
y ( t + 1 )- ŷ0 ( t + 1 )
1 +-

φ
T ( t )F ( t ) -φ ( t )

（51）

α ( t )=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

1 ，  -
ε ( t + 1 ) >-

Δ ( t + 1 )

0 ，  -
ε ( t + 1 ) ≤-

Δ ( t + 1 )
（52）

其中：
-
Δ

2 ( t + 1 )= Δ2 ( t + 1 )+ σΔ ( t + 1 )， 
Δ ( t )> 0，σ > 0 （53）

Δ ( t + 1 )= d 2 +  d 1

m ( t )
≥ -

ω ( t + 1 ) （54）

式中  θ̂ ( t )，F ( t )，ŷ0 ( t )与前述 MIMO⁃RLS 算法中

的含义相同；
-
y ( t )，-u ( t )，-ε ( t )，-φ ( t )和-

ω ( t )分别为

归一化处理后的输出向量、输入向量、误差向量、回

图 2 MIMO⁃DNRLS 算法的参数自适应过程

Fig. 2 The parameter adaptive process of MIMO⁃DNRLS 
algorithm
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归向量和扰动向量；α ( t )为参数自适应算法进入死

区的判别因子。

2. 2　算法分析

引入定理 2 对 MIMO⁃DNRLS 算法进行收敛性

分析。

定理 2  假设系统对象可以表示为式（25）所示

的 MIMO 系统，假设：

 ω ( t + 1 ) 2 ≤ d 1 + d 2 η2 ( t )， 0 < d 1，  d 2 < ∞  （55）
其中：

η2 ( t )= μ2 η2 ( t - 1 )+ φ ( t )
2

（56）
式中  μ 为取值范围为（0，1）的调节因子。

考虑式（49）~（54）所示的 MIMO⁃DNRLS 算

法，则有：

（i） ∑
t = 0

∞

α ( t ) [  -
ε ( t + 1 )

2
--

Δ
2 ( t + 1 ) ] < ∞   （57）

（ii） lim
t → ∞

α ( t ) [  -
ε ( t + 1 )

2
--

Δ
2 ( t + 1 ) ]= 0  （58）

（iii） lim
t → ∞

sup -
ε ( t + 1 ) ≤-

Δ ( t + 1 ) （59）

（iv） θ͂T ( t )F-1 ( t ) θ͂ ( t ) ≤ θ͂T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 ) < ∞
（60）

（v） lim
t → ∞

sup ε ( t + 1 ) ≤-
Δ ( t + 1 ) m ( t ) （61）

（vi） F ( t )， θ͂ ( t )收敛 （62）
证明：

与定理 1 的证明思路相同，可以得到下式：

1
2 θ͂

T ( N + 1 )F-1 ( N + 1 ) θ͂ ( N + 1 )+ 1
2 α ( t )

{[ 1 + α ( t ) -φ T ( t )F ( t ) -φ ( t ) ]

} -
ε ( t + 1 )

2
- ω ( t + 1 ) 2 ≤

1
2 θ͂

T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 ) （63）

忽略多项式 α ( t ) -φ T ( t )F ( t ) -φ ( t ) 的影响，要

保证 θ͂T ( N + 1 )F-1 ( N + 1 ) θ͂ ( N + 1 )的有界性，则

需要避免：

 -
ε ( t + 1 )

2
- ω ( t + 1 ) 2 < 0 （64）

而根据 α ( t ) 的定义，可以排除这种情况，则由

式（63）可以得到式（57），继而也能得到式（58）。

又因为：

α ( t ) [  -
ε ( t + 1 )

2
--

Δ
2 ( t + 1 ) ]≥ 0 （65）

要得到式（59），需要 α ( t ) → 0。采用反证法，假

设 α ( t ) 不趋于 0，这就意味着存在一个时刻 ti 令

α ( ti )= 1。 此 时 ，式（57）和（58）都 不 满 足 ，这 与

式（63）相 矛 盾 ，所 以 有 lim
t → ∞

α ( t )= 0，故 而 得 到

式（59）和（60）。此时，根据归一化参数的定义可以

得到式（61）。

由式（50）可知，对于任意常向量 v有：

vTF ( t + 1 ) v≤ vTF ( t ) v （66）
因为：

F ( t + 1 )= F ( t )- α ( t ) λ2 ( t )F ( t )φ ( t )φT ( t )F ( t )
1 + α ( t ) λ2 ( t )φT ( t )F ( t )φ ( t )

（67）
F ( t )和 F-1 ( t )都是正定矩阵，则 vTF ( t ) v≥ 0

是非递增的，对于任意常向量 v收敛。

矩阵 F ( t ) 的元素 fi，j ( t ) 可以用 eT
i F ( t ) e j 表示，

其中，e i 是一个除去第 i 个元素为 1 其余皆为 0 的列

向量。将 eT
i F ( t ) e j 表示成为二次型：

eT
i F ( t ) e j =

( e i + e j )TF ( t ) ( e i + e j )- eT
i F ( t ) e i - eT

j F ( t ) e j

2
（68）

式（68）中都是 vTF ( t ) v的二次型项，所以 fi，j ( t )
对于任何 i和 j都是收敛的。

由式（63）可得：

θ͂T ( N + 1 )F-1 ( N + 1 ) θ͂ ( N + 1 ) ≤
θ͂T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+

∑
t = 0

N

α ( t ) [  -
ω ( t + 1 )

2
- -

ε ( t + 1 )
2
] （69）

由式（52）和（53）可以得到：

α ( t ) [  -
ω ( t + 1 )

2
- -

ε ( t + 1 )
2
] ≤

α ( t ) [ -Δ 2 ( t + 1 )- σΔ ( t + 1 )- -
ε

2 ( t + 1 ) ] ≤
-α ( t ) σΔ ( t + 1 ) （70）

将式（70）代入式（69），可以得到：

0 ≤ θ͂T ( N + 1 )F-1 ( N + 1 ) θ͂ ( N + 1 ) ≤

θ͂T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )- σ ∑
t = 0

N

α ( t ) Δ ( t + 1 ) （71）

因此：

1
σ
θ͂T ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )≥ ∑

t = 0

N

α ( t ) Δ ( t + 1 ) （72）

式（72）是 θ͂ ( t ) 收敛为一个常向量的一个必要

条件。

考虑：

F-1 ( t + 1 ) θ̂ ( t + 1 )=[ F-1 ( t )+ α ( t ) -φ ( t ) -φ T ( t ) ] ·

[ θ͂ ( t )+ α ( t )F ( t + 1 ) -φ ( t ) -ε 0 ( t + 1 ) ] （73）
其中：

-
ε

0 ( t + 1 )= -
y ( t + 1 )- θ̂T ( t ) -φ ( t )=

- θ͂T ( t )φ ( t )+-
ω ( t + 1 ) （74）

结合式（73）和（74）可以得到：

F-1 ( t + 1 ) θ͂ ( t + 1 )= F-1 ( t ) θ͂ ( t )+
α ( t ) -φ ( t ) -ω ( t + 1 )=

F-1 ( 0 ) θ͂ ( 0 )+ ∑
t = 0

N

α ( t ) -φ ( t ) -ω ( t + 1 ) （75）
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由 于 F ( t ) 是 收 敛 的 ，那 么 要 使 θ͂ ( t ) 收 敛 ，

式（75）等号右边的第二项需要收敛。根据文献［4］

中的结果：如果





 




∑

t = 0

∞

a ( i ) 对于任何序列 a ( i )都是有

界的，那么∑
t = 0

∞

a ( i )存在上界。具体到式（75）中为：






 




∑

t = 0

N

α ( t ) -φ ( t ) -ω ( t + 1 ) ≤

∑
t = 0

N

α ( t )  -
φ ( t )  -

ω ( t + 1 ) ≤

∑
t = 0

N

α ( t )  -
ω ( t + 1 ) ≤ ∑

t = 0

N

α ( t ) Δ ( t + 1 ) （76）

因为 -
φ ( t ) ≤ 1，结合式（72），有：

lim
N → ∞

∑
t = 0

N

α ( t ) Δ ( t + 1 ) ≤ 1
σ
θ͂ ( 0 )F-1 ( 0 ) θ͂T ( 0 )  （77）

因此，极限 lim
N → ∞

∑
t = 0

N

α ( t ) -φ ( t + 1 ) -ω ( t + 1 )存在，故

θ͂ ( t ) （或 θ̂ ( t )）收敛。

定理 2 得证。

3　微振动主动控制实验

为了验证本文所提 MIMO⁃DNRLS 算法在微振

动主动控制中的抑振效果，本文基于文献［15］中的

三自由度微振动主动隔振实验系统进行了相关的实

验对比验证。实验系统如图 3 所示。其中，微振动

实验结构采用压电堆叠为作动器，通过多个压电堆

叠及柔性铰链的装配，实现在两两垂直的 x，y，z 三
个方向上的微振动扰动环境模拟及微振动主动抑

制。其中，x，y 方向上的扰动及抑振最大位移为 27 
μm，z 方向上的扰动及抑振最大位移为 14 μm。在

该实验结构中，由于其作动方向两两垂直，不同方向

之间的作动耦合可以忽略。

由于功率放大器和压电堆叠作动能力的限制，

该结构目前仅能实现最高 40 Hz 的振动激励与抑

制。采用最高 40 Hz 的正弦扫频信号激励该实验结

构，图 4 分别给出了 x，y，z 三个方向的主通道频谱特

性。采用电容位移传感器采集载物台的振动响应，

同时，基于高性能计算机、D/A 和 A/D 板卡、信号调

理器和功率放大器等构建实验系统的测控系统。

实验中，分别采用幅值为 3 V、频率为 10 Hz 的
单频正弦信号和幅值为 3 V 的 10 Hz 正弦信号与幅

值为 3 V 的 25 Hz 正弦信号叠加构成的双频窄带信

号作为扰动激励。实验中，自适应滤波器采用目标

机能够负载的最高滤波器阶数（16 阶），选取可变

遗忘因子 λ1 ( 0 )= 0.99，λ0 = 0.99。实验中，采样频

率为 200 Hz，从实验时间 5 s 之后开始施加抑振算

法构成闭环控制。

通过实验，单频正弦扰动激励下 MIMO⁃RLS 算

法和 MIMO⁃DNRLS 算法的抑振时域效果分别如

图 5 和图 6 所示，对应的功率谱密度图分别如图 7 和

图 8 所示。双频窄带扰动激励下 MIMO⁃RLS 算法

和 MIMO⁃DNRLS 算法的抑振时域效果分别如图 9
和图 10 所示，对应的功率谱密度图分别如图 11 和

图 12 所示。

基于本节微振动主动控制实验结果可得出以下

结论：1）对于单频窄带扰动激励，MIMO⁃RLS 算法

图 3 三自由度微振动主动隔振实验系统

Fig. 3 Experimental setup of 3⁃DOF active micro⁃vibration control system

图 4 实验结构主通道频谱特性

Fig. 4 Spectral characteristics of primary path of the 
experimental structure
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与 MIMO⁃DNRLS 算法都可以快速取得较好的抑振

效果，两者对于扰动的抑制效果可达-50 dB。相比

图 10 双频正弦激励下 MIMO⁃DNRLS 算法控制时域图

Fig. 10 Control time domain diagram of MIMO⁃DNRLS 
algorithm under a double sine disturbance signal 
excitation

图 9 双频正弦激励下 MIMO⁃RLS 算法控制时域图

Fig. 9 Control time domain diagram of MIMO⁃RLS algo⁃
rithm under a double sine disturbance signal excitation

图 8 单频正弦激励下 MIMO⁃DNRLS 算法控制功率谱密度

Fig. 8 Power spectral density of MIMO⁃DNRLS algorithm 
under a single sine disturbance signal excitation

图 7 单频正弦扰动激励下MIMO⁃RLS算法控制功率谱密度

Fig. 7 Power spectral density of MIMO⁃RLS algorithm 
under a single sine disturbance signal excitation

图 6 单频正弦激励下 MIMO⁃DNRLS 算法控制时域图

Fig. 6 Control time domain diagram of MIMO⁃DNRLS algo⁃
rithm under a single sine disturbance signal excitation

图 5 单频正弦扰动激励下 MIMO⁃RLS 算法控制时域图

Fig. 5 Control time domain diagram of MIMO⁃RLS algo⁃
rithm under a single sine disturbance signal excitation
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而言，MIMO⁃DNRLS 算法收敛速度更快，在不到

0.5 s 的时间内即可达到稳态，在功率谱图中针对目

标频率取得接近-100 dB 的抑振效果。2）对于双频

窄带扰动激励，MIMO⁃RLS 算法与 MIMO⁃DNRLS
算法的抑振效果差别较大。MIMO⁃DNRLS 算法仍

能够快速达到稳态，而 MIMO⁃RLS 算法的抑振效果

差了很多。从功率谱密度图来看，MIMO⁃RLS 算法

在控制前后针对 10 Hz 频率的扰动仅有-6 dB 左右

的抑制效果，针对 25 Hz 频率的扰动几乎无抑制效

果；而 MIMO⁃DNRLS 算法针对双频扰动仍能够取

得接近-100 dB 的抑制效果。

为了具体量化相关算法的抑振效果，方便进行

对比，在本文中定义抑振效率如下式所示：

SA = 20lg ( var e ( i ) 2 var d ( i ) 2 ) （78）

式中  d ( i ) 为结构微振动主动控制算法施加前的

开环微振动残差向量；e ( i )为结构微振动主动控制

算法施加后的闭环微振动残差向量；SA 的单位为

dB。SA 为负值，意味着微振动得到抑制，反之则为

微振动增强；SA 越小，说明抑振效果越好。控制算

法的具体抑振效率如表 2 所示。

4　结  论

本文以 MIMO 微振动主动控制系统为研究对

象，基于 IIR 形式滤波器，给出了 MIMO⁃RLS 算法

与 MIMO⁃DNRLS 算法的详细推导与收敛性分析。

并通过所构建的三自由度微振动主动控制实验系统

验证了所提出的 MIMO⁃DNRLS 控制算法在实时微

振动控制系统中的可行性与有效性。通过两种典型

扰动环境的对比实验，证明了死区和归一化的改进

手段能够使得 MIMO⁃RLS 算法的收敛速度和抑振

效果都得到显著提升，这对于基于 RLS 算法的自适

应振动控制算法有着普遍意义。
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Micro‑vibration control algorithm with robust adaptive parameter

FANG Yu‑bin1， ZHU Xiao‑jin2， GAO Zhi‑yuan2， YANG Long‑fei1， ZHANG Xiao‑bing3
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Abstract: Recursive Least Squares algorithm is widely adopted in the field of micro-vibration adaptive control because of its sim ⁃
plicity and speed. Due to the particularity and complexity of the disturbance environment in the micro-vibration active control appli⁃
cation， the robustness of the parameter adaptive algorithm used in the micro-vibration control needs to be considered. For the Multi⁃
ple-Input Multiple-Output （MIMO） active vibration control system， this paper presents a MIMO robust parameter adaptive algo⁃
rithm based on an Infinite Impulse Response （IIR） filter. This robust parameter adaptive algorithm takes advantage of the dead 
zone and normalization. The deducing process and convergence analysis of the robust parameter adaptive algorithm are illustrated in 
detail. A 3-DOF real time micro-vibration control experimental platform has been constructed. Comparison are provided with sine 
disturbance， double sine disturbance and broadband disturbance. Experimental results confirm the feasibility and robust of the pro⁃
posed algorithm.

Key words: micro⁃vibration active control；parameter adaptive algorithm；multiple input multiple output；RLS；robust adaptive
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