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基于高阶剪切变形理论的功能梯度板
自由振动分析简化模型
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摘要 : 基于高阶剪切变形理论提出了一种功能梯度板自由振动分析的简化模型，该简化模型最显著的特点是适用

于功能梯度板的振动分析，且不需要剪切修正。相比于其他具有更多未知变量的剪切变形理论，本文提出的简化模

型只包含一个控制方程，极大地减少了计算量。基于该简化模型研究了功能梯度矩形板在简支边界条件下的自由

振动，并与其他已有文献进行了比较。结果表明，本文提出的简化模型在分析功能梯度板的自由振动行为时简单且

精确。此外，文中还通过多个数值算例分析讨论了不同的梯度指数、长宽比和边厚比对功能梯度板自由振动行为的

影响。
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引  言

功能梯度材料通常由金属和陶瓷材料制成，但

这两种材料并不是简单地堆叠层合，而是沿厚度方

向呈梯度分布。这种特殊的构造给予了功能梯度材

料不同于其他层合材料的优秀性能，因此功能梯度

材料在核电、航空、土木工程、机械制造等领域被广

泛使用。

诸多板理论可用于功能梯度材料的力学行为分

析，其中最简单的是经典板理论［1‑4］，它只包含 3 个变

量，但是由于忽略了剪切变形和法向变形，所以经典

板理论只适用于分析特别薄的板。为了考虑剪切变

形效应，Mindlin［5］开发了一阶剪切变形板理论。但

一阶剪切变形板理论局限于“横向切应力沿厚度方

向为常量”假设，不能够满足板顶面和底面上的零剪

应力边界条件，因此在使用时需引入一个取决于几

何 参 数 、载 荷 和 边 界 条 件 等 因 素 的 剪 切 修 正 系

数［6‑7］。对于功能梯度材料这种性质不均匀的材料，

确定最适合的剪切修正系数仍旧是一项挑战。基于

改善经典板理论和一阶剪切变形板理论的目的，众

多包含不同数目未知数的高阶剪切变形理论［8‑14］被

提出。这些高阶剪切变形板理论不需要剪切修正，

与三维解的结果相近，但这些理论中包含的未知量

数目太多，所以计算量非常大。为了减少板理论中

的未知量数目，Senthilnathan 等［15］通过将横向位移

分为弯曲部分和剪切部分，并作出进一步假设，提出

了精化板理论（RPT）。把位移分成弯曲和剪切部

分不仅减少了未知数，而且有助于分辨出剪切和弯

曲对总变形的贡献。RPT 已经被广泛应用于功能

梯 度 梁［16］、功 能 梯 度 板［17‑18］、石 墨 烯 纳 米 片 增 强

板［19‑20］和碳纳米管增强板［21］的力学分析，大量的研

究已经验证了 RPT 的便捷性和准确性。用于自由

振动分析时 RPT 的位移场中只包含 2 个未知变量，

且不需要剪切修正。

为了进一步减少未知量，Shimpi［22］首先对 RPT
做了进一步简化，引入了“剪切位移对弯曲力矩没

有贡献”的假设，将位移公式中的未知量缩减到了

一个。 Endo 等［23‑24］、Senjanovic' 等［25‑26］以及 Shimpi
等［27］基于“剪切位移对弯曲力矩没有贡献”的假设，

各自提出了单变量剪切变形板理论。然而，他们提

出的位移场中的惯性相关项来自于一阶剪切变形

板理论，也就是说这些单变量理论［23‑27］与一阶剪切

变形板理论一样，仍旧存在“横向切应力沿厚度方

向为常量”假设，需要剪切修正。Thai 等［28］和 Vinh
等［29］基于 RPT 对各向同性板以及功能梯度板使用

剪切应变函数提出了单变量板理论，这样就避免了

“横向切应力沿厚度方向为常量”的问题，不须引入

剪切修正系数，但他们的理论仍旧基于“剪切位移

对弯曲力矩没有贡献”的假设，而这一基本假设是
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在缺乏解释的情况下作出的［30］。为了解决这个问

题，Nguyen 等［30］基于 RPT 提出了一种单变量理

论，用于各向同性板和功能梯度板的静力分析。该

单变量板理论并未采用“剪切位移对力矩没有贡

献”假设，且通过引入剪切应变函数避免了“横向切应

力沿厚度方向为常量”的问题，因此无需剪切修正。

本文沿用 Nguyen 等［30］的思路，在位移场中包含

2 个未知量的 RPT［15］基础上使用三维弹性理论将

RPT 位移场中的未知量缩减为 1 个，并将该简化模

型应用于 FGM 板的自由振动分析。本文提出的简

化模型优于其他单变量理论之处在于引入了剪切应

变函数以避免剪切修正系数的选取，且摒弃了“剪切

位移对弯曲力矩没有贡献”这一假设，并考虑了面内

应力与横向位移之间的耦合。通过与已有文献的比

较，验证了本文所提出的简化模型的简便性和准确

性。此外，本文还通过多个数值算例分析讨论了梯

度指数、长宽比和边厚比对简支功能梯度板自由振

动固有频率的影响。

1　材料性质

考虑如图 1 所示的功能梯度矩形板，顶部是陶

瓷，底部是金属，长、宽和高分别为 a，b 和 h。功能梯

度材料的性质沿厚度方向梯度变化。陶瓷的体积分

数 Vc和金属的体积分数 Vm定义如下：

V c = (0.5 + z/h) p
（1）

V m = 1 - (0.5 + z/h) p
（2）

式中  p 为梯度指数。

功能梯度材料的弹性模量 E（z）采用两种分布

方式来描述，一种是幂律分布［29］：

E ( z)= EmV m + E cV c （3）
式中  Em为金属材料的弹性模量；Ec为陶瓷材料的

弹性模量。

另一种是 Mori‑Tanaka 分布［12‑14］：

E ( z)= Em + ( )E c - Em V c

1 + V m ( )E c

Em
- 1 1 + ν

3 - 3ν

（4）

式中  ν为金属和陶瓷的泊松比，取 0.3。
功能梯度材料的质量密度 ρ（z）定义如下：

ρ ( z)= ρmV m + ρ cV c （5）
式中  ρm为金属材料的密度；ρc为陶瓷材料的密度。

2　位移场的推导

本文提出的简化模型是通过对 RPT［15］的优化

而来，其中 RPT［15］在位移场中忽略了几何中面的面

内位移，如下所示：
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u ( x，y，z，t )= -z
∂w b

∂x
- f ( z) ∂w s

∂x

v ( x，y，z，t )= -z
∂w b

∂y
- f ( z) ∂w s

∂y
w ( x，y，t )= w b + w s

（6）

式中  （u，v，w）分别表示板在（x，y，z）方向上的位

移；wb和 ws分别表示横向位移的弯曲部分和剪切部

分。f（z）为剪切应变函数，表达式如下：

f ( z)= -z/4 + 5z3 / (3h2) （7）
与式（6）位移场相关的线性应变为：

εxx = -z
∂2 w b

∂x2 - f ( z) ∂2 w s

∂x2 （8a）

εyy = -z
∂2 w b

∂y 2 - f ( z) ∂2 w s

∂y 2 （8b）

γxy = -2z
∂2 w b

∂x∂y
- 2f ( z) ∂2 w s

∂x∂y
（8c）

γyz = [1 - f ′( z) ] ∂w s

∂y
（8d）

γxz = [1 - f ′( z) ] ∂w s

∂x
（8e）

应力应变关系如下所示：

σxx = C 1 εxx + C 2 εyy （9a）
σyy = C 2 εxx + C 1 εyy （9b）
τxy = C 3 γxy （9c）
τyz = C 3 γyz （9d）
τxz = C 3 γxz （9e）

式中  C1，C2和 C3为弹性常数：

C 1 = E ( )z
1 - ν2 （10a）

C 2 = νE ( )z
1 - ν2 （10b）

C 3 = E ( )z
2 ( )1 + ν

（10c）

将式（8）和（10）代入式（9），并沿板厚度积分，可

得板内力和内力矩的表达式如下所示：

N xx =∫
-h 2

h 2

σxx dz = -B 1
∂2 w b

∂x2 - Ê 1
∂2 w s

∂x2 -

B 2
∂2 w b

∂y 2 - Ê 2
∂2 w s

∂y 2 （11a）

图 1 功能梯度矩形板示意图

Fig. 1 The schematic diagram of the functionally graded 
rectangular plate
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N yy =∫
-h 2

h 2

σyy dz = -B 2
∂2 w b

∂x2 - Ê 2
∂2 w s

∂x2 -

B 1
∂2 w b

∂y 2 - Ê 1
∂2 w s

∂y 2 （11b）

N xy =∫
-h 2

h 2

τxy dz = -2B 3
∂2 w b

∂x∂y
- 2Ê 3

∂2 w s

∂x∂y
（11c）

M xx =∫
-h 2

h 2

zσxx dz = -D 1
∂2 w b

∂x2 - F 1
∂2 w s

∂x2 -

D 2
∂2 w b

∂y 2 - F 2
∂2 w s

∂y 2 （11d）

M yy =∫
-h 2

h 2

zσyy dz = -D 2
∂2 w b

∂x2 - F 2
∂2 w s

∂x2 -

D 1
∂2 w b

∂y 2 - F 1
∂2 w s

∂y 2 （11e）

M xy =∫
-h 2

h 2

zτxy dz = -2D 3
∂2 w b

∂x∂y
- 2F 3

∂2 w s

∂x∂y
（11f）

Q yz =∫
-h 2

h 2

τyz dz = DS ∂w s

∂y
（11g）

Q xz =∫
-h 2

h 2

τxz dz = DS ∂w s

∂x
（11h）

其中：

(Bi，Di，Ê i，Fi)=∫
-h/2

h/2

Ci( z，z2，f ( z )，zf ( z )) dz；

i = 1，2，3
（12a）

DS =∫
-h/2

h/2

C 3 (1 - f ′( z )) dz （12b）

为了简化 RPT［15］，考虑三维弹性理论的运动方

程如下式所示：

∂σxx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ ∂τzx

∂z
+ X = ρ

∂2 u
∂t 2 （13a）

∂τxy

∂x
+ ∂σyy

∂y
+ ∂τyz

∂z
+ Y = ρ

∂2 v
∂t 2 （13b）

∂τzx

∂x
+ ∂τyz

∂y
+ ∂σzz

∂z
+ Z = ρ

∂2 w
∂t 2 （13c）

上式中（X，Y，Z）分别表示体力在（x，y，z）方向

上的分量。体力可以作为外力处理，文献［22］表明

这种处理方式并不会显著降低计算精度。式（13）简

化为如下形式：

∂σxx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ ∂τzx

∂z
= ρ

∂2 u
∂t 2 （14a）

∂τxy

∂x
+ ∂σyy

∂y
+ ∂τyz

∂z
= ρ

∂2 v
∂t 2 （14b）

∂τzx

∂x
+ ∂τyz

∂y
+ ∂σzz

∂z
= ρ

∂2 w
∂t 2 （14c）

将式（6）RPT 位移场的表达式代入式（14），

可得：

∂σxx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ ∂τzx

∂z
= -ρ ( z) ∂

∂x
[ ]zẅ b + f ( )z ẅ s

（15a）
∂τxy

∂x
+ ∂σyy

∂y
+ ∂τyz

∂z
= -ρ ( z) ∂

∂y
[ ]zẅ b + f ( )z ẅ s

（15b）
∂τzx

∂x
+ ∂τyz

∂y
+ ∂σzz

∂z
= ρ ( z) ( ẅ b + ẅ s) （15c）

其中上标“·”表示该变量相对于时间 t的导数。

通过对式（15a）和（15b）沿厚度进行积分会得到

控制板的面内运动的两个方程（16a）和（16b）。通过

对式（15c）沿厚度积分可以得到控制板横向运动的

方程（16c）。将方程（15a）和（15b）乘以 z 并沿厚度

进行积分，可以得到控制力矩平衡的两个方程（16d）
和（16e）：

∂N xx

∂x
+ ∂N xy

∂y
= - I1

∂ẅ b

∂x
- I3

∂ẅ s

∂x
（16a）

∂N xy

∂x
+ ∂N yy

∂y
= - I1

∂ẅ b

∂y
- I3

∂ẅ s

∂y
（16b）

∂Q xz

∂x
+ ∂Q yz

∂y
+ q = I0 ( ẅ b + ẅ s) （16c）

∂M xx

∂x
+ ∂M xy

∂y
- Q xz = - I2

∂ẅ b

∂x
- I4

∂ẅ s

∂x
（16d）

∂M xy

∂x
+ ∂M yy

∂y
- Q yz = - I2

∂ẅ b

∂y
- I4

∂ẅ s

∂y
（16e）

式中  q 为横向载荷，自由振动时令 q ( x，y，t )= 0。

惯性系数的定义为：

( I0，I1，I2，I3，I4)=

∫
-h/2

h/2

ρ ( z) (1，z，z2，f ( z )，zf ( z )) dz （17）

将式（11）代入式（16），得到：

-z0 B 1
∂

∂x
∇2 w b - z0 Ê 1

∂
∂x

∇2 w s = - I1
∂ẅ b

∂x
- I3

∂ẅ s

∂x
（18a）

-z0 B 1
∂

∂y
∇2 w b - z0 Ê 1

∂
∂y

∇2 w s = - I1
∂ẅ b

∂y
- I3

∂ẅ s

∂y

（18b）
DS ∇2 w s = I0 ( ẅ b + ẅ s) （18c）

-D 1
∂

∂x
∇2 w b - F 1

∂
∂x

∇2 w s - DS ∂w s

∂x
=

- I2
∂ẅ b

∂x
- I4

∂ẅ s

∂x
（18d）

-D 1
∂

∂y
∇2 w b - F 1

∂
∂y

∇2 w s - DS ∂w s

∂y
=

- I2
∂ẅ b

∂y
- I4

∂ẅ s

∂y
 （18e）
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式中  ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y 2 ，z0 =
∫

-h/2

h/2

zC 1 dz

∫
-h/2

h/2

C 1 dz
表示功能梯

度板的中性面到几何中面的距离。式（18）中 z0是考

虑到面内应力与横向位移之间的耦合而引入的

量［30］。 用 式（18a）减 去 式（18d），式（18b）减 去 式

（18e），然后分别对 x和 y积分，可以得到如下关系式：

w s = z0 B 1 - D 1

DS
∇2 w b + z0 Ê 1 - F 1

DS
∇2 w s +

I2 - z0 I1

DS
ẅ b + I4 - z0 I3

DS
ẅ s + F 1 ( y) （19a）

w s = z0 B 1 - D 1

DS
∇2 w b + z0 Ê 1 - F 1

DS
∇2 w s +

I2 - z0 I1

DS
ẅ b + I4 - z0 I3

DS
ẅ s + F 2( x) （19b）

正如 Senjanovic' 等［25‑26］所描述，式（19a）和（19b）
必须相等，因此 F 1 ( y)= F 2( x)= F 0，F0是代表刚体

运动的常数，可以略去。将式（18c）代入式（19）然后

忽略其中剪切位移 ws的高阶项，可以得到：

w s = χ1 ∇2 w b + χ2 ẅ b （20）
式中：

χ1 = z0 B 1 - D 1

DS
（21a）

χ2 = I2 - z0 I1

DS
+

I0 ( )z0 Ê 1 - F 1

( )DS 2 （21b）

式（20）即为根据三维弹性理论得到的 RPT 中

弯曲位移 wb 和剪切位移 ws的关系式。该关系式的

获得考虑了面内应力与横向位移之间的耦合，且未

引入精化板理论［22］“剪切位移对弯曲力矩没有贡献”

这一假设。需要注意的是：在简化过程中首先在式

（6）中忽略了几何中面的面内位移，其次是忽略了式

（19）右端 ws 的高阶项。这两次简化均会对频率计

算结果产生影响。

将式（20）代入式（6）可以得到本文简化模型的

位移场：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

u = -z
∂w b

∂x
- f ( z) ∂

∂x ( χ1 ∇2 w b + χ2 ẅ b)
v = -z

∂w b

∂y
- f ( z) ∂

∂y ( χ1 ∇2 w b + χ2 ẅ b)
w = w b + χ1 ∇2 w b + χ2 ẅ b

（22）

该位移场最大的特点是引入了惯性相关项。显

然，若忽略位移场中的惯性相关项就可以得到用于

分析静态问题的位移场，如文献［30］所示。

3　控制方程及解析解

对应于简化模型位移场式（22）的剪切力表达式

如下所示：

Q yz = ( z0 B 1 - D 1) ∂
∂y

∇2 w b + I2
∂ẅ b

∂y
（23a）

Q xz = ( z0 B 1 - D 1) ∂
∂x

∇2 w b + I2
∂ẅ b

∂x
（23b）

将式（23）代入式（16c），即可得到控制方程：

( z0 B 1 - D 1) ∇2 ∇2 w b + I2 ∇2 ẅ b = I0 ẅ b +
I0 χ1 ∇2 ẅ b + I0 χ2 ẇ b （24）

由式（24）的控制方程可知位移场式（22）中的唯

一未知量 wb 可以通过求解式（24）中的四阶微分方

程得到。简化模型中控制方程式（24）的推导类似于

经典板理论，与通过变分原理推导出的基于高阶剪

切理论的板的控制方程相比，缺少等效内力和内力

矩的高阶量。

对于四边简支矩形板的自由振动，可取满足边

界条件的 Navier解为［27］：

w b = ∑
m = 1

∞

∑
n = 1

∞

W bmn sin ( Rx ) sin ( Sy ) sin ( ωmn t )（25）

式中  R = mπ
a

；S = nπ
b

；Wbmn为待定系数，m 和 n 分

别表示板在自由振动时 x 方向和 y 方向的正弦半波

数，与振动的模态阶数相关；ωmn为自由振动固有频率。

将式（25）代入式（24），得到如下等式：

{( )z0 B 1-D 1 ( )R2+S2 2+

}[ ]( )I2-I0 χ1 ( )R2+S2 +I0 ω 2
mn-I0 χ2 ω 4

mn W bmn=0

（26）
若式（26）有非平凡解，Wbmn的系数必须等于零。

因此自由振动固有频率 ωmn可以通过求解下式获得：

( z0 B 1 - D 1) (R2 + S2) 2 +

[ ( )I2 - I0 χ1 ]( )R2 + S2 + I0 ω 2
mn - I0 χ2 ω 4

mn = 0
（27）

需要注意的是，式（27）的实正根代表具有不同模

态阶数时的固有频率，最小值即为自由振动的基频。

4　数值结果和讨论

4. 1　验证研究

在本节中，将几个数值算例的计算结果与已有

文献的结果进行比较，验证本文提出的简化模型在

功能梯度板自由振动分析中的准确性和有效性。

例 1：选择 Al/ZrO2简支功能梯度矩形板进行自

由振动分析，金属和陶瓷的材料性能为：

Al： Em = 70 GPa，   ρm = 2702 kg/m3。
ZrO 2： E c = 200 GPa， ρ c = 5700 kg/m3。

为了与已有文献比较，在表 1 和 2 中，当 p=0
时，无量纲基频表示为 ω̄ = ωh ρ c /E c ，p≠0 时，无
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量纲基频表示为 ω̄ = ωh ρm /Em 。

表 1 给出了功能梯度方板的无量纲基频。其中

功能梯度板的弹性模量 E（z）使用式（4）所示的

Mori‑Tanaka 分布计算。计算结果分别与三维精确

解［31］、准 三 维 解［12‑14］、三 阶 剪 切 变 形 板 理 论［32］和

RPT［33］的结果作了比较。结果表明：对于 p=0 的均

匀材料而言，简化模型在边厚比 a/h=10 的时候与

三维精确解［31］和 RPT［33］的结果几乎相同；p=1 时，

简化模型的结果与准三维解［12‑14］、三阶剪切变形板

理论［32］和 RPT［33］的结果几乎相同，均随着边厚比 a/
h 的增大而接近三维精确解［31］；边厚比 a/h=5 时，各

种梯度指数下简化模型的计算结果与三维精确解［31］

的最大相对误差在 1% 左右，而与 RPT［33］结果的最

大相对误差仅在 0.1% 左右。需要注意的是，准三

维解［12‑14］包含 9 个未知量，三阶剪切变形板理论［32］有

5 个未知量，RPT［33］包含 2 个未知量，而简化模型只

有 1 个。由于未知量数目与计算量正相关，因此简

化模型的计算量要远小于其他多变量理论。

表 2 也给出了功能梯度方板的无量纲基频。其

中功能梯度板的弹性模量 E（z）使用式（3）所示的幂

律分布。将简化模型的结果分别与二维高阶近似板

理论［34］、一阶剪切变形板理论［35］，高阶剪切变形板理

论［36］和 RPT［37］的结果进行了比较。结果表明：不同

梯度指数 p 和边厚比 a/h 时，简化模型的结果与上述

各理论的结果均吻合良好。可以看出简化模型的结

果与 RPT［37］的差别仍旧很小，两者最大相对误差在

0.2% 左右。

由表 1 和 2 可以得出，无论功能梯度材料性质采

用何种方法描述，本文提出的简化模型均能准确地

预测功能梯度板的自由振动基频。值得注意的是：

简化模型与 RPT［33， 37］结果的差异是由于在式（6）中

忽略了几何中面的面内位移且在式（19）处忽略了等

式右端 ws的高阶项导致的。

例 2：本例研究 Al/Al2O3 功能梯度板的前四阶

无量纲固有频率，并将结果与已有文献结果进行比

较。分别考虑功能梯度方形板和 b/a=2 的矩形板，

金属和陶瓷的材料性能分别为：

Al： Em = 70 GPa， ρm = 2702 kg/m3。
Al2 O 3： E c = 380 GPa， ρ c = 3800 kg/m3。
弹性模量 E（z）根据式（3）所示的幂律分布确

定 。 表 3 中 的 无 量 纲 频 率 表 示 为 ω̄ =

ω a4 ρ c / ( h2 E c )。
表 3 给出了幂律分布模式下功能梯度矩形板的

前四阶无量纲固有频率。将简化模型的结果分别与

一阶剪切变形板理论［35］和三阶剪切变形板理论［29］进

行了比较。结果表明：不同的梯度指数 p和边厚比 a/
h 下简化模型与上述理论对前四阶自由振动固有频

率的计算结果均非常接近，且随着板的边厚比 a/h的

增大，三种理论结果的差异也在减小。其中，一阶剪

切变形板理论［35］和三阶剪切变形板理论［29］均含有 5个

未知变量，而本文提出的简化模型只有 1个未知量。

例 1 和 2 中，表 1~3 的结果充分显示了本文提

出的简化模型在计算功能梯度板的自由振动固有频

率时的准确性和有效性，并凸显了其计算量小这一

表 1 Mori‑Tanaka分布模式下功能梯度方板的无量纲基频

Tab. 1 Dimensionless fundamental frequency of the Mori-Tanaka distribution-based functionally graded square plates

板理论

文献[31]
文献[12]
文献[13]
文献[14]
文献[32]
文献[33]
Proposed

p=0
a/h = 10

0.4658
—

—

—

—

0.4623
0.4618

a/h=10
0.0578

—

—

—

—

0.0577
0.0577

p=1
a/h=5
0.2192
0.2193
0.2193
0.2193
0.2188
0.2169
0.2166

a/h=10
0.0596
0.0596
0.0596

—

0.0592
0.0592
0.0592

a/h=20
0.0153
0.0153
0.0153

—

0.0147
0.0152
0.0152

a/h=5
p=2

0.2197
0.2198
0.2201
0.2200
0.2188
0.2178
0.2174

p=3
0.2211
0.2212
0.2216
0.2215
0.2202
0.2193
0.2189

p=5
0.2225
0.2225
0.2230
0.2230
0.2215
0.2206
0.2202

表 2 幂律分布模式下功能梯度方板的无量纲基频

Tab. 2 Dimensionless fundamental frequency of the functionally graded square plates based on power-law distribution

板理论

文献[36]
文献[35]
文献[34]
文献[37]
Proposed

p=0
a/h = 10

0.4619
0.4618
0.4658
0.4622
0.4618

a/h=10
0.0577
0.0576
0.0578
0.0576
0.0577

p=1
a/h=5
0.2323
0.2270
0.2285
0.2270
0.2274

a/h=10
0.0633
0.0611
0.0618
0.0618
0.0618

a/h=20
0.0162
0.0158
0.0158
0.0158
0.0158

a/h=5
p=2

0.2325
0.2249
0.2264
0.2249
0.2253

p=3
0.2334
0.2254
0.2270
0.2255
0.2260

p=5
0.2334
0.2265
0.2281
0.2266
0.2270
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非常重要的优点。

4. 2　参数研究

4.1 节的分析结果验证了本文所提出简化模型

的高效和正确性。本节基于该简化模型，研究边厚

比 a/h、长宽比 b/a、梯度指数 p 对功能梯度矩形板自

由振动的影响。以下研究对象为 4.1 节例 2 中的 Al/
Al2O3 功能梯度方板，无量纲固有频率表示为 ω̄ =

ω a4 ρ c / ( h2 E c )。

图 2给出了不同边厚比 a/h和梯度指数 p对功能

梯度板前四阶无量纲自由振动固有频率的影响。功能

梯度板的前四阶频率在板的边厚比 a/h从 2增大到 5的

过程中增长幅度很大，a/h继续增大时振动频率的增

长则趋于平缓。当梯度指数 p增大时，前四阶无量纲

振动固有频率普遍减小。当梯度指数 p由 0增大到 2
时，固有频率降低的幅度非常大，p继续增加则固有频

率降低的速度变慢。原因是当梯度指数 p增加时，功

能梯度板中金属成分逐渐增多，陶瓷成分占比降低，

而陶瓷的弹性模量大于金属，因此整个板的弹性模量

随着 p增大而降低，导致无量纲固有频率降低。边厚

比 a/h 和梯度指数 p 对功能梯度板的影响在前四阶

模态几乎相同。

表 3 幂律分布模式下功能梯度矩形板的前四阶无量纲固有频率

Tab. 3 The first four order dimensionless natural frequencies of functionally graded rectangular plates based on 
the power-law distribution model

a/h

5

10

20

模态阶数(m,n)

1(1,1)

2(1,2)

3(1,3)

4(2,1)

1(1,1)

2(1,2)

3(1,3)

4(2,1)

1(1,1)

2(1,2)

3(1,3)

4(2,1)

板理论

文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed
文献[35]
文献[29]
Proposed

p
0

3.4409
3.4412
3.4409
5.2802
5.2813
5.2802
8.0710
8.0749
8.0710
9.7416

10.1164
10.1089

3.6518
3.6518
3.6518
5.7693
5.7694
5.7693
9.1876
9.1880
9.1877

11.8310
11.8315
11.8307

3.7123
3.7123
3.7123
5.9198
5.9199
5.9199
9.5668
9.5669
9.5669

12.4560
12.4562
12.4562

0.5
2.9322
2.9347
2.9368
4.5122
4.518
4.5225
6.9231
6.9366
6.9455
8.6926
8.7138
8.7259
3.0983
3.0990
3.0997
4.8997
4.9014
4.9031
7.8145
7.8189
7.8230

10.0740
10.0810
10.0875

3.1456
3.1458
3.1460
5.0175
5.0180
5.0184
8.1121
8.1133
8.1145

10.5660
10.5677
10.5698

1
2.6473
2.6475
2.6507
4.0773
4.0781
4.0845
6.2636
6.2663
6.2781
7.8711
7.8762
7.8914
2.7937
2.7937
2.7947
4.4192
4.4192
4.4218
7.0512
7.0515
7.0576
9.0928
9.0933
9.1029
2.8352
2.8352
2.8355
4.5228
4.5228
4.5235
7.3132
7.3132
7.3151
9.5261
9.5261
9.5293

2
2.4017
2.3949
2.3999
3.6953
3.6805
3.6905
5.6695
5.6390
5.6563
7.1189
7.0751
7.0962
2.5386
2.5364
2.5382
4.0142
4.0090
4.0132
6.4015
6.3886
6.3986
8.2515
8.2309
8.2465
2.5777
2.5771
2.5776
4.1115
4.1100
4.1113
6.6471
6.6433
6.6464
8.6572
8.6509
8.6562

5
2.2528
2.2272
2.2353
3.4492
3.3938
3.4093
5.2579
5.1425
5.1686
6.5749
6.4074
6.4389
2.3998
2.3916
2.3946
3.7881
3.7682
3.7753
6.0247
5.9765
5.9928
7.7505
7.6731
7.6984
2.4425
2.4403
2.4411
3.8939
3.8884
3.8905
6.2903
6.2760
6.2814
8.1875
8.1636
8.1724

8
2.1985
2.1697
2.1748
3.3587
3.2964
3.3053
5.1045
4.9758
4.9876
5.9062
6.1846
6.1952
2.3504
2.3411
2.3432
3.7072
3.6846
3.6895
5.8887
5.8341
5.8450
7.5688
7.4813
7.4976
2.3948
2.3923
2.3929
3.8170
3.8107
3.8122
6.1639
6.1476
6.1514
8.0207
7.9934
8.0000

10
2.1677
2.1407
2.1431
3.3094
3.2514
3.2544
5.0253
4.9055
4.9054
5.7518
6.0954
6.0888
2.3197
2.3110
2.3123
3.6580
3.6368
3.6396
5.8086
5.7575
5.7633
7.4639
7.3821
7.3903
2.3642
2.3619
2.3623
3.7681
3.7622
3.7631
6.0843
6.0690
6.0713
7.9166
7.8909
7.8947
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图 3给出了不同梯度指数 p下功能梯度板的无量

纲自由振动基频与长宽比 b/a的关系。可以看到，当

b/a增加时，板的无量纲基频会降低。当 b/a在 1~2的

图 2 梯度指数 p 和边厚比 a/h 对功能梯度方板前四阶无量

纲自由振动固有频率的影响

Fig. 2 The effects of gradient index p and a/h ratio on the 
first four order dimensionless vibration natural 
frequencies of the functionally graded square plates

图 3 梯度指数 p 和长宽比 b/a 对功能梯度方板无量纲自由

振动基频的影响

Fig. 3 Effects of gradient index p and aspect ratio b/a on the 
dimensionless free vibration fundamental frequency of 
functionally graded square plates
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范围内变化时，无量纲基频的变化幅度最大。长宽比

大于 4 以后，无量纲基频趋于稳定。从图 3 还可以看

出，纯陶瓷板的频率大于纯金属板的频率，这是由于陶

瓷的弹性模量大于金属的弹性模量。

图 4 和 5 分别给出了 a/h=20，p=1 时功能梯度

方板和矩形板（b/a=2）的前四阶自由振动模态。可

以看到，模态阶数（m 和 n）和长宽比 b/a 的不同都会

影响到功能梯度板的振动模态。

图 5 功能梯度矩形板的前四阶模态

Fig. 5 First four mode shapes of rectangular functionally graded plates

图 4 功能梯度方板的前四阶模态

Fig. 4 First four mode shapes of functionally graded square plates
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5　结  论

本文基于高阶剪切变形理论发展了一种简化模

型，用于分析材料性质沿着厚度方向不均匀分布的

功能梯度板的自由振动。该模型通过引入剪切应变

函数，给出了沿板厚度方向横向剪应力按抛物线分

布的描述，并满足了板顶面和底面的零剪应力边界

条件，因此不需要剪切修正。位移场的推导过程中

摒弃了“剪切位移对弯曲力矩没有贡献”的假设，并

考虑了面内应力与横向位移之间的耦合，这是本文

简化模型与其他单变量理论最大的不同。本文提出

的简化模型在分析功能梯度板的自由振动行为时，

只需要一个控制方程，这与其他剪切理论相比大大减

少了计算量。所有数值结果均表明，本模型在减少未

知数的同时保证了计算的准确度。基于该简化模型

研究了功能梯度板的梯度指数、边厚比和长宽比对无

量纲自由振动固有频率的影响。可以预见到目前的

简化模型不止适用于功能梯度材料，还可适用于其他

的性质分布不均匀的材料板的自由振动分析。
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A simplified model for free vibration analysis of functionally graded plates 
based on higher-order shear deformation theory

WANG Zhuang-zhuang， WANG Teng， DING Yan-mei， MA Lian-sheng
（School of Architecture and Engineering， Weifang University of Science and Technology， Weifang 262700， China）

Abstract: A simplified model for free vibration analysis of functionally graded plates is proposed based on higher-order shear defor‑
mation theory， the most significant feature of which is that it applies for the vibration analysis of functionally graded plates without 
any shear corrections. Compared with other shear deformation theories that contain more unknown variables， this model contains 
only one control equation， and thus greatly reduces the computational cost. Based on this simplified model， the free vibration of 
functionally graded rectangular plates with simple support boundary conditions is investigated and compared with other existing lit‑
erature. The results show that the simplified model proposed in this paper is simple and accurate in solving the free vibration behav‑
ior of functional gradient plates. In addition， the effects of different gradient indices， aspect ratios， and length-thickness ratios on 
the free vibration behavior of functionally gradient plates are analytically discussed in the paper by several numerical arithmetic ex‑
amples.
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