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利用冗余扩展余弦字典的复杂动载荷识别研究
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摘要: 针对真实测量噪声影响下复杂动载荷识别精度低的问题，提出了一种基于冗余扩展余弦字典的 L1 范数正则

化载荷识别方法。根据系统响应与外部动载荷的卷积关系，建立用于载荷识别的离散系统控制方程；选择与动载荷

相适应的离散余弦基函数进行时延扩展，构造了扩展余弦字典与 Db10 小波字典相级联的冗余扩展字典，对复杂载

荷进行稀疏表示；使用 L1 范数正则化方法求解稀疏表示系数，基于改进 L 曲线准则获取最优正则化参数，通过在

GARTEUR 飞机模型上试验得到的响应数据，实现不同噪声水平下对拍频载荷与连续冲击载荷时间历程的识别。

试验研究结果表明：本文提出的冗余扩展余弦字典对拍频载荷与连续冲击载荷的表示稀疏性高，基于冗余扩展余弦

字典的 L1 范数正则化载荷识别方法的识别精度高、抗噪性能好。
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引  言

在飞行过程中，飞机结构通常会承受各种动载

荷，如发动机不平衡振动载荷，襟缝翼连接套筒松动

时的冲击载荷等。由于飞机的运行工况复杂，各种

激励载荷存在叠加现象，形成拍频载荷或者连续冲

击载荷等复杂动载荷形式。为防止这些复杂动载荷

对机体结构造成损伤，有必要对动载荷进行识别分

析，并确定产生复杂动载荷的故障原因。在实际工

程中，由于载荷位置与形式的特殊性，往往无法直接

通过力传感器测量载荷，因此，动载荷的间接识别方

法具有重要的工程价值。

载荷识别作为结构动力学的第二类反问题，通

过在易于接近的结构上测量得到响应数据，结合已

知的结构模型信息，进行频域上的直接求逆或者时

域上的反卷积来间接计算动载荷。然而，载荷识别

受传递函数病态性和响应测量噪声的影响，容易产

生不适定问题，即解的不唯一、不稳定或不存在［1］。

为了解决不适定问题，各种正则化方法如 Tikhonov
正则化、截断奇异值分解（TSVD）等［2］被广泛用于

载荷识别。Miao 等［3］利用 Green 核函数建立载荷识

别方程，通过悬臂梁的数值仿真和试验证明 TSVD
正则化方法求解正弦载荷和三角载荷的准确性。

Wang 等［4］通过提出不同的正则化算子构建了新的

正则化方法，对随机结构的动载荷识别进行研究，与

传统的 Tikhonov 正则化方法相比识别精度明显提

高。缪炳荣等［5］用多种典型正则化方法与参数选取

准则的组合进行载荷识别，有效提高识别精度，扩大

工程实际应用。但是 Tikhonov 等经典正则化方法

也存在自身局限性，一方面，这些方法不适用于对时

域上稀疏的冲击载荷的求解；另一方面，这些方法容

易受噪声影响，抗噪性较差。

近年来，稀疏表示技术在信号处理、图像识别等

领域繁荣发展，受此启发，稀疏正则化也被引入动载

荷识别领域。稀疏正则化易于得到稀疏解，因此稀

疏正则化首先应用于冲击载荷的识别。乔百杰等［6］

使用 L1 范数正则化方法实现单源、多源冲击载荷的

识别，并证明该识别方法具有显著的抗噪能力。

Rezayat等［7］提出混合 L1 和 L2 范数的正则化载荷识

别 方 法 ，使 用 分 组 快 速 迭 代 收 缩 阈 值 算 法

（G‑FISTA），在频域上识别出了冲击载荷。在实际

工程中，动载荷大多数情况下并不具有稀疏性，为了

提高稀疏正则化方法的适用性，将稀疏正则化方法

与基函数展开法结合起来，构造载荷字典，将载荷求

解问题转换为载荷的稀疏表示问题。Qiao 等［8］使用

Dirac 字典和小波字典识别冲击载荷，使用余弦字典

识别简谐载荷，通过 SpaRSA 算法求解稀疏正则化

问题，验证了上述方法的有效性。严刚等［9］采用高

斯核函数构造字典表示冲击载荷，使用贝叶斯压缩
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感知方法求解稀疏正则化重构问题，通过复合材料

夹层结构的实验验证了上述方法的有效性。Pan
等［10］提出用三角函数与矩形波函数构造冗余级联字

典识别移动载荷，证明了冗余字典的优势。常见的

冗余字典是直接将两个或多个正交完备字典级联而

成。付晓梅等［11］提出了一种冗余字典的构造方法，

通过对完备字典的扩展、延时与混叠变换，提高了冗

余字典的稀疏性能和重构性能。

国内外学者将稀疏表示技术应用于载荷识别领

域并取得了很好的效果，但大多是通过正交完备字

典对单一载荷形式的识别，较少对复杂载荷识别。

为了能更好地稀疏表示复杂载荷，本文通过构造冗

余扩展余弦字典，结合 L1 范数稀疏正则化方法来提

高复杂载荷在不同噪声水平下的识别精度。通过对

拍频载荷与连续冲击载荷的试验研究，说明基于冗

余扩展余弦字典的 L1 范数正则化载荷识别方法的

有效性与抗噪性。

1　离散系统控制方程

对于一个单输入、单输出的线弹性系统，当初始

位移与速度均为 0 时，外部激励与系统响应在时间

上的卷积关系为：

y ( t )=∫
0

t

h ( )t - τ f (τ ) dτ （1）

式中  y ( t )表示系统响应；h ( t )表示脉冲响应函数；

f ( t )表示系统受到的外部载荷；t为时间；τ 为时延变

量，满足 0 ≤ τ ≤ t。

为方便计算，将式（1）离散化，得到：

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úy ( )Δt

y ( )2Δt

⋮
y ( )( )n - 1 Δt

y ( )nΔt

= Δt

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
h ( )Δt

h ( )2Δt

⋮
h ( )( )n - 1 Δt

h ( )nΔt

0
h ( )Δt

⋮
h ( )( )n - 2 Δt

h ( )( )n - 1 Δt

⋯
⋯

⋯
⋯

0
0

⋮
h ( )Δt

h ( )2Δt

0
0

⋮
0

h ( )Δt

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úf ( )Δt

f ( )2Δt

⋮
f ( )( )n - 1 Δt

f ( )nΔt

（2）

式中  Δt为时间间隔；n 为采样长度。

将式（2）简化为矩阵‑向量形式为：

y= Hf （3）
式中  y为系统响应向量；H为传递函数矩阵；f为待

识别的载荷向量［12］。

实际测量过程中噪声无法避免，因此含有测量

噪声的控制方程为：
~
y= Hf+ w （4）

式中  w表示测量噪声；
~
y表示带有噪声的系统响

应向量。

2　冗余扩展余弦字典构造

稀疏表示技术通过构造一组由已知基函数组成

的基空间，并假设任意一维信号都可由少量基函数

的线性组合来稀疏表示，那么所有基函数构成的基

矩阵 D={d 1 d 2 ⋯ dN}称为字典，每个基函数 d i 称

为字典原子［13］。复杂载荷可以通过字典表示为：

f= Dx （5）
式中  x为复杂载荷 f在字典D下的稀疏表示向量。

字典原子形态与动载荷形式的适应程度直接决

定了动载荷在字典下的稀疏性，进一步决定了动载

荷的识别精度。目前，多种基函数构成的解析字典

已被用于载荷识别，常见的有 DCT 字典［14］和 Db10
离散小波字典［15］。

DCT 字典是由一系列离散余弦基函数组成的

字典，多用于表示具有周期性的谐波载荷，其表达式

如下：

          Φ (k)= α ( )k ∑
n = 0

N - 1

ϕ ( )n cos ( )( )2n + 1 π
2N

k ，

0 ≤ k ≤ N-1 （6）
式中  N 为字典阶数；α (k)为比例因子；ϕ ( )n 表示

原始信号；k为离散点数。

随着采样个数的增加，字典阶数增加，字典原子

的频率增加，当载荷频率与字典原子频率相差过大

时，高频的字典原子不仅会降低计算效率，而且容易

受噪声影响导致过拟合，因此有必要对离散余弦基

函数进行选择与截断。

Db10 小波字典是另一种比较常用的解析字典，

由离散小波变换得到：

ψl，n ( t )= 1
al

ψ ( t - nbal

al ) （7）

式中  ψ 为小波基函数；a 为尺度参数，控制小波基

函数的伸缩变换，以适应不同频率成分，一般取为

2；b 为平移参数，通过平移变换定位时间，一般取为

1；l 和 n 分别为控制小波尺度参数和平移参数的整

数。Db10 小波字典具有紧支撑性，可以保留信号的

时间特性，多用于表示冲击载荷。

针对本文中具有多种形式分量的复杂载荷，单

一字典的表示不够稀疏，容易造成过拟合。因此，为
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了更好地稀疏表示复杂载荷，本文对低阶 DCT 字典

中的原子进行扩展、延时，增加 DCT 字典的时间特

性，再将其与 Db10 小波字典相级联，构造冗余扩展

余弦字典。

首先，根据离散余弦变换公式（6）构造 r 阶离散

余弦基矩阵，如下式所示：

          D r=[φ 1  φ 2  ⋯  φ r ]
N×r

=

         
é

ë

ê
êê
ê
ê
êcos ( )( )2n+1 π

2N
  cos ( )( )2n+1 π

2N
2  ⋯ 

         cos ( )( )2n+1 π
2N

r
ù
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ú
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ú

N×r

（8）

其中包含 r个列向量，1 < r < N，每个列向量对应一

个字典原子。

然后，将每个字典原子向后扩展成 m 个相同的

列 向 量 ，并 在 每 个 字 典 原 子 中 加 入 滞 后 因 子

( )i - 1 π
m

，其中 i = 1，⋯，m，且 N = r × m，使其变换

为 N 阶的扩展余弦变换（Extend Cosine Transform， 
ECT）矩阵：

DECT = [φ 11  φ 12 ⋯ φ 1m  φ 21 ⋯ φ 2m ⋯ φ r1 ⋯ φ rm ]
N × N

（9）

式中  字典原子 φ sj = cos ( ( )2n + 1 π
2N

s + ( )j - 1
m

π)，
其 中 ，1 ≤ s ≤ r，1 ≤ j ≤ m；DECT 即 为 扩 展 余 弦

字典。

最后，为了更好地稀疏表示复杂载荷的冲击部

分，利用冗余字典的优势，将设计的 ECT 字典和

Db10 小波字典相级联，形成冗余扩展余弦（Redun‑
dant Extended Cosine Transform， RECT）字 典

DRECT = [DECT  DDb10 ]。本文将基于 RECT 字典进行

载荷识别。

3　基于冗余字典的载荷识别模型

3. 1　L1范数正则化

根据上述构造的字典进行载荷识别，将式（5）代

入控制方程式（4）中，得到：
~
y= HDx+ w （10）

即将复杂载荷求解问题转换为稀疏表示向量的

求解问题。对于大规模系统，传递函数矩阵H的条

件数很大，所以对式（10）进行直接求逆或者用最小

二乘方法求解稀疏表示向量 x时，即使很小的噪声

也会对结果造成很大的影响，导致问题不适定，因此

需要使用正则化策略解决不适定问题。

Tikhonov 正则化方法是获得稳定解最常用的

正则化方法，通过最小化残差范数与解范数的加权

和得到稳定解：

xTikh = arg min
x

{ ~
y- HDx

2

2
+ λ x 2

2} （11）

Tikhonov 正则化的解范数为 L2 范数，其正则

化解通常是平滑且非稀疏的，不适用于稀疏向量的

求解。L0 范数表示向量中非零元素的个数，L0 范

数正则化是将向量 x的稀疏性作为限制条件的优化

问题，是获得稀疏结果的最直观方法，但该问题是一

个非凸函数求极值的问题，直接求解比较困难，因此

将 L0 范数松弛到 L1 范数，如下式所示：

xL1 = arg min
x

{ ~
y- HDx

2

2
+ λ x

1} （12）

L1 范数正则化目标函数是凸的但不可微，因此

没有显式解，一些约束优化算法可以用于 L1 范数正

则化的求解，如内点法（I‑PM）［16］、迭代收缩阈值法

（ISTA）［17］、SpaRSA 算法［8］等。本文采用截断牛顿

内点法，其特点是对参数不敏感，求解思路是先将非

约束不光滑问题转换为约束光滑问题，再利用内点

法获得一个新的非约束光滑问题，最后进行 L1 范数

正则化的求解，得到稀疏表示向量 x。再将稀疏向

量与字典代入式（5），即可得到载荷 f。

3. 2　最优正则化参数选择

Tikhonov 正则化和稀疏 L1 范数正则化都是基

于罚函数的正则化方法，通过正则化参数 λ 调节残

差项与正则化项之间的取舍：如果 λ 太大，响应信号

的一些重要特征被忽视，导致识别结果不准确；如果

λ 太小，正则化水平会降低，产生冗余误差和不必要

的计算［18］，所以最优正则化参数的选择对于求解精

度至关重要。对于 Tikhonov 正则化，常用的正则化

参 数 选 取 方 法 有 L 曲 线 准 则 和 广 义 交 叉 检 验

（GCV）准则，但是对于稀疏正则化方法，由于解的

稀 疏 性 ，直 接 使 用 L 曲 线 准 则 和 广 义 交 叉 检 验

（GCV）准则效果较差，不容易找到拐点或者最小值

点，如图 1 所示。本文采用改进 L 曲线准则［19］，以

( ~
y- HDx

2

2
，T  x

1)为坐标绘制曲线，其中 T 为

稀疏表示向量 x中非零元素的个数，当 ~
y- HDx

2

2

与 T  x
1
同时取得最小值时，曲线出现拐点，对应

的 λ 即为最优正则化参数。图 2 为连续冲击载荷识

别时参数选择的改进 L 曲线。
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4　试验研究

将 GARTEUR 飞机模型作为试验对象，验证所

提出的基于 RECT 字典的载荷识别方法的有效性。

GARTEUR 模型是由法国国家航空航天研究院设

计的标准飞机结构动力学模型，具有高柔度、低频密

频的特点，常用于评估模态测试技术和测试方法的

有效性［20］。整个模型由 6 根矩形截面梁组成，不同

部位之间采用螺栓连接，机身长 1.5 m，翼展 2 m，模

型材料为 2024‑T3 铝合金，材料参数分别为：弹性模

量 73 GPa、密度 2780 kg/m3、泊松比 0.33。模型以

软绳悬挂在试验台架上，模拟自由边界条件，如图 3
所示。

为了模拟实际飞行中的复杂载荷工况，本文将

讨论两种典型复杂载荷形式，分别是拍频载荷与连

续冲击载荷，载荷作用位置均为左侧机翼中部，加速

度响应测量位置为机头。GARTEUR 模型简化示

意图、响应测量位置与激励位置如图 4 所示。

载荷识别过程分为三个步骤，第一步是获取传

递函数矩阵 H，先测量激励点和响应点之间的频响

函数 H (ω)，再通过逆傅里叶变换将频响函数转换

为脉冲响应函数 h ( t )，最后离散 h ( t )获得传递函数

矩阵H；第二步是测量工况响应数据，并对响应数据

进行频谱分析，构建冗余扩展字典；第三步是基于改

进 L 曲线准则，确定正则化参数，进行载荷识别。载

荷识别流程如图 5 所示。

LMS Test. Lab 是集数据采集与试验分析为一

体的振动噪声试验系统，在本次试验研究中，使用

LMS Test. Lab 信号采集处理软件生成载荷形式，

经功率放大器与激振器作用在 GARTEUR 模型上，

加速度传感器测量响应数据，用于载荷识别，激振器

图 1 L 曲线

Fig. 1 L curve

图 2 改进 L 曲线

Fig. 2 Improved L curve

图 4 激励点与响应点的位置

Fig. 4 Location of excitation point and response point

图 5 基于 RECT 字典的载荷识别流程图

Fig. 5 Flow chart of load identification based on RECT 
dictionary

图 3 GARTEUR 模型与试验设备

Fig. 3 GARTEUR model and experimental setup
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力传感器测量载荷数据，用于识别结果对比，由

LMS SCADAS Ⅲ数据采集系统同步采样，采样频

率为 400 Hz，采样时长为 1.28 s，数据长度为 512。
为验证冗余扩展字典的优势，本文将 RECT 字典与

DCT 字典、Db10 小波字典、稀疏正则化方法以及经

典 Tikhonov 正则化方法进行对比，讨论噪声环境下

基于字典的稀疏正则化的抗噪性。如图 6 所示，在

试验测量得到的响应数据中，以响应信号标准差水

平为基准，添加不同水平的白噪声，模拟受噪声污染

的系统响应：

~
y= y+ l level ×

1
N ∑

i = 1

N

( )yi - ȳ
2

× rand（13）

式中  y表示直接测量的加速度响应；ȳ 表示 y的平

均值；yi 表示离散点的加速度响应值；
~
y表示加噪声

后的加速度响应；l level 表示噪声等级，取 0~1；rand
表示标准正态分布向量。

同样地，输出噪声对频响函数的识别精度也会

产生影响，因此在试验过程中，需要选择适当的频响

函数估算形式，以达到最佳估计。本文选择频响函

数的估算方法为 H1 估计，其估算形式为：

H 1 (ω)= G fy( )ω
G ff( )ω

（14）

式中  G fy 为响应 y ( t ) 与激励 f ( t ) 的互功率谱；G ff

为激励 f ( t )的自功率谱。

在响应 y ( t )中加入噪声 n ( t )，并假设噪声与激

励 和 响 应 无 关 时 ，实 测 受 噪 声 污 染 的 响 应 信 号

y͂ ( t )= y ( t )+ n ( t )的傅里叶频谱为：

Y͂ ( ω )= Y ( ω )+ N ( ω ) （15）
响应受噪声污染时频响函数的估算形式为：

H 1 (ω)= G fy͂( )ω
G ff( )ω

=

1
T

E [ ]F *( )ω Y͂ ( )ω

G ff( )ω
=

1
T

E [ ]F *( )ω Y ( )ω + 1
T

E [ ]F *( )ω N ( )ω

G ff( )ω
=

G fy( )ω + G fn ( )ω
G ff( )ω

（16）

式中  F *( )ω 表示频域载荷；G fn ( )ω 表示载荷与噪

声的互功率谱。

由于噪声 n ( t )与激励 f ( t )和响应 y ( t )无关，所

以多次平均时G fn (ω)= 0，则：

H 1 (ω)= G fy( )ω
G ff( )ω

= H (ω) （17）

可见，只有当响应受到噪声污染时，不断增加平

均次数得到的频响函数估算式 H 1 ( ω ) 才是实际频

响函数 H ( ω ) 的真估计［21］。因此，在使用 Test.Lab
软件试验测量频响函数时，设置频响函数估算方法

为 H1 估计，设置平均测量次数为 4 次，得到的频响

函数是实际频响函数的真估计，不受响应信号中的

噪声干扰。

使用相对误差 RE 和峰值误差 PRE 表示载荷识

别结果的精度，使用相对稀疏度 RS 表示稀疏正则

化结果的稀疏性，分别表示为：

RE =
 fexact - f identified 2

 fexact 2

× 100% （18）

PRE =
|| max ( )fexact - max ( )f identified

|| max ( )fexact

× 100%  （19）

RS = n zeros

N
× 100% （20）

式中  fexact 表示实际测量的载荷向量；f identified 表示识

别的载荷向量；max ( ·)表示载荷峰值；n zeros 表示稀疏

表示向量 x中零的个数。本文中的连续冲击载荷有

多个冲击峰，因此峰值误差 PRE 为多个峰值误差的

平均值。

4. 1　拍频载荷识别

两个相近频率的简谐载荷会耦合成拍频载荷，

其时间历程如下式所示：

f1 = 30 [ ]sin ( 54πt )+ sin ( 60πt ) ，

0 ≤ t ≤ 1.28 s （21）
使用 Tikhonov 正则化方法、DCT 字典方法、

Db10 小波字典方法和 RECT 字典方法识别拍频载

荷，设置离散余弦基矩阵阶数 r = 64，滞后因子 m =
8。其中 Tikhonov 正则化方法的正则化参数选取准

则为 GCV 准则，基于字典的稀疏正则化方法的正则

化参数选取准则为改进 L 曲线准则。使用测量响应

数据直接进行载荷识别，结果如图 7 所示。4 种方法

识别出的拍频载荷时间历程都比较平滑，没有明显

振荡，与真实载荷的吻合度较高，这是因为实验室环

境带来的测量噪声处于比较低的水平，所以 4 种方

法的识别效果都比较好。

为进一步研究所提方法的抗噪性，在测量响应

数据中加入响应幅值 40% 的白噪声，如图 8 所示。

图 6 输入‑输出噪声模型

Fig. 6 Input‑output noise model
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Tikhonov 正则化方法的识别结果明显变差，波形振

荡明显，这是由于 Tikhonov 方法对误差项与载荷项

的加权和进行最小值优化时，将整个时间区间上的

噪声都计算在内，导致识别效果变差；基于 3 种字典

的稀疏正则化方法通过字典提取主要特征，减小噪

声影响。所以识别载荷与真实载荷的波形更加吻

合，其中本文提出的 RECT 字典方法的整体识别效

果最好。

图 9 中比较了 4 种识别方法在不同噪声水平下

拍频载荷识别的整体相对误差结果。可以看出，随

着噪声水平的增加，4 种方法识别结果的整体相对

误差都在增大，但 Tikhonov 正则化方法的误差增幅

最大，从 0% 噪声水平的 16.6% 误差，增加到 100%
噪声水平的 65.6% 误差，而基于 3 种字典的稀疏正

则化方法的识别误差均小于 Tikhonov 正则化方法，

说明基于字典的稀疏正则化方法的抗噪性优于 Tik‑
honov 正则化方法。对于 3 种字典来说，在［0%，

100%］噪声水平区间上，DCT 字典的识别误差从

15.99% 增加到 35.63%，Db10 小波字典的识别误差

从 15.59% 增加到 56.29%，这是因为 DCT 字典的字

典原子是不同频率的余弦信号，可以很好地覆盖拍

频载荷中的谐波频率，而 Db10 小波字典的字典原子

是由不连续的母小波经平移、伸缩后形成的一系列

信号，对于连续的拍频载荷的稀疏表示不够充分，所

以 DCT 字 典 的 识 别 效 果 优 于 Db10 小 波 字 典 ；

RECT 字典通过对 DCT 字典的选择与扩展，以及与

Db10 小波字典的级联，发挥冗余字典的优势，使得

整体误差的增幅最小，从 14.53% 增加到 22.84%，在

100% 噪声水平时误差仅为 Tikhonov 正则化方法识

别误差的三分之一。

相对稀疏度 RS 用来表征字典的匹配性，稀疏

度越高，稀疏表示向量中零的个数越多，表明字典

与载荷的匹配性越好，如图 10 所示。从图 10 中可

以看出，RECT 字典的稀疏度在任何噪声水平下都

大于 90%，高于 DCT 字典与 Db10 小波字典，而且

载荷识别结果的误差最小，说明了本文所提出的

RECT 字典在载荷识别方面的优势。图 11 中进一

步对比了 40% 噪声水平下 DCT 字典、Db10 小波字

典以及 RECT 字典的稀疏表示系数。可以看出，

DCT 字典的余弦波字典原子可以表示出拍频载荷

的主要频率，但同时高阶字典原子也对高频噪声进

行了表示；Db10 小波字典的字典原子不连续，需要

用多阶字典原子共同表示连续载荷，所以稀疏性最

差；而 RECT 字典通过对 DCT 字典原子进行选择

与扩展，避免了高阶字典原子的过拟合，提高了稀

疏性，同时通过冗余 Db10 小波字典进行修饰，降低

了识别误差。

图 7 拍频载荷识别结果

Fig. 7 Identification results of beat frequency load

图 9 拍频载荷识别整体相对误差

Fig. 9 The overall relative error of beat frequency load identi‑
fication

图 8 拍频载荷识别结果  （40% 噪声）

Fig. 8 Identification results of beat frequency load with 40% 
noise
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4. 2　连续冲击载荷识别

连续冲击载荷是另一种比较复杂的飞行载荷，

本文设置的连续冲击载荷不仅包括多个局部的冲击

部分，还包含整个时间历程上的谐波部分，时间历程

如下式所示：

f2=10 [ sin ( 26πt )+sin ( 60πt )]+
40 [ e-3000π ( )t-0.175 2

+e-3000π ( )t-0.4045 2

+e-3000π ( )t-0.64 2

+
e-3000π ( )t-0.9425 2

+e-3000π ( )t-1.175 2

]，
0≤t≤1.28 s （22）
同样地，使用 Tikhonov 正则化方法、DCT 字典

方法、Db10 小波字典方法和 RECT 字典方法识别连

续冲击载荷，设置离散余弦基矩阵阶数 r = 64，滞后

因子 m = 8。连续冲击载荷的识别结果与实际测量

结果对比如图 12 与 13 所示。

图 12 中对比了 Tikhonov 正则化方法、DCT 字

典方法、Db10 小波字典方法和 RECT 字典方法对连

续冲击载荷的识别结果。可以看出，在实验室环境

的测量噪声水平下，4 种方法的识别效果都很好，识

别载荷的时间历程吻合度高，各个冲击峰值时刻与

实际一致。

在响应数据中加入 40% 噪声时，连续冲击载荷

的识别结果如图 13 所示。Tikhonov 正则化方法受

噪声影响较大，识别载荷的波形与真实载荷相比差

异较大，振荡较明显；而基于字典的稀疏正则化方法

识别出的载荷波形相对平滑，相比于 DCT 字典或者

Db10 小波字典单独表示连续冲击载荷的谐波部分

和冲击部分，本文提出的 RECT 字典方法识别出的

载荷更加接近真实载荷。

连续冲击载荷不仅包含冲击部分，还包含谐波

部分，因此使用整体相对误差 RE 和峰值误差 PRE
一起评估载荷识别方法的准确性。图 14 和 15 对比

了 4 种识别方法在不同噪声水平下连续冲击载荷识

别结果的精度。可以看出，在［0%，100%］噪声水平

区间上，RECT 字典识别方法的整体相对误差和峰

值相对误差均小于 Tikhonov 正则化方法、DCT 字

典识别方法以及 Db10 小波字典识别方法。结合图

13，在 40% 噪声水平时，RECT 字典识别方法的整

体 相 对 误 差 和 峰 值 相 对 误 差 分 别 为 26.46% 和

14.48%。从图 14 和 15 的对比中可以看出，DCT 字

典识别方法的整体相对误差小于 Db10 小波字典识

别方法，而 Db10 小波字典识别方法的峰值相对误差

小于 DCT 字典识别方法，表明 DCT 字典对于谐波

图 10 相对稀疏度

Fig. 10 Relative sparsity

图 11 拍频载荷稀疏表示系数（40% 噪声）

Fig. 11 Sparse representation coefficients of beat frequency 
load with 40% noise

图 12 连续冲击载荷识别结果

Fig. 12 Identification results of repetitive impact load
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信号的稀疏表示有优势，Db10 小波字典对于冲击信

号的稀疏表示有优势，所以冗余扩展后的 RECT 字

典的对于连续冲击载荷的稀疏表示更好，在不同噪

声水平下识别结果的整体相对误差和峰值相对误差

都是最小的。

图 16 中对比了不同噪声水平下的 3 种字典的稀

疏表示向量的稀疏度。可以看出，RECT 字典的稀

疏度在任何噪声水平下都高于 DCT 字典与 Db10 小

波字典，说明冗余扩展后的 RECT 字典与连续冲击

载荷匹配性更好。图 17 中展示了 40% 噪声水平下

连续冲击载荷在 DCT 字典、Db10 小波字典以及

RECT 字典下的稀疏表示系数。可以看出，RECT
字典发挥冗余字典的优势，使用不同形式的字典原

子匹配连续冲击载荷的不同分量形式，既提高了稀

疏性，又降低了识别误差。

5　结  论

本文针对噪声影响下传统正则化载荷识别方法

对复杂载荷识别精度低的问题，提出了冗余扩展余

弦字典的构造方法，建立了基于冗余字典的复杂动

载荷识别模型。冗余扩展余弦字典由 ECT 字典与

Db10 小波字典级联构成，用于表示复杂载荷的主要

图 17 连续冲击载荷稀疏表示系数  （40% 噪声）

Fig. 17 Sparse representation coefficients of repetitive 
impact load with 40% noise

图 16 相对稀疏度

Fig. 16 Relative sparsity

图 13 连续冲击载荷识别结果  （40% 噪声）

Fig. 13 Identification results of repetitive impact load with 
40% noise

图 14 连续冲击载荷识别整体相对误差

Fig. 14 The overall relative error of repetitive impact load 
identification

图 15 连续冲击载荷识别峰值相对误差

Fig. 15 Peak relative error of repetitive impact load 
identification
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特征。使用冗余字典与稀疏表示，将高噪声水平下

的复杂载荷求解问题转换为稀疏表示向量的求解问

题，L1 范数正则化用于稀疏表示向量的目标函数的

构建，截断牛顿内点法用于稀疏正则化的求解，改进

L 曲线准则用于稀疏正则化参数的选择。本文通过

对拍频载荷和连续冲击载荷两种复杂载荷识别的试

验研究，得出以下结论：

（1）针对测量数据中较高水平的噪声影响，经典

Tikhonov 正则化方法具有自身的局限性，对噪声敏

感，而本文提出的基于 RECT 字典的载荷识别方法

通过特征提取降低噪声影响，具有更好的稳定性与

抗噪性。

（2）相比传统的 DCT 字典与 Db10 小波字典，基

于离散余弦基函数的扩展字典和 Db10 小波字典级

联构造的 RECT 字典对复杂载荷的匹配度更好，稀

疏性更高，载荷识别精度也更好。
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Identification of complex dynamic load using redundant extended cosine 
transform dictionary

HE Wen-bo， XU Bu-feng， FENG Zhen-yu， SHI Zhang-hao， XIE Jiang， WANG Wei
（Key Laboratory of Civil Aviation Aircraft Airworthiness Certification Technology， College of Safety Science and Engineering， 

Civil Aviation University of China， Tianjin 300300， China）

Abstract: Considering the low accuracy problem of complex dynamic load identification under the effect of real measurement 
noise， an L1 norm regularized load identification method based on redundant extended cosine transform dictionary is proposed. Ac‑
cording to the convolutional relationship between the system response and the external load， the discrete system control equation 
for load identification is established. According to the main characteristics of the vibration response signal， appropriate discrete co‑
sine basis functions are selected and extended， and the extended cosine dictionary and the Db10 wavelet dictionary are used to cas‑
cade a redundant extended dictionary to represent the complex load sparsely. By using the L1 norm regularization method to solve 
the sparse representation vector under the proposed redundant extended cosine transform dictionary， the optimal regularization pa‑
rameter is obtained by improved L curve criterion， and the identification of beat load and repetitive impact load at different noise 
levels is realized. The experimental verification results show that the constructed redundant extended cosine transform dictionary 
has much better performance in sparse representation of beat load and repetitive impact load， and the load identification method 
based on the redundant extended cosine transform dictionary has great advantages to obtain accurate inversion results and good ro‑
bustness.

Key words: load identification；redundant dictionary；L1 norm； regularization method；sparse representation
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