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摘要: 为最大化提高直升机功重比，越来越多的直升机设计中应用了超临界尾传动系统，这一系统会导致跨临界振

动的产生。安装干摩擦阻尼器是一种常见的抑制直升机尾传动轴跨临界剧烈振动的方法。以某装有干摩擦阻尼器

的尾传动轴为研究对象，建立控制方程，并分析系统在传动轴偏心激励下各类碰摩响应的边界特性。建立传动轴/
阻尼器系统的非线性控制方程；依据扫频获得系统典型碰摩响应特征，使用解析法针对无碰摩响应求解碰摩发生边

界，并对同频全周碰摩响应求解其稳定性条件的边界；通过 Runge⁃Kutta 法验证了所推导的响应边界，并探讨了响应

边界与系统参数的影响关系。
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1　概  述

直升机尾传动轴是直升机传动系统的重要组成

部分，如图 1 所示，主要用于传递主减速器的尾输出

动力到尾桨［1］。传动轴有两种设计方案［2］：一是亚临

界设计，传动轴的最大工作转速低于一阶临界转速；

二是超临界设计，实际运行中传动轴的转速在一阶

临界转速甚至二阶临界转速之上。传统的亚临界设

计在启动或停止过程中传动轴无需跨临界转速，因

此动力学设计较为简单［3］。相比之下，超临界设计

下传动轴的跨度更大，这进一步减少了支承数量，使

得传动轴结构简单，重量和成本都更低，且可靠性更

高。随着直升机技术的发展，安全性、可靠性和运营

成本的优化成为直升机未来的发展趋势［4］。亚临界

设计因较高的成本及较低的功重比逐渐不能满足直

升机发展需求，使得超临界设计逐渐成为传动轴设

计的主流。由于传动轴存在不平衡量，系统在跨临

界转速时传动轴会受到偏心激励，产生剧烈的径向

振动，甚至导致其破坏失效，这一问题严重影响传动

轴乃至直升机传动系统的寿命和安全性［5］。因此，

本文针对直升机超临界尾传动轴设计方案跨临界过

程产生剧烈振动的问题，开展跨临界减振技术研究，

具有重要意义。

直升机尾传动轴上应用的减振器主要有两种。

一种是支承减振器，安装在传动轴系的轴承与轴承

座之间，通过自身阻尼实现对传动轴的减振，但由于

超临界设计尾传动轴的跨度较大，这种方法减振效

果并不十分明显［6］。

另一种是干摩擦阻尼器，安装在轴跨中间，如图

1 所示。干摩擦阻尼器由支座、阻尼环、摩擦片、螺

栓套筒、弹簧及螺栓螺母等组合构成。摩擦片通过

螺栓、螺栓套筒和弹簧完全固定在支座上。由于阻

尼环安装孔相对于摩擦片安装孔较大，并未和螺栓

图 1 某装有干摩擦阻尼器的武装直升机尾传系统

Fig. 1 TRDS in an armed helicopter equipped with a dry 
friction damper
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套筒配合，因而阻尼环是相对浮动的。通过调节螺

栓预紧力可以控制阻尼环的最大侧向干摩擦力

Fmax，同时阻尼环和传动轴在安装时留有一定的初

始碰摩间隙。当传动轴的振幅提高，传动轴位移大

小超过碰摩间隙值时会造成传动轴对阻尼环的碰摩

冲击，这种冲击会使阻尼环产生运动的趋势。此时

由于阻尼环和摩擦片接触，使得阻尼环受到自摩擦

片的侧向干摩擦力 F f 作用。

传动轴和阻尼环间的碰摩会产生各种碰摩响应

类型，而确定系统参数空间中各碰摩响应之间边界

条件及其稳定区域，厘清不同系统参数对响应之间

边界条件的影响效果，对直升机尾传系统的工程设

计具有十分重要的参考价值。

传动轴和阻尼器之间的相互作用类似于转子/
定子系统的碰摩冲击现象，该现象已有广泛的研

究［7⁃8］。Ehrich［9］发现接触非线性转子在非平衡激励

下的亚谐波、超谐波和混沌响应。许斌等［10］以转子/
定子系统为对象，采用当量弹簧线性碰摩模型，进行

了同步全周碰摩响应下运动分析，推导出同步全周

碰摩解稳定性判据，给出稳定区判据近似表达式。

Jiang 等［11］对转子/定子系统产生反向涡动碰摩响应

的现象进行机理分析，发现系统在转速达到负固有

频率附近时发生共振并失稳是反向涡动响应形成的

原因，并在此基础上使用多尺度法求解得出反向涡

动响应的边界。Chen 等［12］针对转子/定子系统的自

由振动方程使用解析法推导出带有约束条件的非线

性简正模态，并基于此预测了系统自激反向涡动的

一些重要特性。Shang 等［13］考虑了转子和定子交叉

耦合效应的影响，分析了转子/定子系统同频全周碰

摩响应解的稳定性，并讨论了不同系统参数平面下

交叉耦合效应对其稳定性的影响。Bartha［14］指出，

转子/定子系统避免产生反向涡动响应的方法之一

是降低转子和定子之间的摩擦系数，并且若无法避

免反向涡动，也可通过调整定子的动态特性以改变

反向涡动频率，避免更大的危害。Shang 等［15］深入

研究了不同碰摩响应在系统参数空间下的共存类型

及其与各参数的关系。Jiang 等［16］在研究转子/定子

系统模型反向涡动的响应特性的过程中，进一步考

虑了转子和定子接触表面的摩擦和变形，发现反向

涡动响应存在多个边界且边界特性由系统参数决

定。Srivastava 等［17］针对转子/定子系统中摩擦力的

Heaviside 函数使控制方程不连续的问题，提出使用

平滑函数代替的方法，如此可有效地检测转子摩擦

的起始和瞬时频率特性。

与传统四自由度的转子/定子系统相比，传动

轴/阻尼器系统的碰摩现象是故意设计出来的，阻尼

环必须与传动轴在跨临界过程中发生碰摩，以进行

缓冲减振。为研究系统的振动特性，Dżygadło 等［18］

基于有限元法的数学模型计算了传动轴/阻尼器系

统在时域上的跨临界振动响应，并指出随着阻尼器

参数的改变，传动轴的运动会出现混沌现象。Özay⁃
din 等［19⁃20］结合谐波平衡法和数值延拓法描述传动

轴/阻尼器系统在频域中的非线性力学特性。然而，

在他们的研究中，阻尼环的质量被忽略了，传动轴和

阻尼环之间的相互作用力被理想化的碰摩力模型所

描述。为了解决这个问题，Huang 等［21］提出传动轴/
阻尼器相互作用的碰摩模型，研究了带有弹性联轴

器和干摩擦阻尼器的超临界直升机尾传动轴的动态

特性；且进一步用解析法推导出发生碰摩冲击的边

界和 Hopf 分叉的边界，并分析了摩擦系数、内部阻

尼、悬架刚度和可变冲击刚度对各边界的影响［22］。

Wang 等［3， 5， 23］、宋立瑶等［24］基于直接时间域积分和

时频变换谐波平衡法+数值延拓法两种手段对控制

方程进行了求解，并借助 Floquet理论进一步研究了

系统在不同转速下分岔的稳定性，同时确定系统分

岔点。

Huang 等［22］以带有干摩擦阻尼器的传动轴为对

象，对其全局响应边界使用解析法进行了推导，然

而，该研究中并未考虑阻尼环所受摩擦片的侧向干

摩擦力的影响。阻尼环和摩擦片之间的摩擦力会改

变系统的控制方程，从而导致系统稳定性边界条件

和碰摩响应特性发生变化。为探究阻尼环受摩擦力

作用下的传动轴/阻尼器系统的各碰摩响应边界及

物理量参数对系统在跨临界转速下响应稳定性的影

响，本文以某带有干摩擦阻尼器的直升机单跨超临

界尾传动轴为研究对象，使用解析法推导系统全局

响应边界，并通过数值法进行验证。

2　系统物理模型及控制方程

本文研究对象是某装有干摩擦阻尼器的直升机

单跨超临界尾传动轴，在常规工况下，其转速高于一

阶临界转速。如图 2 所示，为抑制传动轴在跨一阶

临界转速时的剧烈振动，在传动轴的中间安装了干

摩擦阻尼器。本文假设传动轴两端支撑在理想轴承

上，并将传动轴简化建模为 Jeffcott 转子，其具有有

效刚度 k s 和有效阻尼 c s。Jeffcott 转子刚性盘位于传

动轴的中点，其质量为 m s，偏心距离为 e s，以角速度

ω 旋转。干摩擦阻尼器的阻尼环与传动轴同轴心安

装，质量为 m d，初始碰摩间隙为 δ0。当刚性盘的振

动幅度超过初始碰摩间隙时，刚性盘会冲击阻尼环，

产生碰摩冲击力的径向分量 P n。与转子/定子系统

碰摩相同，刚性盘和阻尼环碰摩后产生的碰摩冲击

力的切向分量 P t 作用于接触点。P t 的方向取决于

传动轴和阻尼环接触点处的线速度 v rel。碰摩后阻

尼环也受到摩擦片侧向干摩擦力 F f 的作用，从而对
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系统的跨临界振动进行抑制。最后，假设系统随时

间变量 t进行变化。

在不考虑系统陀螺效应的情况下，依据上文假

定模型，系统的控制方程如下：

{m s r̈ s + c s ṙ s + k s r s + ΘP= F e

m d r̈d - ΘP+ F f = 0 ，

P= k r[ ]1 + jμ r sign ( )v rel
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú

r s - rd - δ0
( )r s - rd

|| r s - rd
，

F e = m s e s ω2 ejωt，

F f =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ṙd

|| ṙd
Fmax， || ṙd > 0

0， || ṙd = 0
（1）

式中  r s = [ y s  z s ] T
，rd = [ yd  zd ] T

分别表示传动轴

和阻尼环的几何中心的位移， 其中 y s，z s，yd，zd 分别

表示传动轴与阻尼环在 y 向、z 向的位移距离值；上

标号“⋅”表示对时间变量 t 的微分；P为碰摩冲击力，

包括冲击力径向分量 P n 和冲去力切向分量 P t；k r 表

示阻尼环作用于传动轴的刚度值；F e 表示传动轴偏

心激励力；F f 表示摩擦片施加在阻尼环上的侧向干

摩擦力；Fmax 为侧向干摩擦力下的最大静摩擦力值；

Θ 为 Heaveside 函 数 ，当 | r s - rd |⩾δ0 时 Θ = 1，当

| r s - rd |< δ0 时 Θ = 0；sign (v rel)为传动轴和阻尼环

接触点的相对速度正负，系统在碰摩过程中传动轴

和阻尼环间的切向摩擦力方向始终与接触点的相对

速度方向相反。

式（1）的有效性已通过试验进行验证［5］，为简化

后续解析法推导过程，将式（1）无量纲化，将式（1）两

端同时除以系数 k s e s，得
［25］：

ì
í
î

ïï
ïï

r̂ ''
s + 2ζ s r̂ 's + r̂ s + ΘP̂= F̂ e

M d r̂ ''
d - ΘP̂+ F̂ f = 0

，

P̂= β r[ ]1 + jμ r sign ( )V rel
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êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú

r̂ s - r̂d - Δ
r̂ s - r̂d

|| r̂ s - r̂d
，

F̂ e = Ω 2 ejΩτ，

F̂ f =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

r̂ 'd
|| r̂ 'd

fmax， || r̂ 'd > 0

0， || r̂ 'd = 0
（2）

式中  τ = ω 0 t 表示无量纲时间物理量；ω 0 = k s

m s

表示传动轴的固有频率；上角标符号“ '”表示对无量

纲时间变量 τ 的微分，则有
dτ
dt

= ω 0；其他无量纲变

量和常数定义如下［15］：

r̂ s = r s

e s
，r̂d = rd

e s
，Δ = δ0

e s
，β r = k r

k s
，Ω = ω

ω 0
，

V rel =
v rel

e s ω 0
，M d = m d

m s
，ζ s =

c s

2 k s m s

，fmax = Fmax

k s e s
（3）

3　碰摩响应边界求解

3. 1　典型碰摩响应特征

根据某型直升机的工程参数，本文所选传动轴/
阻尼器系统物理量参数如表 1 所示［5］。

为清晰地了解传动轴/阻尼器系统在加速和减

速过程中响应的类型及其转速范围，取表 1 的参数

为系统扫频过程的参数，使用数值法对式（2）控制方

程进行加减速过程的仿真。在扫频仿真过程中，以

上一个激励频率下系统响应的末状态作为下一个激

励频率下系统的初状态，以 0.01 作为扫频步长，分

别将从 0 增速到 2 和从 2 减速到 0 作为正向和反向的

扫频过程。在每一个激励频率下，运行 1000 个激励

周期以保证传动轴运行到稳定状态，并取后 50 个周

期作为该激励频率下系统的稳态响应结果，截取后

50 个周期每个周期一个点以绘制传动轴及阻尼环

的扫频响应分岔图；同时选取每个激励频率下最大

图 2 传动轴/阻尼器系统示意图

Fig. 2 A schematic diagram of the rotor/damper system

表 1 系统无量纲物理量参数

Tab. 1 Dimensionless parameters for the system

无量纲物理量

阻尼环等效质量

传动轴等效阻尼

传动轴等效刚度

初始碰摩间隙

传动轴和阻尼环之间的摩擦系数

阻尼环和摩擦片最大静摩擦力

符号

M d

ζs

β r

Δ
μ r

fmax

值

0.05
0.02
15
3

0.1
2
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幅值绘制传动轴及阻尼环的无量纲幅值线，如图 3
所示。

参考图 3，无论正向还是反向，扫频过程中系统

响应可以分为四个阶段：Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ［5］。分别求解

正向扫频下 Ω=0.8，Ω=0.98，Ω=1.2 所对应响应类

型的轴心轨迹图，传动轴及阻尼环全频谱图如图 4~
6 所示，其中红线表示系统的初始碰摩间隙值。

在Ⅰ阶段中，传动轴的幅值逐渐增大，但没有达

到间隙值，因此阻尼环没有接触到传动轴，从图 3 中

可以看出具体转速下的 Poincaré 截面图为一个单

点，系统处于无碰摩响应状态。此时，传动轴和阻尼

环未发生碰摩，系统未达到临界转速值，参考图 4
（a）用黑圈表达的 Poincaré 点，表明相位的偏移很

小，Ŷ s 始终为正。

在Ⅱ阶段中，阻尼环依然处于黏滞状态，只在很

小幅度下进行运动。此时传动轴在一个周期内多次

越过间隙，即与阻尼环发生碰摩，随后又脱离碰摩，

系统的运行状态不稳定，系统处于局部碰摩响应状

态。此时，参考图 5（a），系统临近临界转速值，传动

轴相位偏移有所增加，Ŷ s 也始终为正。

在Ⅲ阶段中，传动轴与阻尼环在此阶段均为单

周期运动，且碰摩持续发生，系统处于阻尼环运动下

的同频全周碰摩响应状态。而同频全周碰摩状态下

系统已经跨过了临界转速相位偏移近似 π/2，通过

区域Ⅲ造成 Ŷ s 从正到负的改变。

在Ⅳ阶段中，正向扫频下传动轴和阻尼环脱离

的瞬间发生“跳跃现象”，此时传动轴的振幅骤然下

降，从图中也可看出在Ⅳ阶段传动轴的振幅小于间

隙值，与阻尼环脱离碰摩，系统的响应类型为无碰摩

响应。此时系统已经通过了临界转速，随着转速的

增大相位进一步增大至 π，此时 Ŷ s 始终为负。

综上所述，系统在不同的参数条件下，会存在：

（a）无碰摩响应；（b）局部碰摩响应；（c）同频全周碰

摩响应。图 5 中传动轴、阻尼环含有负频率的成分，

说明出现局部碰摩响应后，系统有轻微的反转趋

势［26］。下文将分别求解此三种响应相互之间的边界

条件。

3. 2　无碰摩响应边界求解

无碰摩响应边界为系统在扫频过程中从无碰摩

响应进入碰摩后各响应类型的边界条件。当系统处

于无碰摩响应状态时，根据式（2）系统控制方程，可

得传动轴的单周期线性解：

r̂ s = Ω 2 ejΩτ

-Ω 2 + 2jζ s Ω + 1
（4）

从图 3（a）可以看出，当系统正向扫频时，Ⅰ阶

段下阻尼环初始位移 | r̂d |= 0；进入Ⅱ阶段局部碰摩

响应状态时，阻尼环开始出现微小振幅的运动；同样

如图 3（b）所示，在反向扫频时，在Ⅳ阶段刚开始时，

阻尼环的初始位移 | r̂d |= 0；进入Ⅲ阶段后，阻尼环

图 3 扫频响应分岔图

Fig. 3 Sweep frequency response bifurcation diagrams

图 4 系统无碰摩响应结果图

Fig. 4 Diagrams for the system under no⁃rub response
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的位移 | r̂d |骤然上升。综上所述，无论正向还是反

向扫频，无碰摩响应边界应有假设条件 | r̂d |= 0。系

统的无碰摩响应满足 | r̂ s - r̂d |≤ Δ，考虑假设条件

后，仅存在 | r̂ s |≤ Δ 的情况。可求解系统的无碰摩响

应周期解满足如下条件：

(Δ2 - 1) Ω 4 + Δ2(4ζ 2
s - 2) Ω 2 + Δ2 ≥ 0 （5）

从式（5）的零解可得到两个实根：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

Ω l_ER= Δ2

Δ2-1
- 2Δ2 ζ 2

s

Δ2-1
-

Δ2( )1-4Δ2 ζ 2
s +4Δ2 ζ 4

s

Δ2-1

Ω u_ER= Δ2

Δ2-1
- 2Δ2 ζ 2

s

Δ2-1
+

Δ2( )1-4Δ2 ζ 2
s +4Δ2 ζ 4

s

Δ2-1
（6）

式中  Ω l_ER 为求解的无碰摩响应低转速边界，Ω u_ER

为求解的无碰摩响应高转速边界。

无碰摩响应的周期解存在于 Ω ≤ Ω l_ER 和 Ω ≥
Ω u_ER 的转速区间中。当系统在无碰摩响应状态下

不满足此条件时，将发生碰摩，其响应类型也会随之

改变［27］。当 | r̂d |> 0 时，式（5）的边界条件将会改变，

传动轴的位移 | r̂ s |小于 Δ 值就达到无碰摩响应的边

界条件，系统会提前从无碰摩响应状态发生改变［3］。

3. 3　同频全周碰摩响应边界求解

当阻尼环与传动轴发生碰摩后，其响应类型分

为两种：一种是系统做单周期运动的同频全周碰摩

响应；另一种是系统做准周期运动的局部碰摩响应。

所定义同频全周碰摩响应边界为系统在扫频过程

中，同频全周碰摩响应发生失稳的边界。基于此，本

图 5 系统局部碰摩响应结果图

Fig. 5 Diagrams for the system under partial rub response
图 6 系统同频全周碰摩响应结果图

Fig. 6 Diagrams for the system under synchronous full 
annular rub response
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文通过假定系统处于同频全周碰摩响应单周期运动

的解，再分析其稳定性边界，进而确定同频全周碰摩

响应的失稳边界。

为方便求解系统在同频全周碰摩响应的解析

解，利用坐标变换将系统从惯性坐标转换到旋转坐

标下。此时阻尼环与传动轴接触，满足 Θ = 1，假设

如下变换：

r̂ s = ρ s ejΩτ，r̂d = ρd ejΩτ，P̂=ΦejΩτ （7）
式中  ρ s 为假定系统处于同频全周碰摩响应下的传

动轴位移距离值，ρd 为假定系统处于同频全周碰摩

响应下的阻尼环位移距离值。

将式（7）旋转坐标变换的结果代入式（2），同时

考虑 sign (V rel)= 1，可得：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

( )ρ″s + 2jΩρ 's - Ω 2ρ s +
          2ζ s( )ρ 's + jΩρ s + ρ s = Ω 2 -Φ

M d ( )ρ″d + 2jΩρ 'd - Ω 2ρd +

          fmax
ρ 'd + jΩρd

|| ρ 'd + jΩρd

=Φ

，

Φ= β r(1 + jμ r) (ρ s - ρd) (1 - Δ

|| ρ s - ρd ) （8）

为方便推导同频全周碰摩响应的响应解，将碰

摩力Φ改写为如下形式［27］：

Φ= β r(1 + jμ r) (ρ s - ρd - Δ
1 - jμ r

1 + μ r
2

Φ
|Φ | ) （9）

当 ρ″s = 0，ρ 's = 0，ρ″d = 0 和  ρ 'd = 0 时，可得系统

的稳态解：

ì
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ïïïï
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( )1 - Ω 2 ρ s + 2jζ s Ωρ s = Ω 2 -Φ

-Ω 2 M dρd + jfmax
ρd

|| ρd

=Φ
（10）

同频全周碰摩响应下传动轴和阻尼环位移的矢

量解形式 ρ s 和 ρd 可求解得出，具体方法见附录。

通过解出同频全周碰摩响应传动轴和阻尼环的稳

态响应解，可进一步求解同频全周碰摩响应的失稳边

界条件。由式（8）可得传动轴和阻尼环的加速度为：
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（11）

将系统的响应振幅矢量分为 Y 方向和 Z 方向：

ρ s = Y s + jZ s，ρd = Y d + jZ d。式（11）可表示为一阶

微分方程形式：
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（12）
定义系统旋转坐标系下的状态向量为：

-U sd ={Y s Z s Y d Z d Y 's Z 's Y 'd Z 'd }
T
（13）

将式（12）改写为如下形式：

-U 'sd = A-U sd + g (-U sd )= G (-U sd ) （14）

式中  A为线性项矩阵，g (-U sd ) 为方程非线性项，

两者相加 G (-U sd )为式（12）关于状态向量的非线性

微分方程。

依据所求解矢量形式的同频全周碰摩的稳态响

应解 ρ s 和 ρd，确定系统旋转坐标系下的稳态不动点：
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-U
0

sd =

{Re ( )ρ s    Im ( )ρ s    Re ( )ρd    Im ( )ρd    0   0   0   0}T
（15）

基于此不动点对式（14）非线性项进行线性化［15］，

得到系统的 Jacobian 矩阵：

J sd (-U sd )=
|

|

|
||
|
|
|G (-U sd )

∂-U sd
-U sd =-U

0
sd

= A+
|

|

|
||
|
|
|∂g (-U sd )

∂-U sd
-U sd =-U

0
sd

（16）
系统的 Jacobian 矩阵的特征值由下式求解：

λE- [ J sd (-U 0
sd ) ]= 0 （17）

采用 Routh⁃Hurwitz 稳定性判据对系统进行判

别［28］，系统的特征方程为：

λ8 + b7 λ7 + b6 λ6 + b5 λ5+b4 λ4 +
b3 λ3 + b2 λ2 + b1 λ1 + b0 = 0 （18）

特征方程的各项系数受同频全周响应解的非线

性项的影响，当系统特征方程的八个特征值的实部

都小于零时，系统在运动状态下是稳定的，否则该稳

态响应解是不稳定的，由此可以确定同频全周碰摩

响应边界。

4　边界条件验证及各参数的影响

4. 1　边界条件验证

上文推导出系统各碰摩类型的边界解析解，本

节将使用数值积分方法对这些边界计算结果进行

验证。

将 μ r 设为变量，其余物理量参数依据表 1 的参

数，使用式（5）进行计算，可得如图 7（a）所示系统无

碰摩响应边界的解析解，式（6）所求解 Ω l_ER 和 Ω u_ER

分别为系统正向和反向扫频开始发生碰摩的边界。

为验证解析结果的准确性，使用 Runge⁃Kutta 法对

系统模型进行求解，并与解析结果进行对比。系统

摩擦系数 μ r 分别取在 0.02~0.3 的 15 组数据，将系统

无量纲转速从 0 开始以 0.01 作为扫频步长逐渐增

加，进行正向扫频，当 | r̂d |> 0 时判定碰摩发生，得到

系统在正向扫频条件下的无碰摩响应边界数值解。

同理，将系统无量纲转速从 2 开始，以 0.01 作为扫频

步长逐渐减少进行反向扫频，可得系统反向扫频条

件下的无碰摩响应边界数值解。如图 7（a）所示，使

用数值法所求解无碰摩响应边界与 Ω l_ER，Ω u_ER 几乎

相同，由此可证明解析法求解无碰摩响应边界的正

确性。

同样方法可验证同频全周碰摩响应边界，依据

表 1 物理量参数，使用式（23）分析系统 Jacobian 矩阵

特征值实部均小于 0 的情况，如图 7（b）所示。图 7
（b）中两条黄线所表示的同频碰摩响应边界（Ω l_SR，

Ω u_SR）内系统属于同频全周碰摩响应的稳定区域。

为验证该解析解的准确性，选取系统摩擦系数 μ r 在

0.02~0.3 的 15 组数据进行正向扫频分析，当系统进

入同频全周碰摩响应后继续扫频；当系统从同频全

周碰摩响应转为无碰摩响应时，记为系统在正向扫

频下的同频全周碰摩响应边界。同样，反向扫频时

则取系统从单周期运动转为准周期运动时为同频全

周碰摩响应边界，如图 7（b）所示。结果表明，使用

数值法所求解系统同频全周碰摩响应变化的边界与

解析法所求解边界基本相同，从而证明上文解析法

求解同频全周碰摩响应边界的正确性。

下文将讨论系统参数对所验证碰摩响应边界的

影响，在传动轴已知的情况下为干摩擦阻尼器的设

计提供参考。在七个无量纲系统参数（Ω，M d，ζ s，β r，

μ r，Δ，fmax）中，考虑到系统无量纲转速 Ω 是响应边界

的求解变量，并且 ζ s 为传动轴的固有参数，而 M d 则

对响应边界影响不大，故本文集中分析系统参数 μ r，

∆，fmax 与 β r 对系统响应边界的影响。

4. 2　摩擦系数影响分析

基于表 1 物理量参数，系统在 μ r ⁃Ω 参数平面下

的碰摩响应变化如图 8 所示。根据所求解的结果，

无碰摩响应边界不受摩擦系数 μ r 的影响，在 μ r ⁃Ω 参

图 7 响应边界解析解与数值解对比

Fig. 7 Comparison of analytical and numerical solutions of 
response boundaries
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数平面上表现为两条直线。当系统满足转速 Ω <
Ω l_ER或者Ω > Ω u_ER 的条件下，系统存在无碰摩响应。

考虑到响应类型在相同参数条件下存在共存现象，

因而这不能决定在系统符合转速的条件下，只存在

无碰摩响应类型［27］。

系统正向扫频过程如图 8（a）所示，首先经过

Ω l_ER 系统进入碰摩状态，此时系统处于局部碰摩响

应状态。数值仿真结果表明，随着转速的提高，系统

越来越接近单周期运动的同时，阻尼环的位移大小

逐渐增大；随着系统转速持续增加，系统进入同频全

周碰摩响应区域，其边界与 Ω l_SR 重合。系统同频全

周碰摩响应正向扫频下的稳定性将持续到 Ω u_SR 线。

当系统达到 Ω u_SR 后，同频全周碰摩响应失稳，此时

阻尼环回归零点，传动轴发生了“跳跃”现象，脱离了

与阻尼环的碰摩，系统转为无碰摩响应状态。

系统进行反向扫频时，碰摩响应变化如图 8（b）
所示。当系统转速降低到 Ω u_ER 时发生碰摩，此时数

值仿真结果表明系统处于同频全周碰摩响应状态。

系统转速进而降低到 Ω l_SR 后脱离同频全周碰摩响

应的稳定区域，系统转为局部碰摩响应状态。最后，

随着转速降低阻尼环回归零点，并且传动轴逐渐转

为单周期运动，仿真结果表明转速进一步降低后阻

尼环和传动轴脱离接触，系统回归无碰摩响应状态，

其边界也与 Ω l_ER 重合。

系统的同频全周碰摩响应稳定性区域受到摩擦

系数 μ r 的影响，随着 μ r 的增加，稳定性区域逐渐减

少。相比 μ r = 0，当 μ r = 0.3 时同频全周碰摩响应的

稳定性区域减少了 16.32%。考虑到局部碰摩响应

下传动轴等部件会受到冲击，进而造成更严重的损

伤［27］，因此系统所设计的 μ r 不宜过高。

4. 3　初始碰摩间隙影响分析

设传动轴和阻尼环初始碰摩间隙 Δ 为变量，其

余物理量参数参考表 1。使用式（5）和式（22），可得

Δ⁃Ω 参数平面下的无碰摩响应和同频全周碰摩响应

的边界图，如图 9 所示。所求解无碰摩响应边界在  
Δ⁃Ω 参数平面表现为一条在系统临界转速处有波峰

的线。当 Ω < 1 时为 Ω l_ER；当 Ω > 1 时为 Ω u_ER。同

样，所求解同频全周碰摩响应边界也根据低转速和

高转速分为 Ω l_SR 与 Ω u_SR。

依据所求解的两个边界，可得到系统在 0 <
Ω < 2 范围时，不同碰摩间隙值下系统正向及反向

扫频时碰摩响应的变化，如图 10 所示。当系统正向

扫频时，首先通过 Ω l_ER 从无碰摩响应状态进入局部

碰摩响应状态。然后通过数值仿真，结果表明，当

Δ<21.14，随着转速的增加，系统碰摩响应类型随后

会变为同频全周碰摩响应，在进一步增加转速时，同

频全周碰摩响应会发生失稳，系统最终脱离碰摩进

入无碰摩响应状态。另一方面，当 Δ>21.14 时，随

着转速增加局部碰摩会直接脱离接触进入无碰摩运

动，其边界记为 Ω l_OR。在 Ω l_OR 边界处，阻尼环的位

移不为 0，这导致相比于在反向扫频下的发生碰摩

的 Ω u_ER 边界，正向扫频下通过 Ω l_OR 脱离碰摩会更为

困难，因此在相同 Δ 值下 Ω l_OR 要比 Ω u_ER 偏向高转

速区。

反向扫频下系统通过 Ω u_ER 发生碰摩，系统从无

碰摩响应状态转为局部碰摩响应状态或者同频全周

图 8 μ r ⁃Ω 参数平面全局响应特性图

Fig. 8 Global response characteristics on parameter plane 
μ r ⁃Ω

图 9 Δ⁃Ω 参数平面响应边界图

Fig. 9 Response boundary diagram on parameter plane 
Δ⁃Ω
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碰摩响应状态。与正向扫频不同的是，反向扫频下

系统碰摩脱离边界处的阻尼环的位移接近于 0，且
传动轴符合单周期运动的趋势，这使得反向扫频下

系统脱离碰摩的边界与 Ω l_ER 完全相同。

系统在不同初始碰摩间隙下正向及反向扫频过

程中的碰摩响应变化如表 2 所示。由表 2 可知，所求

解系统的无碰摩响应边界和同频全周碰摩响应边界

均受初始碰摩间隙的影响。当系统 Δ 值超过 25 时，

阻尼环与传动轴始终不发生碰摩，系统将一直处于

无碰摩响应状态，所安装干摩擦阻尼器没有起到抑

振的作用。当系统满足 21.14<Δ<25 的情况下，系

统在碰摩过程中只会产生局部碰摩响应。随着 Δ 的

减少系统同频全周碰摩响应的稳定性区域出现并逐

渐增加。

4. 4　最大静摩擦力影响分析

假定最大静摩擦力  fmax 为变量，其余物理量参

数参考表 1。由式（5）和式（22）可得 fmax ⁃Ω 参数平面

下的无碰摩响应和同频全周碰摩响应的边界图如图

11 所示。与 μ r ⁃Ω 参数平面相同，所求解无碰摩响应

边界也不受 fmax 影响，在 fmax ⁃Ω 参数平面表现为两条

直线 Ω l_ER 和 Ω u_ER。同频全周碰摩响应边界在 fmax ⁃Ω 
参数平面上表现为两条抛物线，随 fmax 的增大而趋向

于高转速区，分别为 Ω l_SR，Ω u_SR。

系统在 fmax ⁃Ω 参数平面的正向及反向扫频下碰

摩响应变化如图 12所示，系统在不同 fmax 值下正向及

反向扫频过程的碰摩响应类型变化如表 3 所示。在

正向扫频过程中，随着 fmax 的增加，系统从无碰摩响

应状态通过 Ω l_ER 时便开始发生碰摩，产生局部碰摩

响应。根据数值仿真的计算结果，在 fmax<8 的范围

内，系统随着转速的提高不会从局部碰摩响应状态

内脱离碰摩，而必定会转为同频全周碰摩响应状态，

然后再越过 Ω u_SR 发生同频全周碰摩响应的失稳而脱

离碰摩。

表 2 不同初始碰摩间隙下的响应类型变化

Tab. 2 Variation of response state with different initial rub‑impact clearance

扫频方向

正向扫频

正向扫频

正向扫频

正向扫频

反向扫频

反向扫频

反向扫频

反向扫频

初值碰摩间隙值

0<Δ<1.86
1.86<Δ<21.25
21.14<Δ<25

25<Δ

0<Δ<1.33
1.33<Δ<9.28
9.28<Δ<25

25<Δ

响应类型变化（0< Ω <2）
无碰摩响应→局部碰摩响应→同频全周碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→同频全周碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应

同频全周碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→同频全周碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应

图 11 fmax ⁃Ω 参数平面响应边界图

Fig. 11 Response boundary diagram on parameter plane 
fmax ⁃Ω

图 10 Δ⁃Ω 参数平面全局响应特性图

Fig. 10 Global response characteristics on parameter plane 
Δ⁃Ω
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在反向扫频的过程中，系统会通过 Ω u_ER 开始碰

摩。当 fmax<3.03 时系统会产生同频全周碰摩响应

状态，然后经过 Ω l_SR 因同频全周碰摩响应失稳而转

为局部碰摩响应状态，随着减速阻尼环位移逐渐归

零，仿真表明系统在经过 Ω l_ER 时变脱离碰摩；当

fmax>3.03 时，系统通过 Ω u_ER 会直接进入局部碰摩响

应状态，再进而脱离碰摩。

由图 12 和表 3 可知，系统在正向扫频下，随着

fmax 的增大进入同频全周碰摩响应的边界会转移向

高转速区。系统在反向扫频下，当 fmax<3.03 时，随

着 fmax 提高同频全周碰摩响应稳定性区域会减少，这

导致局部碰摩响应范围的增大；当 fmax>3.03 时，系

统不会出现同频全周碰摩响应。

4. 5　传动轴等效刚度影响分析

假定传动轴等效刚度 β r 为变量，其余物理量参

数参考表 1。由式（5）和式（22）可得 β r ⁃Ω 参数平面

下的无碰摩响应和同频全周碰摩响应的边界图如图

11 所示。所求解无碰摩响应边界不受 β r 影响，在

β r ⁃Ω 参数平面表现为两条直线 Ω l_ER，Ω u_ER。同频全

周碰摩响应边界也存在两条，分别为 Ω l_SR，Ω u_SR。在

β r 较小情况下，随 β r 的增大同频全周碰摩响应边界

趋向于高转速区；在 β r 值较大情况下，同频全周碰摩

响应边界将几乎不会随 β r 改变。

系统正向扫频过程如图 14（a）所示，在正向扫

频过程中，随着 β r 的增加，系统从无碰摩响应状态通

过 Ω l_ER 时便开始发生碰摩，产生局部碰摩响应。根

据数值仿真的计算结果，在 β r<0.11 的情况下，随着

系统转速增加系统不会进入同频全周碰摩响应而直

接脱离碰摩。当 0.11<β r<0.52 时，系统会在脱离

碰摩前进入同频全周碰摩响应区域，但是随后经过

Ω u_SR 失稳回到局部碰摩响应状态，最后脱离碰摩。

在 0.52<β r 情况下，数值仿真结果表明，系统发生碰

摩后会从局部碰摩响应状态转为同频全周碰摩响应

状态并进而经过 Ω u_SR 后脱离碰摩。

图 12 fmax ⁃Ω 参数平面全局响应特性图

Fig. 12 Global response characteristics on parameter plane 
fmax ⁃Ω

表 3 不同最大静摩擦力下的响应类型变化

Tab. 3 Variation of response state with different critical slip force

扫频方向

正向扫频

正向扫频

反向扫频

反向扫频

最大静摩擦力值

0<fmax<6.41
6.41<fmax

0<fmax<3.03
3.03<fmax

响应类型变化（0< Ω <2）
无碰摩响应→局部碰摩响应→同频全周碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→同频全周碰摩响应

无碰摩响应→同频全周碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

表 4 不同等效刚度下的响应类型变化

Tab. 4 Variation of response state with different Rub‑impact stiffness

扫频方向

正向扫频

正向扫频

正向扫频

反向扫频

反向扫频

反向扫频

等效刚度值

0<β r<0.11
0.11<β r<0.52

0.52<β r

0<β r<0.11
0.11<β r<0.52

0.52<β r

响应类型变化（0< Ω <2）
无碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→同频全周碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→同频全周碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→同频全周碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应

无碰摩响应→局部碰摩响应→同频全周碰摩响应→局部碰摩响应→无碰摩响应
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系 统 进 行 反 向 扫 频 时 ，碰 摩 响 应 变 化 如 图

14（b）所示。当系统转速降低到 Ω u_ER 时发生碰摩。

当 β r<0.11 时，系统处于局部碰摩响应状态，随着转

速的降低系统转轴和阻尼环逐渐脱离接触。当  
0.11<β r<0.52 时，系统响应类型变化与正向扫频相

同，会从局部碰摩响应状态进入同频全周碰摩响应

状态，随后经过 Ω l_SR 后失稳回归局部碰摩响应状

态，最后随着速度的减少脱离碰摩。当 0.52<β r 时，

系统处于同频全周碰摩响应状态，经过 Ω l_SR 后变为

局部碰摩响应状态，然后随着转速降低传动轴的位

移逐渐降低最终与阻尼环脱离接触。

5　结  论

本文针对某带有干摩擦阻尼器的直升机单跨超

临界尾传动轴的碰摩现象，通过使用解析方法推导

出无碰摩响应边界和同频全周碰摩响应边界，并使

用 Runge⁃Kutta 法进行了验证，最后讨论了 μ r，Δ，fmax

和 β r 对边界条件的影响，得到以下结论：

（1）传动轴/干摩擦阻尼器系统的跨临界转速过

程的典型响应类型可以分为三种，分别为无碰摩响

应、局部碰摩响应以及同频全周碰摩响应，且各响应

类型的边界与系统的物理量参数密切相关。

（2）依据无碰摩响应下发生碰摩的边界条件，求

解了系统无碰摩响应的边界。证明 μ r，fmax 和 β r 不会

对其产生影响，在 μ r ⁃Ω 平面和 fmax ⁃Ω 参数平面上表

现为两条垂线。所求解无碰摩响应边界受 Δ 影响，

随 Δ 增大，无碰摩响应边界向临界转速收缩。

（3）基于 Routh⁃Hurwitz 稳定性判据，针对系统

同频全周碰摩响应求解其稳定性边界。同频全周碰

摩响应边界受 Δ 与 fmax 影响显著。随 Δ 增大，同频全

周碰摩响应会收缩进而消失。随 fmax 与 β r 的增大，同

频全周碰摩响应边界趋于转到高转速区。同频全周

碰摩响应稳定性边界也受 μ r 影响，随其增大区域会

略微压缩。

现有的工作在局部碰摩响应边界求解上依然使

用数值方法，而如何假定系统局部碰摩响应解的形

式进而通过解析方法求解其边界条件仍需进一步

探讨。
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Boundary characterization of rub-impact response of a helicopter 
supercritical transmission shaft with a dry friction damper

JIN Sheng1， SONG Li-yao1， CAO Peng2， LI Jian2， YOU You-peng1， ZHU Ru-peng1， WANG Dan1

（1.National Key Laboratory of Science and Technology on Helicopter Transmission， Nanjing University of Aeronautics and 
Astronautics， Nanjing 210016， China； 2.National Key Laboratory of Science and Technology on Helicopter Transmission， 

AECC Hunan Aviation Powerplant Research Institute， Zhuzhou 412002， China）

Abstract: In pursuit of the ideal power-to-weight ratio， supercritical transmission shaft systems are increasingly used in the design 
of helicopter structures， which leads to the generation of violent vibrations driving through its critical speed. To suppress the exces⁃
sive transcritical vibration， dry friction dampers are usually employed. In this study， a supercritical transmission shaft system with a 
dry friction damper is investigated. The governing equations are established and the boundary characteristics of various rub-impact 
responses of the system under eccentric excitation of the transmission shaft are analyzed. Firstly， the nonlinear governing equations 
of the damper/shaft system are constructed. Secondly， typical response characteristics are determined using frequency sweep， and 
the boundaries of impact occurrence and stability conditions for the synchronous full annular rub are solved using analytical meth⁃
ods. Finally， the derived response boundaries are verified by the Runge-Kutta method， and the relationship between the response 
boundaries and the system parameters is further explored.
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附 录：

将式（9）代入式（10）约去 | ρd |，并简化可得传动轴和阻尼环的矢量解为：
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ρ s = Ω 2 -Φ

( )1 - Ω 2 + 2jζ s Ω

ρd = Φ

Ω 2 M d ( )j fmax

||Φ 2 - f 2
max

- 1

（A1）

将式（A1）代入式（9），进而化简可得碰摩力Φ的矢量解为：

Φ=
Ω 2( )R 1 + jI1
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+
β r Δ 1 + μ r

2

|Φ |

（A2）

式中  R 1 和 I1 分别为
β r( )1 + jμ r

( )1 - Ω 2 + 2jζ s Ω
的实数部分和虚数部分：
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（A3）

由式（A2）可得碰摩力的大小 |Φ |：
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||Φ
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||Φ 2
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= f （A4）

式中  系数 a，b，c，d，e 和  f 为：

a = 1 + R 1 - β r

Ω 2 M d
，b = β r Δ 1 + μ2 ，c = β r f 2

max

Ω 2 M d
，d = β r fmax

Ω 2 M d
，e = I1 - β r μ r

Ω 2 M d
，f = Ω 4 ( )R 1

2 + I1
2 （A5）

将式（A4）代入式（A2）可得碰摩力Φ矢量解，进而代入式（A1）可得同频全周碰摩响应下传动轴和阻尼

环位移的矢量解形式 ρ s 和 ρd。

式（14）中  A为线性项的系数矩阵，定义为：
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（A6）

g (-U sd )为式（14）中的非线性项，定义为：

g (-U sd )={0 0 0 0 H Y + Ω 2 H Z - H Y

M d
- FY

M d
- H Z

M d
- FZ

M d
}

T

（A7）

式（A7）中  H Y，H Z，FY 和 FZ 分别定义为：
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式（16）中的非线性项进行线性化后各项系数为：
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