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摘要: 基于截面等效，提出了多层组合梁的二维分析模型。使用混合能变分原理，以包含频率函数的节点位移及其

能量对偶的应力分量为单元节点未知量，引入混合元对梁长方向进行离散，建立动力学状态空间控制方程；接着引

入微分求积法（Differential Quadrature Method， DQM）对控制方程进行梁高度方向的离散，求得组合梁在不同轴力

与边界条件下的动力学方程。以混凝土‑木材组合梁、波形钢腹板梁和钢‑混组合梁为例进行验证。该方法基于二

维理论，可为梁理论提供假设依据和误差分析的基准。
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引  言

组合梁的动力特性是组合梁计算分析中的重要

内容，利用自振频率可以识别结构可能出现的损伤。

基于 Timoshenko 梁理论，Xu 等  ［1］推导了考虑层间

滑移的组合梁解析表达式，分析了其静力、动力与屈

曲特性。考虑高阶剪切效应的影响，Vo 等［2］提出了

使用高阶多项式和非多项式函数的高阶剪切变形理

论。Carrera 等［3］比较多种不同高阶函数，包括多项

式、三角级数、指数函数和 Zig‑zag 函数，分析多层组

合梁自振特性的异同。基于 Zig‑zag 理论，胡霖远

等［4］通过引入分段的位移线性分布假设与横向剪应

力抛物线分布假设，建立了适用于分析波形钢腹板

梁的自由振动分析理论。Shen 等［5‑6］基于状态空间

架构，给出了考虑部分组合作用的组合梁自由振动

控制方程，并分析了轴力的影响。通过引入“动力折

减系数”与“频率折减系数”，侯忠明等［7］提出了

钢‑混组合梁动力问题的简便计算方法。考虑到

钢‑混组合梁在钢梁翼缘存在剪力滞效应，陈玉骥

等［8］通过假设结构的纵向位移函数，提出了考虑剪

力滞与层间滑移效应的组合梁一阶自振频率计算

方法。

除了解析方法，有限元方法在组合梁动力分析

中得到了较多应用。基于经典梁理论，Vo 等［9］使用

一维有限元单元分析了薄壁组合梁的动力特性。

Chakrabarti 等［10］提出了考虑层间滑移的高阶梁单

元。Chalak 等［11］提出了基于 Zig‑zag 理论的有限元

单元，并用其分析了包含柔软夹层的三明治结构组

合梁的动力特性。

以上研究都基于一维梁理论，若将组合梁近似

为二维结构，则无须假定截面上的变形或应力的分

布，适用于截面材料特性变化较大、层数较多，或是

边界条件沿梁高分布较为复杂的情况。Chen 等［12］

基于二维弹性理论，提出了使用状态空间法与微分

求积法的组合梁自由振动分析方法。基于状态空间

法，Xu 等［13］给出了简支条件下考虑层间滑移的组合

梁自由振动与屈曲荷载解析解，并使用微分求积法

给出了在其他边界条件下的半解析表达式。因为将

位移与其能量对偶的应力分量作为基本未知量，因

此状态空间法在分析多层组合结构时具有独特

优势。

本文在组合梁统一的二维模型基础上，推导了

哈密顿体系下考虑固有频率与轴力作用的混合能量

泛函。然后通过梁长方向的有限元离散，求得沿梁

高度方向的状态空间方程。接着利用微分求积法

（Differential Quadrature Method， DQM）对 状 态 方

程在梁高方向上进行分解。最后使用二分法解得组

合梁的各阶自振频率。通过对混凝土‑木材组合梁、

波形钢腹板梁和钢‑混组合梁的分析，验证了该方法

的正确性。
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1　组合梁的二维模型

不同形式的组合梁，包括钢‑混组合梁与波形钢

腹板梁，均可通过截面等效转化为宽度为 b0 的矩形

截面组合梁。参考胡霖远等［4］、Johnson 等  ［14］ 以及

Xu 等［15］的工作，通过把波形钢腹板等效为正交各向

异性材料，可模拟波形钢腹板横向和纵向刚度的巨

大差异。同时根据截面抗弯刚度与轴向刚度一致原

则，对不同宽度的混凝土截面或钢梁截面进行材料

参数转换，使其统一等效为矩形截面。

为保持模型的一致性，组合梁的层间部分组合

作用通过引入厚度极小的虚拟粘接层进行模拟。如

图 1 中高度为 hg（其值远小于其他层的高度）的薄

层，其剪切模量为：

G = hg ks （1）
式中  ks 为剪力连接件的抗剪刚度，该式可方便地

根据能量相等原则推导得到。如果需要考虑实际情

况下剪力连接件在梁长方向的离散分布特性，那么

虚拟粘接层的剪切模量也可在梁长方向作相应的设

置。通过一个等效的薄层材料模拟由于剪力连接件

刚度有限产生的层间相对滑移，使得所有的等效截

面成为统一的层间完美连接的二维模型。

研究的基本计算模型如图 1 所示。多层组合梁

的长度和高度分别是 L 和 H，包含 n 层不同材料。

各层材料具有不同的材料与几何参数，包括弹性模

量 Exi 和 Eyi、剪切模量 Gi、泊松比 νxyi 和 νyxi。各层的

高度为 hi，总梁高 H = ∑
i

h i，i = 1，2，⋯，n。层间的

部分连接作用通过引入高度为 hg（其值远小于其他

层的高度）的虚拟粘接层进行模拟。设多层组合梁

受到左右边界上轴向压力 N 的作用。

2　混合有限元与 DQM 结合解法

2. 1　混合能泛函

考虑组合梁在轴力作用下的自由振动问题，假

设梁的振动频率为 ω，则二维系统的拉格朗日函数

可表示为：

L= 1
2
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ý
þ
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û
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式中  u=[ u v ]T 为位移振幅列阵，u 和 v 分别对

应 x 方向和 y 方向的位移振幅；若变量下标中包含

逗号，则表示该变量对逗号后面坐标的偏导数；ρ 表

示材料的密度；矩阵 C xx，C xy，C yx，C yy 的取值可参考

胡霖远等  ［4］的工作。

选取 y 方向作为传递方向，通过勒让德变换［16］

可得到如下自由振动问题的哈密顿函数：

H y ( u，σ y )= 1
2 σ

T
y C-1

yy σ y - σT
y C-1

yy C yxu，x -

   12 u
T，xC̄ xxu，x + 1

2 ρω2uTu+ 1
2 NuT，x Zu，x （3）

式中  σ y =[ σyx σyy ]T 为法线方向与 x 轴平行的平

面上的应力振幅矢量，以及：

C̄ xx = C xx - C xyC-1
yy C yx， Z= é

ë
êêêê ù

û
úúúú0 0

0 1
（4）

求得哈密顿函数表达式后，混合能泛函可表

示为：

Π 1 =∫
Ω

[σT
y u，y - H y ( u，σ y )] dΩ （5）

式中  Ω 表示平面区域。该混合能泛函以位移振幅

u和应力振幅矢量 σ y 为自变函数，使得该泛函取极

值的可能位移振幅和应力振幅是精确解。出于简便

性，后面的文字描述中统一省略“振幅”。

2. 2　混合有限元离散

对结构沿 x 方向进行有限元离散，y 方向保持不

变，并对自由振动下的单元内位移与应力做如下

假设：

u e ( x，y )= eiωtN ( x )d e ( y ) （6a）
σ ye ( x，y )= eiωt P ( x ) se ( y ) （6b）

式中  eiωt 表示位移与应力随时间的变化函数，i 和 t

分别表示虚数与时间变量；d e ( y )和 se ( y )分别表示

单元节点上的位移和应力分量；N ( x )和 P ( x )分别

表示单元内部位移与应力的分布形函数。

有限元离散后，系统的混合能泛函也可以写为：

Π 1 =∫
0

Hì
í
î

ü
ý
þ

∑
e = 1

m ∫
xe

xe + 1

[ σT
y u，y - H y ( u，σ y ) ] dx dy  （7）

式中  H 为整个梁高；m 为 x 方向单元数量；xe 和

xe + 1 为第 e个单元所占的区域。

将式（3）代入式（7），并结合式（6），得：

图 1 多层组合梁二维分析示意图

Fig. 1 Schematic diagram of 2D model of multi-layered 
composite beam
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  Π 1 = e2iωt∫
0

H

( sT
e D ed e，x - 1

2 s
T
e H e se + sT

e G ed e +

    12 d
T
e K ed e - ρω2

2 d T
e D ed e - N

2 d
T
e J ed e ) dy （8）

式中

D e =∫
xe

xe + 1

P TNdx，  H e =∫
xe

xe + 1

P TC-1
yy Pdx （9a）

G e =∫
xe

xe + 1

P TC-1
yy C yxN，x dx （9b）

K e =∫
xe

xe+ 1

N T，xC̄ xxN，x dx， J e =∫
xe

xe+ 1

N T，x ZN，x dx

（9c）
求得单元内部的系数矩阵后，按节点号组装全

部矩阵，可得系统的混合能泛函为：

     Π 1 =∫
0

H

( sTDd，y - 1
2 s

THs+ sTGd+

               12 d
TKd- ρω2

2 d TDd- N
2 d

T Jd ) dy     （10）

式中  d和 s表示系统全体位移与应力分量；D，G，

H，K，J表示根据有限元节点号组装后的各系数

矩阵。

对式（10）取变分为零，可得如下控制方程：

d
dy { }ds = é

ë
êêêê

ù
û
úúúú

-D-1G D-1H T

D-T K̄ T D-TG T { }ds （11）

式中

K̄= K- ρω2D- NJ （12）
考虑到位移与应力具有不同的量纲，为提高数

值精度，可按下面方式进行无量纲化。首先引入：

d= Lm d̄， s= E s̄， y = ζH （13）
式中  Lm 为特征长度，可取为 L/m；E 为具有弹性

模量量纲的量。

按式（13）无量纲化后，式（11）可改写为：

dΔ
dζ

= AΔ， ζ ∈ [ 0，1 ] （14）

式中
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é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú-D-1GH D-1H T Em
H
L

D-T K̄ T LH
mE

D-TG T H
（15）

2. 3　三节点单元

有限元离散采用三节点有限元单元，如图 2 所

示，并取中间节点 k 为首节点 i 与末节点 j 之间的中

点。形函数表达式如下：

N= P= [N i I2 N k I2 N j I2 ] （16）
式中

N i( ξ )= -1
2 ξ (1 - ξ )，  N k( ξ )= (1 + ξ ) (1 - ξ )

（17a）

N j( ξ )= 1
2 ξ (1 + ξ ) （17b）

ξ表示单元内的局部坐标，与全局坐标 x 的关系为：

ξ = 2( x - xk )
xj - xi

（18）

由于形函数由参考坐标 ξ 给出，因此根据复合

函数求导规则：

N，x = N，ξ ξ，x （19）
将形函数表达式代入式（9），可得各单元系数矩阵的

表达式如下：
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H e = xj - xi
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G e = 1
6
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图 2 三节点单元示意图

Fig. 2 Schematic diagram of three node element
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2. 4　状态方程的 DQM 求解

状态方程（14）为微分方程，虽可用传递矩阵直

接求解，但是由于引入有限单元后维数较大，容易导

致数值稳定问题。为此，可采用微分求积法［17‑18］求

解状态方程（14）。首先， 在组合梁第 i层上布置 k个

离 散 点 ，其 局 部 坐 标 为 ζc（c = 1，2，⋯，k）。 根 据

DQM 法，在离散点 c上，状态向量的导数满足：

dΔ ic

dζ
= ∑

α = 1

k

gcα Δ iα， c = 1，2，⋯，k （21）

式中  Δ ic 和 Δ iα 表示第 i 层内 ζc 和 ζα 点处的状态量；

gcα 为 DQM 权重系数，一种取法为［18］：

gcα =
∏

j = 1，j ≠ c

k

( ζc - ζj )

( ζc - ζα ) ∏
j = 1，j ≠ α

k

( ζα - ζj )
， α ≠ c （22a）

gcc = - ∑
j = 1，j ≠ c

k

gcj （22b）

对于第 i 层上任一离散点上的状态量 Δ ic，式

（14）可以改写为：

dΔ ic

dζ
= A i Δ ic， ζ ∈ [ 0，1 ] （23）

式中  A i 表示式（14）中矩阵 A在第 i 层的取值。将

式（21）代入式（23），可得在任一离散点 c上满足：

A i Δ ic = ∑
α = 1

k

gcα Δ iα，   c = 1，2，⋯，k （24）

组合第 i层上所有离散点之间的关系，可得：

L i Δ i = 0 （25）
式中
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式中  I表示与A i 维数相同的单位矩阵。

考虑到原组合结构具有 n 层，将各层系数矩阵

依次代入式（25），并组合可得：

LΔ= 0 （27）
式中
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式中  系数矩阵 L表示组合梁的自身动力特性，还

需针对不同边界条件进行相应修改。

2. 5　边界条件引入

边界条件通过有限元分析方法中常用的“乘大

数法”进行引入，并记大数为 λ。设边界条件共约束 f

个状态量 φi，即：

φi = ci， i = 1，2，⋯，f （29）

式中  φi 表示给定状态量；ci 表示给定值。

通过“乘大数法”引入边界条件式（29）后，式

（27）可改写为：

( I+ λIE ) LΔ= 0 （30）
式中  I表示与 L维数相同的单位矩阵；E表示维数

为 4nkM 的列向量，其中 n 表示材料层数，k 表示每层

的 DQM 离散点个数，M 表示有限元节点数。E

满足：

E ( j )=ì
í
î

1，j = pi

0，j ≠ pi

，j = 1，2，⋯，4nkM；

i = 1，2，⋯，f （31）

式中  pi 表示状态量 φi 在总体状态量矢量 Δ中的

位置。

结合式（12），（15）和（26b），可知式（30）中的系

数矩阵为频率项 ρω2 和轴力 N 的函数。为使得方程

（30）有非零解，系数矩阵应满足：

| ( I+ λIE ) L |= 0 （32）

计算组合梁在无轴力作用下的自振频率，可通

过设置式（12）中的轴力项 N = 0，然后通过二分法

求得满足式（32）的组合梁各阶自振频率。通过设定

式（12）中的频率 ω = 0，可相应求得组合梁的屈曲

荷载。
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3　算  例

3. 1　混凝土‑木材组合梁

混凝土‑木材组合梁由上层混凝土与下层木梁

组成。上层混凝土的材料参数为 Ec = 12 GPa，νc =
0.2，下层木梁的材料参数为 Ew = 8 GPa，νw = 0.3，
层间具有剪切刚度 ks = 50 MPa。表 1 展示了四种

不同边界条件下，即两端简支（SS）、一端简支一端

固 支（SC）、两 端 固 支（CC）、一 段 固 支 一 段 自 由

（CF），组合梁的前五阶自振频率，并将计算结果与

Xu 等  ［1］解析解的结果进行对比。

混凝土与木梁间通过剪力连接件相连接，连接

件刚度决定了组合作用的强弱。当连接件刚度较小

时，组合作用较弱，此时组合梁的固有频率较低；当

连接件刚度逐渐增大时，组合作用随之增强，固有频

率也相应提高。当连接件刚度很大时，层间近似完

美连接，此时固有频率达到稳定的最大值。

图 3 反映了四种不同边界条件下，组合梁一阶

频率随剪切刚度而变化的趋势图。不同支座条件

下，一阶频率发生显著变化时对应的连接刚度区间

不同。两端简支（SS）下，其频率敏感的连接刚度变

化区间为 103 Pa ≤ ks ≤ 108 Pa，而在两端固支（CC）
条 件 下 ，其 频 率 敏 感 的 连 接 刚 度 变 化 区 间 为

104 Pa ≤ ks ≤ 1010 Pa。

3. 2　波形钢腹板梁

基于二维分析模型，组合梁内部位移与应力的

分布满足传递方程式（14），因而无须预先引入其分

布的假设函数，适用于分析具有各向异性特征的波

形钢腹板梁结构。参考胡霖远等［4］、Johnson 等［14］ 以
及 Xu 等［15］的工作，波形钢腹板可转换为等效正交各

向异性材料，并将波形钢腹板梁（Corrugated Steel 
Web Beams， CSWB）等效为单位宽度下的矩形三

层组合结构。各层的材料参数如下：混凝土顶板的

等 效 弹 性 模 量 为 E 1 = 862.5 GPa，泊 松 比 为

ν1 = 0.2，密度为 ρ1 = 60000 kg/m3。波形钢腹板的

等 效 弹 性 模 量 为 Ex = 6.88 GPa，Ey = 15.7 MPa，
Gyx = 2.29 GPa；泊 松 比 为 νxy = 0.3，νyx = 6.846 ×
10-4；密度为 ρw = 270.04 kg/m3。混凝土底板的等

效弹性模量为 E 3 = 517.5 GPa，泊松比为 ν3 = 0.2，
密 度 为 ρ3 = 36000 kg/m3。 波 形 钢 腹 板 梁 长 L =
45 m，高 H = 2.5 m，其中混凝土顶板与底板厚度均

为 0.25 m。

基 于 式（32）求 得 的 各 阶 自 振 频 率 结 果 ，与

Zig‑zag 理论（Zig‑zag Beam Theory， ZBT）［4］和有限

元数值方法计算所得的结果对比如表 2~5所示。表

中 f表示自振频率，括号内表示该方法与有限元结果

的相对误差（%）。有限元结果来自于 ABAQUS 软

件使用八节点平面应力单元的计算结果，上、下混凝

土板的单元尺寸均为 0.025 m×0.450 m，波形钢腹

板层的单元尺寸为 0.200 m×0.450 m，在建立波形

钢腹板梁的平面应力有限元模型后计算其动力

特性。

不同边界条件下，基于此方法的计算结果与有

限元结果吻合度较高，各阶频率值均与有限元结果

接近。而 Zig‑zag 理论的结果在低阶频率上精度较

高；随着频率阶数的升高，其精度有所下降。这是由

于随着振型阶数升高，组合梁内的剪切变形呈现出

更显著的非线性特征，因此使用 Zig‑zag 理论所得结

果的误差将逐渐增大。基于二维模型的传递方程式

（14），无须引入变形和应力的预先分布假设，因此对

于各阶频率均能保持较低的误差水平。为了保证总

体精度，本算例统一选用较大的 DQM 离散点数

（k=20）并在材料界面附近加密布置离散点，偏多偏

表 1 组合梁在不同边界条件下的前五阶频率

Tab. 1 The first five order frequencies of the composite 
beam under different boundary conditions

阶次

1

2

3

4

5

频率/Hz
SS

10.318
(0.15%)
32.794

(-1.69%)
64.466

(-0.94%)
105.308
(0.58%)
157.437
(0.63%)

SC
14.103

(-0.68%)
39.015

(-0.58%)
74.512

(0.37%)
119.106

(-0.12%)
162.787
(0.11%)

CC
18.587

(-0.59%)
45.637

(-0.01%)
83.092

(-0.15%)
129.709

(-0.18%)
162.774
(0.04%)

CF
3.959

(-0.86%)
20.098

(0.02%)
48.772

(0.05%)
86.203

(-0.18%)
133.992
(0.25%)

注：括号内值表示与 Xu 等［1］解析解结果的相对误差。

图 3 不同剪切刚度下的一阶频率分布图

Fig. 3 First‑order frequency distribution under different shear 
connector stiffness

860



第  5 期 蒋佳卿，等： 一种多层组合梁自由振动分析的混合有限元法

密的离散点布置使得低阶频率的误差反而偏大。

3. 3　钢‑混组合梁

钢‑混组合梁在桥梁工程中应用广泛。通过在

界面处布置抗剪连接件，钢‑混组合梁将钢材与混凝

土进行组合，发挥其各自优势。考虑一跨径 L =
2 m 的钢‑混凝土试验组合梁。钢梁为 100 mm ×
100 mm 的标准 H 型钢，容重 ρs = 7850 kg/m3，弹性

模量和泊松比分别为 Es = 210 GPa 和 νs = 0.3。混

凝 土 厚 hc = 50 mm，宽 w c = 300 mm，容 重 ρc =

2500 kg/m3，弹 性 模 量 和 泊 松 比 分 别 为 Ec =
38.9 GPa 和 νc = 0.2。混凝土与钢梁之间通过栓钉

（直径 da = 10 mm）连接，并沿跨径方向每间隔 0.2 
m 布置一排，每排 2 个，产生的界面抗剪强度 ks =
140 MPa。参考胡霖远等［4］和 Xu 等［15］的工作，可将

该组合梁等效为单位宽度下的矩形五层组合结构。

对于五层结构的分析，体现了该方法可方便地处理

任意多层结构的特点。

由于栓钉沿梁长方向为间隔布置，采用两种方

式对其进行模拟。方式（Ⅰ）首先计算每排栓钉处的

界面抗剪强度：

ka = ks wc L
N a da Be

（33）

式中  N a 表示梁长方向的栓钉排数；Be 表示等效界

面的宽度，即 Be = 1 m。求得抗剪强度 ka 后，可按式

（1）求得栓钉位置处虚拟粘接层的剪切模量 Ga。而

其 他 无 栓 钉 处 的 剪 切 模 量 则 取 为 一 较 小 值

（Ga 1000）。在进行有限元离散时，通过设定单元间

不同的剪切模量，体现了该方法可处理材料特性沿

梁长变化的优势。方式（Ⅱ）则不考虑栓钉的间隔布

置，由式（1）直接求得对应于 ks 的全梁长等效剪切

模量 Gs。

表 6 给出了两种计算方式下组合梁的固有频率

计算结果，并与有限元数值结果以及张云龙等  ［19］的

室内试验结果进行对比。有限元数值计算基于 AN‑
SYS 软件，工字钢与混凝土使用实体单元（SOL‑
ID65）进行离散，栓钉使用梁单元  （BEAM188） 模
拟。对比表明，采用方式（Ⅰ）的计算值与试验实测

结果吻合度较高，误差仅为 0.64%。而不考虑栓钉

间隔布置的全梁长等效方式（Ⅱ），其频率计算结果

较试验实测值偏低。这是由于将抗剪强度进行全梁

长均匀化等效，降低了端部处的连接刚度，使得组合

梁的固有频率下降。

表 2 简支（SS）波形钢腹板梁自振频率

Tab. 2 Natural frequencies of CSWB under SS condition

阶次

1
2
3
4
5
6
7
8

频率/Hz
FEM

17.191
51.768
88.945

126.248
162.577
199.196
235.990
273.130

ZBT
17.218(0.16)
51.904(0.26)
89.264(0.36)

126.572(0.26)
163.840(0.78)
201.377(1.09)
239.461(1.47)
278.316(1.90)

本文方法

17.200(0.05)
50.908(-1.66)
88.932(-0.01)

125.430(-0.65)
162.647(0.04)

197.011(-1.10)
233.001(-1.27)
272.004(-0.41)

表 3 两端固支（CC）波形钢腹板梁自振频率

Tab. 3 Natural frequencies of CSWB under CC condition

阶次

1
2
3
4
5
6
7
8

频率/Hz
FEM

27.665
58.502
93.965

130.414
167.346
204.474
241.953
279.834

ZBT
27.708(0.16)
58.737(0.40)
94.475(0.54)

131.375(0.74)
168.981(0.98)
207.107(1.29)
245.946(1.65)
286.625(2.43)

本文方法

27.411(-0.92)
58.672(0.29)

92.538(-1.52)
128.634(-1.36)
166.786(-0.33)
203.684(-0.39)
240.957(-0.41)
278.235(-0.57)

表 4 固支‑简支（CS）波形钢腹板梁自振频率

Tab. 4 Natural frequencies of CSWB under CS condition

阶次

1
2
3
4
5
6
7
8

频率/Hz
FEM

22.435
55.357
91.464

128.171
164.940
201.835
238.937
276.454

ZBT
22.473(0.17)
55.537(0.33)
91.880(0.45)

128.980(0.63)
166.390(0.88)
204.220(1.18)
242.671(1.56)
281.931(1.98)

本文方法

22.119(-1.41)
54.377(-1.77)
90.146(-1.44)

127.503(-0.52)
163.467(-0.89)
200.257(-0.78)
237.537(-0.59)
276.415(-0.01)

表 5 固支‑自由（CF）波形钢腹板梁自振频率

Tab. 5 Natural frequencies of CSWB under CF condition

阶次

1
2
3
4
5
6
7
8

频率/Hz
FEM
6.593

30.762
67.243

104.546
142.189
179.391
216.701
254.029

ZBT
6.599(0.09)

30.913(0.49)
67.647(0.60)

105.350(0.77)
143.544(0.95)
181.642(1.25)
220.171(1.60)
259.211(2.04)

本文方法

6.629(0.55)
30.768(0.02)
67.501(0.38)

103.196(-1.29)
141.329(-0.60)

179.701(0.17)
215.104(-0.74)

254.124(0.04)
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4　结  论

基于组合梁统一的二维分析模型，导出了哈密

顿体系下组合梁动力分析的混合能量泛函。以包含

频率函数的节点位移及其能量对偶的应力分量为单

元节点未知量，使用有限元离散建立了状态空间法

下的混合有限元控制方程。状态空间法建立了状态

量在传递方向上解析的传递关系，将复杂的多层结

构界面连接关系转换为简单的矩阵相乘，对分析任

意多层组合梁具有显著优势。而通过引入梁长方向

的有限元离散，可方便地处理材料特性沿梁长变化

的问题。最后，通过在传递方向上引入 DQM 方法，

可有效防止由于引入有限元离散而导致的待解矩阵

过大产生的数值稳定性问题。

部分连接的组合梁以及具有正交各向异性特征

的波形钢腹板梁是工程中常见的组合梁形式，该方

法准确分析了其在多种边界条件下的自振频率。对

比分析波形钢腹板梁常用的 Zig‑zag 理论，由于基于

二维分析模型，该方法对高阶频率的计算十分准确，

且随着频率的升高，其优势更加明显。而对于二层、

三层及五层组合结构的分析，表明分析过程具有通

用性，并可方便地适用于任意多层组合结构的自由

振动分析。通过设置梁长方向上有限元单元之间不

同的材料参数，可精细化处理材料特性沿梁长方向

非均匀分布的情形，使计算模型及其结果与实际情

况更加符合。
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multilayer composite beams
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（1. College of Civil Engineering and Architecture， Zhejiang University， Hangzhou 310058， China； 2. Center for Balance Architec‑
ture， Zhejiang University， Hangzhou 310007， China； 3. School of Mechanical Engineering， Hangzhou Dianzi University，

Hangzhou 310018， China； 4. School of Aeronautics and Astronautics， Zhejiang University， Hangzhou 310027， China）

Abstract: In this paper， a two-dimensional analytical model for composite beams is first proposed through the equivalent transfor‑
mation of the cross-section. Based on the mixed variational principle， the dynamic state equations are derived through finite element 
meshing and interpolation along the length of the beam， with frequency contained nodal displacements and their energy-conjugated 
stresses as element nodal variables. The differential quadrature method （DQM） is introduced to discretize the equations along the 
height of the beam， and natural frequencies of composite beams under different axial forces and boundary conditions are obtained. 
This method was verified by numerical examples about natural frequencies of three beams， i.e. a concrete-wood composite beam， a 
concrete beam with a corrugated steel web and steel-concrete composite beam. Since the proposed method is based on the two-di‑
mensional theory， it can provide benchmarks for beam theories and error analyses.

Key words: free vibration；composite beam；mixed finite element；DQM；state space method
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