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在高斯白噪声激励下的稳态统计特性研究
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摘要 : 环境振动是一种非周期、随机的宽频激励，研究振动能量采集器在环境振动下的能量采集特性具有重要意

义。本文采用改进随机平均法，求解了变截面压电梁在高斯白噪声激励下的等效振幅、位移、速度的稳态概率密度

函数，位移与速度的联合概率密度函数以及稳态均方输出电压，随后研究了变截面压电梁的能量采集效能。结果表

明：负载电阻一定时，截面系数 β>0 时的变截面压电梁相比 β=0 时的等截面压电梁有更好的稳态均方输出电压；

截面系数 β>0 时，随着电阻电容乘积的倒数的增加，变截面压电梁的均方电压均呈现逐渐减小的趋势，当电阻电容

乘积的倒数值一定时，β 值越大，均方电压也越高；随着噪声强度的增加，变截面压电梁的均方电压均呈现逐渐增大

的趋势，当噪声强度一定时，β 值越大，均方电压也越高。本文研究结果可为变截面压电悬臂梁能量采集系统的设

计及应用提供理论依据。
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引　言

压电振动能量采集器是一种利用压电陶瓷元件

的压电效应将采集到的环境中的振动能转换成电能

的机电耦合器件。该器件具有能量密度高、结构简

单、体积小等优点，被广泛应用于无线传感器、

MEMS 等微功耗电子产品的供电系统中，成为目前

微能源领域的研究热点［1］。

国内外学者对压电能量采集器做了大量的研

究，取得了丰硕的成果。Erturk 等［2‑3］对线性压电悬

臂梁能量采集器做了系统的研究，推导了电压及功

率的表达式，研究表明，线性能量采集器的工作频带

窄、能量转换效率低，不满足微功耗器件的供电要

求。为此，学者们提出了双稳态非线性压电振动能

量采集器，其主要原理是将线性能量采集器末端引

入一对相互排斥的磁铁，通过调节两磁铁的间距从

而产生非线性恢复力，使得该系统具有两个势阱，研

究发现，双稳态运动大大提高了系统的频率响应范

围，提升了能量的采集效率，同时双稳态压电振动能

量采集器的输出性能严重依赖外部振动强度［4］。此

后学者们进一步提出了具有更浅、更宽势阱的三稳

态［5］、四稳态［6］压电振动能量采集器，并深入研究了

多稳态能量采集器的输出性能和非线性动力学

行为。

除了辅磁力导致的非线性力之外，学者们还通

过优化悬臂梁的几何形状来提高能量采集效率。众

所周知，等截面形式的压电梁在长度方向上无法使

应力分布均匀化，导致其不能最大程度地利用压电

材料有效地提升能量采集效率。为提升压电梁应力

应变分布的均匀性，学者们开展了很多等截面压电

梁结构的优化设计研究，发现变截面梁的应变分布

比等截面梁更均匀。Roundy 等［7］通过改变悬臂梁

结构的几何形状，发现梯形截面提供的能量是矩形

截面的两倍（每单位体积 PZT）。Baker 等［8］对相同

体积的矩形和梯形悬臂梁进行了实验研究，结果表

明，与同体积矩形悬臂梁相比，梯形压电悬臂梁的输

出能量提高了约 30%。Zhang 等［9］采用理论与实验

相结合的方法研究了一阶频率较低、输出电压和功

率 高 于 矩 形 梁 的 梯 形 悬 臂 式 压 电 能 量 采 集 器 。

Kundu 等［10］通过改变悬臂式压电振动能量采集器的

厚度，实现了沿梁长方向的均匀应力，与等厚度压电

能量采集器相比发电功率显著提高。谭杨康等［11］利

用数值仿真和试验测试相结合的方法研究了梯形梁
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俘能器的性能。

上述文献大都研究了压电悬臂梁在确定性的简

谐激励下的响应和输出特性，但在大多数情况下，环

境振动是一种非周期、随机的宽频激励，因此有必要

研究压电能量采集器在随机振动下的能量采集特

性。国外学者 Daqaq［12］给出了压电振动能量俘获器

在高斯白噪声激励下的响应统计数据，研究发现刚

度非线性对系统的平均功率具有重要影响。国内学

者孙舒等［13］通过数值模拟研究了白噪声激励下双稳

态压电发电系统的响应特性，发现噪声强度的增加

会减少双稳态系统两个稳定平衡点之间的跳跃时

间。Jiang 等［14‑15］针对高斯白噪声激励下的非线性振

动能量采集器提出了一种随机平均方法，利用广义

谐波函数发展了随机平均方法。Su 等［16］采用随机

平均法研究了高斯白噪声激励下单稳态压电能量收

集系统，揭示了其物理机理。刘迪等［17］研究了高斯

白噪声作用下非对称单稳态能量采集器的概率响

应。然而在已有的研究中，关于变截面压电梁在随

机激励下的能量采集特性方面的研究鲜有报道。

本文以根部粘贴双晶压电片，基底层线性变宽

度的变截面悬臂梁为研究对象，考虑压电材料的线

性本构关系以及梁基底层的几何非线性。首先采用

拉格朗日法建立变截面压电梁在高斯白噪声激励下

的振动方程及压电方程；其次将振动方程中的电压

项表示成位移和速度的解耦项，构建振动系统的哈

密顿（Hamilton）总能量，将瞬时频率表达式转化成

形式更为简洁的平均频率表达式，通过引入坐标变

换导出关于瞬时振幅和瞬时相位的一组随机微分方

程；最后利用随机平均法将其简化为等效振幅的伊

藤（Itô）方程，随后基于 FPK 方程求解稳态响应的概

率密度，分别求解变截面压电梁与等截面压电梁的

等效振幅、位移、速度的稳态概率密度函数以及压电

梁速度和位移的联合概率密度函数。计算了负载电

阻一定时，变截面梁与等截面梁的均方电压值；分析

了截面系数 β>0 的变截面压电梁在电阻电容乘积

的倒数及噪声强度变化时的稳态均方电压的输出规

律，将计算得到的近似解析解与随机龙格‑库塔法数

值模拟结果进行对比，验证了理论的可靠性。

1　物理建模

图 1 所示为双晶 Euler‑Bernoulli 变截面压电悬

臂梁能量采集器。极化方向相反的两片压电陶瓷片

分别粘结在基底层的上下表面，且串联连接于外部

负载电阻 R，其中，压电片的长度为 Lp，宽度为 bp，厚

度为 hp；基底层为宽度沿水平方向逐渐变窄的变截

面悬臂梁，其固定端宽度为 b0，自由端宽度为 bl，厚

度为 hb，长度为 Lb。建立图 1 所示直角坐标系，x 轴

位于梁的中性轴，y 轴沿梁厚度方向，z 轴沿梁宽度

方向，s 为沿梁长度方向固定在中性轴上的弧坐标，

ds 为弧坐标 s 处的微元段，Y（t）为横向基座的白噪

声激励，其中，1 方向表示轴向，3 方向表示横向。

定义基底层截面系数 β = 1 - b l /b0，则该压电

悬臂梁在坐标 s 处的横截面积 A ( s)和截面惯性矩

I ( s)分别表示如下：

ì
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î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

A p ( )s = A p0

A b( )s = A b0 ( )1 - β
L b

s

Ip ( )s = Ip0

Ib( )s = Ib0 ( )1 - β
L b

s

（1）

式中　A p0 = bp hp， A b0 = b0 hb， Ip0 = bp h2
b hp

4 +

bp hb h2
p

2 + bp h3
p

3 ，Ib0 = b0 h3
b

12 。

悬臂梁上的双晶压电片随结构在外激励力作用

下做横向弯曲振动，压电层的动应变将通过电极产

生交变的输出电压，通过适当整流或滤波即可转换

成稳定的整流电压，则压电本构方程可以表示为：

ì
í
î

T p
1 = E p Sp

1 - e31 E 3

D 3 = e31 Sp
1 + ε33 E 3

（2）

式中　T p
1 为压电材料在 1 方向上的应力；Sp

1 为压电

材料在 1 方向上的应变；E p 为压电片的弹性模量；e31

为压电片压电常数；D 3 为 3 方向上的电位移；ε33 为

压电片介电常数；E 3 为 3 方向上的电场强度。

假设每片压电陶瓷片在 z 方向上的电场强度是

均匀分布的，则有：

E 3 = -V ( t ) /( 2hp ) （3）
式中　V ( t )为采集器输出电压。

图 1 中压电梁的物理参数如表 1 所示。忽略梁

图 1 变截面压电悬臂梁结构模型

Fig. 1 Structural model of the variable-section piezoelectric 
cantilever
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的重力效应和转动效应，高斯白噪声激励下理论上

梁的每一阶模态都能被激励出来，考虑环境振动为

低频振动，悬臂梁一阶弯曲振动模态占主导作用，高

阶模态通常影响较小［6］，因此本文只考虑梁的一阶

模态振动。

在高斯白噪声 H ( t )激励下，压电梁基底层的动

能 T b 可表示为：

T b = 1
2 ρb A b0∫

0

Lb ( )1 - β
s

L b
[ ẇ ( s，t )+ Ẏ ( t ) ] 2

ds

（4）
压电陶瓷片的动能 T p 可表示为：

T p =  ρp A p0∫
0

Lp

[ ẇ ( s，t )+ Ẏ ( t ) ] 2
ds （5）

式中　上标“·”表示对时间 t 求偏导；ρb 和 ρp 分别为

变截面梁和压电片的密度；w ( s，t )为横向位移。

基底较长，悬臂梁的挠度可设为中等挠度，基底

层梁振动时的弯矩为：

M = E b Ib( s) w″( s，t ) (1 + 1
2 w ′2( s，t ) ) （6）

式中　上标“  ' ”表示对 s求偏导；E b 为变截面梁的弹

性模量。

基底层梁的弯曲势能 U b 为：

U b =∫
0

Lb M 2

2E b Ib( )s
ds （7）

将式（6）代入式（7）中，略去高阶小量，可得：

U b =∫
0

Lb E b Ib( )s
2 w 2 ″( s，t ) (1 + w 2 ′( s，t ) ) ds（8）

压电片较短，且位于悬臂梁的根部，变形时非线

性不明显，由 Euler‑Bernoulli 梁理论，压电片上任意

一点 ( s，z)的轴向应变 Sp
1 可表示为：

Sp
1 = -z

∂2 w ( )s，t
∂s2 （9）

压电片的弹性势能 U p 可表示为：

U p = 1
2 ∑

i = 1

2 ∫
0

Lp

T p
1 Sp

1 dV p，i = E p Ip∫
0

Lp

w 2 ″( s，t ) ds -

1
4 e31V ( t ) bp (hb + hp) w′ |( s，t )

s = Lp
（10）

式中　V p，i 为第 i片压电片的体积。

压电片产生的电势能 W p 可表示为：

W p = 1
2 ∑

i = 1

2 ∫V p，i
E 3，i D 3，i dV p，i = 1

4 C pV 2( t )+

1
4 e31V ( t ) bp (hb + hp) w′ |( s，t )

s = Lp
（11）

式中　C p 为压电片的电容。

距离基座 s 处的压电悬臂梁横向位移 w ( s，t )可
表示为：

ϕw ( s，t )= ϕ ( s) q ( t ) （12）
式中　 ϕ ( s) 为振型函数；q ( t ) 为梁横向振动模态

坐标。

运用 Lagrange 方程建立变截面压电悬臂梁能

量采集器的运动方程，即

d
dt ( ∂L

∂q̇ )- ∂L
∂q

= F （13a）

d
dt ( ∂L

∂V̇ )- ∂L
∂V

= Q （13b）

式中　q 和 q̇ 分别为系统的广义坐标和广义速度；F

为广义耗散力；Q 为广义输出电荷；L 为 Lagrange 函

数，L = T b + T p - U b - U p + W p。

考虑广义耗散力与广义速度的大小成正比，与

速度方向成反比，可以得到：

F = -cq̇ （14）
式中　c 为分布的黏性外阻尼系数。由于压电片串

联连接外部电阻 R，则有：

Q̇ = - V ( t )
R

（15）

将式（4）~（5），（8），（10）~（12），（14）~（15）代

入式（13），可得双晶压电梁的振动微分方程为：

mq̈ ( t )+ cq̇ ( t )+ kq ( t )+ k1 q3 ( t )-
ϑV ( t )=- fŸ ( t ) （16a）

ϑq̇ ( t )+ 1
2 C pV̇ ( t )+ V ( )t

R
= 0 （16b）

其中：

m=ρb A b0∫
0

Lb (1-β
s

L b ) ϕ ( s )2 ds+2ρp A p0∫
0

Lp

ϕ ( s )2 ds，

k=E b Ib0∫
0

Lb (1-β
s

L b ) ϕ ( s )″2 ds+2E p Ip0∫
0

Lp

ϕ ( s )″2 ds，

表 1 压电能量采集器的物理参数

Tab. 1 Physical parameters of the piezoelectric energy 
harvester

参数

变截面梁长度 Lb/m
变截面梁固定端宽度 b0/m

变截面梁厚度 hb/m
压电片长度 Lp/m
压电片宽度 bp/m
压电片厚度 hp/m

变截面梁密度 ρb/(kg·m-3)
压电片密度 ρp/(kg·m-3)
变截面梁弹性模量 Eb/Pa
压电片弹性模量 Ep/Pa

压电片压电常数 e31/(C·m-2)
压电片介电常数 ε33/(nF·m-1)

数值

200×10-3

10×10-3

0.7×10-3

60×10-3

7×10-3

0.3×10-3

8.3×103

5.4×103

128×109

30.336×109

-5.2
13.28
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k1 = 2E b Ib0∫
0

Lb (1 - β
s

L b ) ϕ ( s )″2 ϕ ( s )′2 ds，

ϑ = 1
2 e31 (hb + hp) bp ϕ′(L p)， C p = ε33 bp L p

hp
，

f=-é

ë
ê
êê
êρb A b0∫

0

Lb (1-β
s

L b ) ϕ ( s ) ds+2ρp A p0∫
0

Lp

ϕ ( s ) ds
ù

û
úúúú 。

其中，变截面梁的振型函数可参考文献［18］的方法

进行求解。

2　改进随机平均法

将振型函数代入式（16）可以确定方程中的系

数，同时引入无量纲尺度，令 x = q ( t )
L b

，u = V ( )t
e

，

e = mg
ϑ

，τ = ω̄t，ω̄ = k
m

，h = Y
L b

，则 式（16）变

换为：

ì
í
î

ẍ + 2ζẋ + ω 2
0 x + αx3 - χu = γḧ

u̇ + λu + κẋ = 0
（17）

式 中　 ζ = c
2mω̄

，α = k1 L 2
b

mω̄2 ，χ = mg
kL b

，λ = 2
C p Rω̄

，

γ = - f
m

，ω 2
0 = 1，κ = ϑL b

C p e
；u 为无量纲电压，ḧ 为外

激励加速度，后文分析中将其看作白噪声信号 η ( τ )。
由于外激 η (τ )是一种特殊的随机过程，无法给

出响应的确定性描述，工程中处理这种随机问题时

一般将激励的统计特性与响应的统计特性联系起

来。本文压电梁基底层变形属于中等变形，建模时

考虑了弯曲非线性，因此采用改进随机平均法研究

系统在宽带有界噪声激励下的响应［19］ 。
为方便起见，下文中无量纲时间 τ 仍写为 t，假

设式（17）的解为：

x = A cos θ，u = B 1 cos θ + B 2 sin θ，
θ = Φ ( t )+ φ ( t ) （18）

式中　A ，B 1 ，B 2 为随机瞬时等效振幅；Φ ( )t 为随

机角频率；φ ( t )为随机相位。

对式（18）求时间的导数，可得：

ì
í
î

ẋ = -Aν ( )A，θ sin θ

u̇ = -B 1 ν ( )A，θ sin θ + B 2 ν ( )A，θ cos θ
（19）

式中　ν (A，θ)= dΦ
dt

为随机瞬时频率。

将式（18）和（19）代入式（17）中的第二式，可得：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

B 1 = - Aκν2( )A，θ
λ2 + ν2( )A，θ

B 2 = Aλκν ( )A，θ
λ2 + ν2( )A，θ

（20）

则电压 u 可表示为：

u = - κν2( )A，θ
λ2 + ν2( )A，θ

x - λκ
λ2 + ν2( )A，θ

ẋ （21）

将式（21）代入式（17）中的第一式，可得：

ẍ + (2ζ + χλκ
λ2 + ν2( )A，θ ) ẋ +

(ω 2
0 + χκν2( )A，θ

λ2 + ν2( )A，θ ) x + αx3 = γη ( t ) （22）

式（22）的动能为：

T = 1
2 ẋ2 （23）

式（22）保守力的势能为：

G ( x)=∫
0

x é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )ω 2

0 + χκν2( )A，θ
λ2 + ν2( )A，θ

x + αx3 dx =

1
2 (ω 2

0 + χκν2( )A，θ
λ2 + ν2( )A，θ ) x2 + 1

4 αx4 （24）

则哈密顿函数为：

H ( x，ẋ)= T + G ( x)=

1
2 ẋ2 + 1

2 (ω 2
0 + χκν2( )A，θ

λ2 + ν2( )A，θ ) x2 + 1
4 αx4

（25）
将 式（18）中 x 和 式（19）中 ẋ 的 表 达 式 代 入

式（25）中，当 θ = 0 时，哈密顿函数为：

H 1 = 1
2 (ω 2

0 + κν2( )A，θ χ
λ2 + ν2( )A，θ ) A2 + αA4

4 （26）

当 θ ≠ 0 时，哈密顿函数为：

H 2 = 1
2 (ω 2

0 + κν2( )A，θ χ
λ2 + ν2( )A，θ ) A2 cos2 θ +

1
2 A2 ν2(A，θ) sin2 θ + 1

4 αA4 cos4 θ （27）

显然处于稳态时，H 1 = H 2 恒成立，可以解得：

ν (A，θ)=
2 [ ]G ( )A - G ( )A cos θ

A2 sin2 θ
（28）

通常情况下 ν (A，θ)都假定为固有频率，显然这

种近似不够准确。为方便计算，可以借助能量平衡

法将瞬时固有频率转换为平均频率 ν (A) ，这种转

换的有效性已被许多研究验证［20］。通过这种变换可

以极大地简化能量包线随机平均法的计算量［21‑22］，

而且可以使表达式更为简洁。根据能量平衡法［20］，

式（26）和（27）在任意条件下哈密顿函数都守恒，取

式（27）中 θ = π
4 可得：

ν (A)= ω 2
0 + κχν2

λ2 + ν2 + 3αA2

4 （29）
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通常情况下，比较系数 λ 和 ν 可以发现，λ2 ≪ ν2 ，
则式（29）可以简化为：

ν (A)= ω 2
0 + 3αA2

4 （30）

式（30）进一步简化，引入变量 ω 使得 ω2 ≅ ω 2
0 + κχ。

将式（30）代入式（20），通过泰勒展开，忽略高次

项，可得电压的振幅 B 为：

B = κω

λ2 + ω2
A （31）

通过坐标变换，式（22）可变为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dA
dt

= m 1 ( )A，φ + b11 ( )A，φ η ( )t
dφ
dt

= m 2( )A，φ + b21 ( )A，φ η ( )t
（32）

其中：

m 1 = - 2A2 ζν2( )A sin2 θ
ω2 A + αA3 -

    A2 κλχν2( )A sin2 θ

( ω2 A + αA3 ) [ ]λ2 + ν2( )A
 ，

m 2 = - 2Aζν2( )A cos θ sin θ
ω2 A + αA3 -

                         Aκλχν2( )A cos θ sin θ

( )ω2 A + αA3 [ ]λ2 + ν2( )A
 ，

b11 = - γAν ( )A sin θ
ω2 A + αA3 ，b21 = - γν ( )A cosθ

ω2 A + αA3 。

式（32）中，振幅 A ( t )在半无限时间区间上弱收

敛于一个马尔可夫扩散过程。该扩散过程受下列伊

藤微分方程支配：

dA = m (A) dt + σ (A) dW ( t ) （33）
式中　m (A)为漂移系数；σ 2(A)为扩散项；W ( t )为
标准单元布朗运动，其中：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

m ( )A = m 1 +∫
0

+∞ ( ∂b1i

∂A
| t b1j | t + τ +

)∂b1i

∂φ
| t b2j | t + τ Rij( )τ dτ

σ 2( )A = ∫
-∞

+∞

( )b1i | t b1j | t + τ Rij( )τ dτ

（34）

式中　 · 表示
1

2π ∫
0

2π

·dθ 算子；Rij(τ )为互相关函数，

对于高斯白噪声，其强度为 D，均值为 0，互相关函数

Rij(τ )可表示为：

Rij( t )= E ηi( )t ηj( )t + τ =
ì
í
î

Di δ ( )τ ，   i = j
0， i ≠ j

（35）

式中　E · 表示期望，δ ( )τ 表示狄拉克函数。

通过改进随机平均法计算后，振幅过程 A ( t )满
足独立的伊藤微分方程表达式（33），其中漂移系数

m (A)和扩散系数 σ 2(A) 分别表示为：

m (A)= a10 A10 + a8 A8 + a6 A6 + a4 A4 + a2 A2 + a0

8 ( )αA2 + ω2 3[ ]3αA3 + 4A ( )λ2 + ω2

（36）

σ 2(A)=
Dγ2( )3A2 α + 4ω2

8 ( )A2 α + ω2 2 （37）

其中，各系数分别为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

a10 =-18α4 ζ
a8 =-12α3 κλχ - 24α3 λ2 ζ - 84α3 ζω2

a6 =-40α2 κλχω2 - 80α2 λ2 ζω2 - 146α2 ζω4

a4 = 3Dα2 γ2 ω2 - 88αλ2 ζω4 - 44ακλχω4 - 112αζω6

a2 = 4αγ2 Dλ2 ω2 + 10αγ2 Dω4 - 16κλχω6 -
                     32λ2 ζω6 - 32ζω8

a0 = 8Dγ2 ω4 ( )λ2 + ω2

。

3　稳态概率密度函数

关于伊藤方程式（33），其平均后的 FPK 方程可

以表示为：

∂p ( A，t )
∂t

= -m (A) ∂p ( A，t )
∂A

+ 1
2 σ 2(A) ∂2 p ( A，t )

∂A2

（38）
在非零外激励的情况下，p (A，t )为瞬时振幅 A

的瞬时概率。令
∂p
∂t

= 0，FPK 方程的稳态解为：

p ( A )= N
σ 2( )A

exp é
ë
ê
êê
ê2∫ m ( A )

σ 2 ( A )
dA

ù

û
úúúú （39）

式中　常数 N 为归一化系数。

将 m ( A )和 σ 2 ( A )的表达式代入式（39），可得等

效振幅的稳态概率密度函数 p ( A )为：

p (A)= N
A ( )A2 α + ω2 [ ]3A2 α + 4 ( )λ2 + ω2

4κλχ ( )4λ2 + ω2

9Dαγ2 e
-

A2 ( )3A2 αζ + 4κλχ + 6ζω2

3Dγ2

3A2 α + 4ω2
（40）

考虑式（31），可得电压振幅的稳态概率密度函

数 p (B)为：
p (B)= p (A)

|

|

|
||
|
|
|

A = B λ2 + ω2

κω

（41）

868



第  5 期 周坤涛，等： 变截面压电悬臂梁能量采集器在高斯白噪声激励下的稳态统计特性研究

哈密顿能量包线概率密度可表示为：

p (H )= p (A)
|

|
|
||
| dA

dH
|

|
|
||
|= p ( )A

G ( )A
| A = G-1 ( H ) （42）

其中，A = G-1 (A)= - ω2

α
+ 4αH + ω4

α
的逆函

数求得。

位移 x 和速度 y 的联合稳态概率密度可由哈密

顿函数的稳态概率 p ( H )得：

p ( x，y)= p ( )H
T ( )H

|

|
|
||
|

H = 1
2 y2 + 1

2 ω2 x2 + 1
4 αx4

（43）

其中，T (H )可由 T (H )= 2π/ν (A) | A = G-1( )H 推导得

出，式（43）中令 y = 0 可得到位移的稳态概率密

度 p ( x)。
由式（21）和（43），可得到稳态均方电压为：

E u2 =∫
-∞

∞ ∫
-∞

∞ ( )  κν2( )A
λ2 + ν2( )A

x +   λκ
λ2 + ν2( )A

y
2

p ( x，y) dxdy （44）

4　变截面压电梁能量采集随机响应

分析

4. 1　高斯白噪声信号模拟

理想的白噪声具有无限带宽，现实中通常将有

限带宽的平整信号视为白噪声，因此数字模拟的白

噪声信号一般是具有一定截止频率的限带白噪声。

本文采用独立的单位正态随机序列 η 模拟高斯白

噪声［15］：

η = D
Δt

·rand (1，n) （45）

式中　D 为噪声强度；Δt 为时间间隔；rand (1，n) 为
n 个符合正态分布的随机数。图 2 为模拟的高斯白

噪声信号。

4. 2　随机响应分析

采用 Euler差分法对式（17）进行求解，噪声强度

D 为 0.002，时间步长 Δt 为 0.01，阻尼比 ζ 为 0.025，
外接电阻为 1 MΩ，初始位移、速度、电压均为零，具

体参数如表 2 所示。通过计算得到高斯白噪声激励

下变截面压电能量采集器的相图和瞬时功率 P 的时

间历程图，如图 3 所示。

从图 3（a），（c），（e）所示的相图中可以看出，相

同噪声强度激励下，β=0.5 时的压电梁振动位移和

速度最小，β=0 时的压电梁次之，β=-0.5 时的压

电梁最大；从图 3（b），（d），（f）所示的瞬时功率图中

可以看出，β=0.5 时的压电梁瞬时功率最大，β=0
时的压电梁次之，β=-0.5 时的压电梁最小。

图 2 D=0. 002 时的高斯白噪声信号

Fig. 2 Gaussian white noise signal when D=0. 002

表 2 数值模拟时的参数值

Tab.  2 Parameter values during numerical simulation

β

0.5
0

-0.5

α

16.2924
9.6556
6.8090

χ

0.0039
0.0059
0.0078

γ

0.2916
0.3545
0.4087

λ

0.9582
1.1860
1.3533

κ

6.8428
4.3129
3.2058

图 3 D=0. 002 时，不同 β 下的压电梁的相图和瞬时功率图

Fig. 3 Phase diagrams and instantaneous power diagrams of 
piezoelectric beam with different β when D=0. 002
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5　变截面压电梁能量采集稳态统计

特性分析

5. 1　变截面与等截面压电梁振动特性与电输出

特性分析

采用随机龙格‑库塔法进行数值模拟，选取与上

文相同的参数，分析基底层梁截面系数 β 分别为

0.5，0，-0.5 时压电梁的稳态概率密度及均方电压

值。数值模拟时，随机选取 1500 组白噪声信号，其

中每组信号含有 20000 个点，模拟时间步长 Δt 为
0.01，对式（17）进行激励，选取每组噪声激励后的

10000 个点作为稳态响应，最后对这 1500×10000 个

点进行振幅 A、位移 x、速度 y 的稳态概率密度统计，

结果如图 4 所示。

由图 4（a）可知，压电梁截面系数 β 从 0.5 到

-0.5 的变化过程中，振幅的稳态概率密度图缓慢向

右偏移，均值逐渐增大，其方差也逐渐增大。从而推

断出：变截面压电梁自由端从窄变宽的过程中振幅

越来越大。从图 4（b），（c）中可以看出，位移和速度

的稳态概率密度图的均值不变，方差越来越大，可以

推断出位移和速度的振动范围越来越宽。本文解析

法和随机龙格‑库塔法分析的变截面压电梁在相同

噪声激励下的振动规律与上文中 Euler 法数值模拟

的相图结果相符。

通过式（43）与随机龙格‑库塔法，本文进一步对

β 分别为 0.5，0，-0.5 时压电梁的位移和速度的联合

概率密度进行了分析，结果如图 5 所示。

由图 5 可知，在 β 从 0.5 到-0.5 的变化过程中，

联合概率密度函数的图像逐渐变得“矮胖”，表明系

统的振幅逐渐增大，而且振动范围也越来越大，所得

的结论与振幅、位移及速度的稳态概率密度相符。

当电阻一定时，稳态输出功率与稳态均方电压

成比例，因此通过分析均方电压的输出特性可以有

效地预测输出功率。本文采用理论与数值的方法计

算了截面系数 β 分别为 0.5，0，-0.5 时压电梁的稳

态均方电压值，其理论解可由式（44）求得，数值解可

由龙格‑库塔法求得，结果如表 3 所示。

从表 3 中可以看出，当负载电阻为 1 MΩ，噪声

强度为 0.002 时，基底层截面系数 β=0.5 时的压电

梁与 β=0 时的压电梁相比，其稳态均方电压理论值

提高了 133%；基底层截面系数 β=-0.5 时的压电

梁与 β=0 时的压电梁相比，其稳态均方电压理论值

降低了 43%。产生这一现象的原因是等截面压电

梁振动时弯曲应力主要集中在梁的根部，而变截面

压电梁特别是截面系数 β>0 的梁弯曲时各截面的

最大正应力越来越接近。稳态均方电压越高，压电

能量采集器的电输出特性越好。通过上述比较发

现：基底层截面系数 β>0 时变截面压电梁有较好的

稳态输出功率，该预测结果与 Euler法数值模拟的瞬

时功率相符，后文将选取 β>0 时的压电梁进行深入

研究。

5. 2　电阻电容乘积的倒数对稳态输出功率的影响

为研究电阻电容乘积的倒数对变截面压电梁稳

态输出功率的影响，本文按照稳态输出功率与稳态

均方电压成比例的特性，探讨了不同截面系数压电

梁的稳态均方电压随电阻电容乘积的倒数的变化规

律，结果如图 6 所示。

从图 6 中可以看出，随着电阻电容乘积的倒数 λ
的增大，截面系数 β≥0 时的压电梁均方电压值均呈

图 4 变截面与等截面压电梁的稳态概率密度图

Fig. 4 The steady-state probability density diagrams of 
piezoelectric beams with variable- and constant-section
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现逐渐减小的趋势，其中截面系数 β=0，0.5，0.7 时

的压电梁会随着电阻电容乘积的倒数的增大而缓慢

下降，而截面系数 β=0.9 时的压电梁则随着电阻电

容乘积的倒数的增大而快速下降。

为研究不同截面系数压电梁在同一 λ 值时的均

方电压输出特性，本文分析了 β>0 时的压电梁均方

电 压 的 理 论 值 较 β =0 时 的 变 化 率 ，结 果 如 表 4
所示。

从表 4 中可以看出，λ=0.2 时，与 β=0 时的压电

梁相比，β=0.5 时的压电梁理论均方电压值增加了

89%，β=0.7 时的压电梁增加了 186%，而 β=0.9 时

的压电梁则增加了 475%。等截面压电梁振动时弯

曲应力主要集中在梁的根部，而随着截面系数 β 的

增大，变截面压电梁的弯曲应力会越来越均匀，因此

梁截面系数 β 增大时，均方输出电压也逐渐增大。

5. 3　噪声强度对稳态输出功率的影响

为了讨论噪声强度对稳态输出功率的影响，本

文探讨了不同截面系数压电梁均方电压随噪声强度

的变化规律，结果如图 7 所示。其中，实线为解析

解，由式（44）求得，虚线为数值解。

从图 7 中可以看出，随着噪声强度 D 的增大，均

方电压均线性增大，且 β>0 时的压电梁均方电压明

显高于 β=0 时的压电梁。

为研究不同截面系数压电梁在同一 D 值时的均

方电压输出特性，本文分析了 β>0 时的压电梁均方

电 压 的 理 论 值 较 β =0 时 的 变 化 率 ，结 果 如 表 5
所示。

图 5 位移和速度的联合概率密度图

Fig. 5 The joint probability density diagrams of displacement and velocity

表 3 变截面与等截面压电梁的均方电压值

Tab. 3 Mean square voltage values of piezoelectric beams 
with variable- and constant-section

β

0.5
0

-0.5

解析解 E<u2>
0.030
0.013
0.007

数值解 E<u2>
0.028
0.013
0.008

图 6 均方电压随电阻电容乘积的倒数的变化

Fig. 6 Variation of the mean square voltage with reciprocal 
of product of the resistance-capacitance

表 4 λ=0. 2时，变截面与等截面压电梁的均方电压值

Tab. 4 Mean square voltage values of piezoelectric beams 
with variable- and constant-section when λ=0. 2

β

0
0.5
0.7
0.9

解析解 E<u2>
0.0320
0.0607
0.0916
0.1843

数值解 E<u2>
0.0334
0.0563
0.0821
0.1623

变化率/%
—

89
186
475
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从表 5 中可以看出，D=0.005 时，与 β=0 时的

压电梁相比，β=0.5 时的压电梁理论均方电压值增

加了 71.9%，β=0.7 时的压电梁增加了 145.5%，而

β=0.9 时的压电梁则增加了 369%。

6　试验研究

图 8 为变截面压电能量采集器试验装置。变截

面压电悬臂梁一端紧固在 L 形夹具上，其基底层

（200 mm×20 mm×0.7 mm）采 用 6061 铝 合 金 制

作，在基底层根部上下表面粘结大小相同、极化相反

的压电陶瓷片（材料为 PZT ‑ 5，尺寸为 38 mm×
10 mm×0.2 mm）。在压电梁的末端距离基底层 80 
mm 处安装红外位移传感器（IL‑065），整个试验装

置通过亚克力板固定在激振器（APS113）上。

图 9 为搭建的变截面压电梁振动能量采集器测

试系统。实验前，利用式（45）将噪声强度 D 设定为

0.004，时间间隔 Δt 设定为 0.01，n 设定为 1000，采用

MATLAB 软件，随机生成一组白噪声信号输入到

信号发生器（Tectronix AFG3102C）中，该信号经功

率放大器（APS 125）放大后输入到激振器中，模拟

随机振动；压电能量采集器末端的位移信号经红外

传感器测量后输入到示波器（Tectronix DPO2012
B）1 通道中显示；能量采集器的输出电压输入到示

波器 2 通道中显示；加速度传感器安装在激振器末

端的支座上，用以检测激振器的输出信号，通过信号

采集器（DH5927N）采集并显示。

为比较等截面压电梁和变截面压电梁在噪声激

励下的振动特性与电输出特性，分别选取截面系数

β 为 0 和 0.5 的压电梁进行随机激励实验，将信号发

生器的频率设定为 3 Hz，通过调节功率放大器的电

流和电压旋钮控制激振器的振动幅度，每组实验通

过观察加速度信号的标准差以确保激振器振动的幅

度相同。通过实验得到位移和输出电压的时间历程

图，如图 10 和 11 所示。

从图 10 中可以看出，在同一噪声强度激励下，

β=0 时的压电梁振动位移明显高于 β=0.5 时的压

电梁。从图 11 中可以看出，β=0 时的压电梁输出电

压低于 β=0.5 时的压电梁，实验结果与本文理论统

计预测结果相符。

图 9 压电能量采集器测试系统

Fig. 9 Test system of piezoelectric energy harvester

图 7 均方电压随噪声强度的变化

Fig. 7 Variation of the mean square voltage with excitation 
intensity

表 5 D=0. 005时，变截面与等截面压电梁的均方电压值

Tab. 5 Mean square voltage values of piezoelectric beams 
with variable- and constant-section when D=0. 005

β

0
0.5
0.7
0.9

解析解 E<u2>
0.0871
0.1497
0.2138
0.4085

数值解 E<u2>
0.0773
0.1288
0.1867
0.3657

变化率/%
—

71.9
145.5
369

图 8 变截面压电能量采集器试验装置

Fig. 8 Experimental device of variable-section piezoelectric 
energy harvester

图 10 位移时间历程图

Fig. 10 Displacement time-history diagram
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7　结　论

本文利用改进随机平均法分析了噪声激励下变

截面压电梁的稳态响应特性，通过理论计算和数值

模拟得到了如下结论：

（1）改进后的随机平均法适用于噪声激励下变

截面压电悬臂梁能量采集器的稳态响应分析。

（2）负载电阻 R 为 1 MΩ 时，均方电压值的大小

依次为 β=0.5，β=0，β=-0.5，结果表明，截面系数

β>0 时的变截面压电梁有较好的稳态均方输出电

压，相对于等截面梁可显著提升能量采集效能；β<
0 时的采集效能弱于等截面梁。

（3）截面系数 β>0 时，随着电阻电容乘积的倒

数的增大，变截面压电梁的均方电压均呈现逐渐减

小的趋势，且 β 越大，均方电压下降得越快。当 λ 的

值一定时，随着 β 的增大，变截面压电梁的均方电压

也增大，且均高于等截面压电梁的均方电压。

（4）截面系数 β>0 时，随着噪声强度的增大，均

方电压线性增大，且变截面压电梁的均方电压均高

于等截面压电梁的均方电压。
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Study on the steady state statistical characteristics of variable-section 
piezoelectric cantilever energy harvester under Gaussian white noise excitation

ZHOU Kun-tao1，2， YANG Tao1， GE Gen1， HAO Shu-ying3， FENG Jing-jing3， ZHANG Qi-chang4

（1.School of Mechanical Engineering， Tiangong University， Tianjin 300387， China； 
2.Engineering Training Center， Tianjin University of Technology， Tianjin 300384， China； 

3.School of Mechanical Engineering， Tianjin University of Technology， Tianjin 300384， China； 
4.School of Mechanical Engineering， Tianjin University， Tianjin 300072， China）

Abstract: Environmental vibration is one of the non-periodic and random broadband excitations. It is of great significance to study 
the characteristics of vibration energy harvesters under environmental vibrations. In this paper， the modified stochastic averaging 
method is used to solve the following parameters of piezoelectric beam with a variable cross-section： steady-state probability densi‑
ty function of equivalent amplitude， displacement and velocity， joint probability density function of displacement， and velocity and 
steady-state mean square output voltage. Then the study investigates the energy acquisition efficiency of a piezoelectric beam with a 
variable cross-section under Gaussian white noise excitation. The results show that when the load resistance reaches a certain val‑
ue， the variable section piezoelectric beam with a section coefficient β>0 can produce better steady-state mean square output volt‑
age than the constant section piezoelectric beam with β=0； when the section coefficient β>0， with the increase of the reciprocal of 
the product of resistance and capacitance， the mean square voltage of the variable-section piezoelectric beam shows a gradually de‑
creasing trend. The trend shows the following rules： when the reciprocal value of the resistance and capacitance reaches a certain 
value， the larger the β value is， the higher the mean square voltage will become； with the increase of the noise intensity， the mean 
square voltage of the variable-section piezoelectric beams shows a trend of increasing gradually； when the noise intensity reaches a 
certain value， the larger the β value is， the higher the mean square voltage will become. The research results in this paper can pro‑
vide a theoretical basis for the design and application of the variable-section piezoelectric cantilever energy harvesting system.

Key words: energy harvester；variable-section piezoelectric cantilever；Gaussian white noise excitation；steady-state probability 
density；mean square voltage
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