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摘要 : 实际工程结构遭受的灾害性动力作用（如强风、地震等）往往具有显著的随机性和非平稳性。对复杂随机激

励下高维非线性系统的动力可靠度进行精细化分析，对于实际工程结构的抗灾设计和优化具有重要意义。基于一

般连续随机过程的降维概率密度演化方程，给出了一类非平稳随机激励下的高维非线性系统动力可靠度分析方法。

具体地，若仅针对系统某一感兴趣物理量在给定安全域下的首次超越问题，则可以构造该物理量在安全域内的吸收

边界过程，并建立其瞬时概率密度函数满足的二维偏微分方程，即降维概率密度演化方程。方程中的本征漂移系数

是驱动概率密度演化的全局性物理驱动力，可以通过对原系统有限次代表性确定性动力分析获取的数据进行数值

构造。采用数值方法求解降维概率密度演化方程，即可获得系统的动力可靠度解答。文中通过两个算例验证了该

方法的有效性，并讨论了需要进一步研究的问题。
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引  言

实际工程结构在服役过程中，不可避免地会受

到各类外部激励的作用，如强风、地震等［1］。这些外

部激励往往具有很强的随机性和非平稳特征，可能

导 致 结 构 不 同 部 位 的 损 伤 、乃 至 不 同 模 式 的 破

坏［2‑3］。因而，灾害性随机动力作用下复杂工程结构

的可靠性分析一直是人们所关心的重要问题［4‑5］。

基于首次超越失效准则的结构动力可靠性理论

经历了长期的发展［6‑7］，但是对复杂工程结构的精确

求解依然存在局限［4］。事实上，传统的首次超越可靠

度理论主要包括三类：跨越过程理论、扩散过程理论

和极值分布理论。跨越过程理论基于 Rice公式［8］，进

而引入关于跨越事件性质的假设来估计动力可靠

度［9］。然而对于复杂工程系统，其响应及速度的联合

概率密度很难准确获得，且难以消除由对跨越事件

性质的假定引起的误差［10］。扩散过程理论通过求解

Chapman‑Kolmogorov 方程或 Kolmogorov 后向方程

获得动力可靠度［11］，但同样面临高维系统难以求解

的困难［6］。极值分布理论最早始于对独立随机变量

序列极值的研究［12］，虽然此后对不同情形下随机抽

样极值或渐近极值的研究逐渐成熟［13］，但对于随机

过程极值分布的解析或数值研究迄今仍不成熟。最

近，针对 Markov 过程发展了增广 Markov 系统方

法［14‑16］和概率分布演化积分方程［17］等确定时变极值

分布的系统性方法，但目前仍难以突破维数对计算

成本的限制。

在上述理论的基础上，若考虑高维系统的可靠

度评估问题，往往需要借助一定数量的系统观测或

动力分析样本数据。直接通过样本数据估计可靠度

的思想就是随机模拟方法，包括直接蒙特卡罗模拟

及其各类改进方法，如重要性抽样［18］、子集模拟［19］、

线抽样［20］等。这类方法是随机收敛的，且对蒙特卡

罗的各类改进往往以牺牲其适用性为代价。各类低

偏差点集方法（有时又称拟蒙特卡罗模拟）［21］原则上

是确定性收敛的，依然难以应用于高维问题。另一

类应用广泛的方法是矩方法，即先由样本数据估计

响应极值或极限状态函数的几阶矩，进而由矩信息

估计极值分布或可靠度，这方面的代表性研究包括

高阶矩法［22‑23］、分数阶矩法［24‑25］、线性矩法［26］等。矩

方法采用响应的矩估计信息、结合既定的响应尾部

或极值分布形式，往往对可靠度分析具有较高的计

算效率，但由于从根本上对概率密度函数的反映是

不完全的，因此其适用性在一定程度上取决于问题

本身的性质。
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21 世纪初提出的概率密度演化理论［4，27］揭示了

系统物理本质对随机性传播的驱动规律，从而为高

维系统的可靠度分析提供了新的视角。根据概率守

恒原理的随机事件描述［28］，可以通过对降维概率密

度演化方程设置吸收边界条件［29］、构造等价极值事

件［30‑31］或采用物理综合法［3，32］等，实现对高维非线性

系统的动力可靠度、乃至整体可靠度的评估。近年

来，在概率密度演化理论的点演化实现途径基础

上［33］，进一步发展出了数值求解稳健性和尾部精度

更高的概率密度全局演化方法，在此方法下建立起

的方程称为降维概率密度演化方程。全局演化方法

最初只应用于白噪声激励下各类高维非线性随机动

力系统的响应分析［34‑35］和可靠度分析［36］，随着一般

连续随机过程的降维概率密度演化方程统一理论框

架的建立［37］，该方法可以用于随机波浪场激励［38］、分

数阶系统［39］等更具一般性的复杂工程随机动力

问题。

在降维概率密度演化方程的理论基础上，本文

尝试将其拓展至一般非平稳随机激励下高维非线

性系统的可靠度分析。对非平稳激励下系统感兴

趣量的吸收边界过程建立了降维概率密度演化方

程，并发展了相应的数值实现方法。

1　高维系统吸收边界过程的降维概率

密度演化方程

1. 1　非平稳 Gauss 白噪声激励下的高维非线性

系统

首先考虑非平稳 Gauss 白噪声激励下的 m 自由

度非线性系统，其动力方程为：

Ẍ ( t )+ f [ X ( t )，Ẋ ( t ) ]= η ( t ) gξ ( t ) （1）

式中  X ( t )，Ẋ ( t ) 和 Ẍ ( t ) 分 别 为 系 统 的 m 维 位

移、速度和加速度列向量过程；f ( ⋅ ) 为表征系统

阻尼力和恢复力的 m 维函数列向量；η ( t )为非平

稳调制函数；g为表征激励作用位置的 m × r 维矩

阵；ξ ( t )为 r 维 Gauss 白噪声列向量过程，其 r × r

维 强 度 矩 阵 为 σw，即 有 E [ξ ( t ) ]= 0 r 且

E [ξ ( t ) ξ T ( t + τ ) ]= σw δ (τ )，其 中 ，E ( ⋅ ) 为 期 望

算子，δ ( ⋅ ) 为 Dirac 函数，0 r 表示元素全为零的 r

维 列 向 量 。 系 统 的 初 值 X (0) = x 0 和 Ẋ (0) = v0

均为 m 维确定性列向量。

由于外部激励 ξ ( t )是随机过程，因此系统的所

有响应过程也都是随机的。若仅关心系统第 l 个自

由度的位移响应 Xl( t )， 1 ≤ l ≤ m 在某一给定安全

域Ω s 下的首次超越破坏问题，则系统的动力可靠度

可以定义为：

R ( t )= Pr{X l(τ )∈ Ω s，0 ≤ τ ≤ t} （2）
式中  Ω s 为实数域上边界记为 ∂Ω s 的任意开集；

Pr{ ⋅ }表示事件的发生概率。

由于系统各个响应分量在动力方程中的耦合

性，若采用经典的随机振动方法分析系统的首次超

越可靠度，则需要求解吸收边界条件下所有响应量

（位移和速度）的联合概率密度函数所满足的高维

FPK 方程或 Kolmogorov 后向方程，这对于自由度数

m 很大的情形（如 m ≥ 4），计算成本往往难以接

受［6］。此时，一个可行的途径是构造感兴趣量 Xl( t )
及其速度响应 V l( t )= Ẋ l( t )关于安全域 Ω s 的吸收

边界过程，建立并求解吸收边界过程的概率密度函

数所满足的降维概率密度演化方程。

具体地，定义 Xl( t )和 V l( t )关于安全域Ω s 的吸

收边界过程为：

ì
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ï
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ï
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X
⌣

l( )t =
ì
í
î
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V
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l( )t =
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V l( )t ，    t < TXl

V l( )TXl
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（3）

式中  TXl
= inf{t | X l( )t ∈ ∂Ω s，t ≥ 0 }为 Xl( t ) 关于

安全域Ω s 的首次超越时间，其中 inf{ ⋅ }表示变量的

下 确 界 。 过 程 Xl( t ) 和 V l( t ) 及 其 吸 收 边 界 过 程

X
⌣

l( t )和 V
⌣

l( t )的样本路径之间的关系如图 1 所示。

显然，若吸收边界过程 X
⌣

l( t )在 t 时刻的值位于

安全域Ω s 内，则说明感兴趣量 Xl( t )在 [0，t ]时间段

内一直位于 Ω s 内，即系统尚未失效；若 X
⌣

l( t )在 t 时

刻的值位于安全域边界 ∂Ω s 上，则说明 Xl( t )在 [0，t ]
时间段内至少发生了一次超越安全域Ω s 的事件，即

图 1 响应过程及其吸收边界过程的样本路径

Fig.  1 Sample path of response process and its ABP
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系统已经失效。因此，t时刻的动力可靠度即等于吸

收边界过程 X
⌣

l( t )的概率密度函数 p
X
⌣

l

( x，t )在安全

域内的积分，即

R ( t )=∫Ω s

p
X
⌣

l

( x，t ) dx （4）

一旦获得了吸收边界过程 X
⌣

l( t )的瞬时概率密

度函数解答，即等价于解得了系统的动力可靠度。

一般地，系统的位移和速度响应均为样本连续的

随机过程，由此易知其吸收边界过程必然也是样本连

续的随机过程。根据样本连续过程的降维概率密度

演化方程［37］可得，吸收边界过程 X
⌣

l( t )和 V
⌣

l( t )的联合

概率密度 p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，t )满足如下二阶偏微分方程：
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式中  系数 a
⌣ ( )eff

i ( x，v，t )和 b
⌣ ( )eff

ij ( x，v，t ) ( i，j = 1，2 )

分别称为本征漂移系数和本征扩散系数［37］，它们分

别是 X
⌣

l( t )和 V
⌣

l( t )的前两阶条件导出矩，即

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

a
⌣ ( )eff

1 =lim
Δt→0

1
Δt

E é
ë
êêêê

ù
û
úúúúΔ X

⌣
l( )t

|
|
|||| X
⌣

l( )t =x ；V
⌣

l( )t =v

a
⌣ ( )eff

2 =lim
Δt→0

1
Δt

E é
ë
êêêê

ù
û
úúúúΔ V

⌣
l( )t

|
|
|||| X
⌣

l( )t =x ；V
⌣

l( )t =v

b
⌣ ( )eff

11 =lim
Δt→0

1
Δt

E
ì
í
î

ü
ý
þ

é
ë
êêêê ù

û
úúúúΔ X

⌣
l( )t

2|
|
|||| X
⌣

l( )t =x ；V
⌣

l( )t =v

b
⌣ ( )eff

12 =lim
Δt→0

1
Δt

E é
ë
êêêê

ù
û
úúúúΔ X

⌣
l( )t V

⌣
l( )t

|
|
|||| X
⌣

l( )t =x ；V
⌣

l( )t =v

b
⌣ ( )eff

22 =lim
Δt→0

1
Δt

E
ì
í
î

ü
ý
þ

é
ë
êêêê ù

û
úúúúΔ V

⌣
l( )t

2|
|
|||| X
⌣

l( )t =x ；V
⌣

l( )t =v

（6）
根据动力方程（1）的第 l 个分量以及式（3），可

知 X
⌣

l( t )和 V
⌣

l( t )满足如下微分关系：
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（7）

式中  V ( t )= Ẋ ( t )；g( )l，⋅ 表示矩阵 g的第 l 行向量；

fl 为向量 f的第 l 个分量；W ( t )是与 ξ ( t )对应的 r 维

Wiener 列 向 量 过 程 ，即 有 E [ dW ( t ) ]= 0 r 且

E [ dW ( t ) dW T ( t ) ]= σw dt。

将式（7）代入式（6），可得：
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式中  σll 为矩阵 σ= gσw g T 中的第 ( l，l ) 个元素； 
I{ ⋅ }为示性泛函。而式（6）中只有本征漂移系数

a
⌣ ( )eff

2 ( x，v，t ) 无 法 给 出 解 析 表 达 ，但 可 以 将 其 表

达为：

a
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（9）
于是，式（5）化简为：
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2
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X
⌣

l V
⌣
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∂v2 I{x ∈ Ω s} （10）

式（10）即 称 为 关 于 吸 收 边 界 过 程 X
⌣

l( t ) 和

V
⌣

l( t )的降维概率密度演化方程。方程的初始条件

可由动力方程（1）的初值确定，即

p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，0)= δ ( x - x0，l) δ (v - v0，l) （11）

式中  x0，l 和 v0，l 分别为位移初值和速度初值。

由以上推导过程可知，降维概率密度演化方程

（10）是精确成立的。在实际中，对一些系统，如能量

等分的碰撞振子，可获取其表达的待定函数形式［34］。
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对于更一般的情况，本征漂移系数 a
⌣ ( )eff

2 ( x，v，t )，即
式（9）的条件期望函数形式难以解析地给出。若可

以采用适当的数值方法构造 a
⌣ ( )eff

2 ( x，v，t )，并将其代

入降维概率密度演化方程（10）求解得到 X
⌣

l( t )和
V
⌣

l( t )的联合概率密度函数 p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，t )，即可积分

获得 X
⌣

l( t ) 的瞬时概率密度函数 p
X
⌣

l

( x，t )，最终由

式（4）计算动力可靠度。

注记 1：应指出，不论系统的自由度数多大，若

仅关心系统某一关键的响应过程及其速度过程，那

么获得的降维概率密度演化方程就只是二维偏微分

方程，即不会受到系统维数的限制，数值求解将十分

方便。此外，降维概率密度演化方程原则上对于任

意维数的连续随机过程均成立，因此在理论上，也可

以只建立关于 p
X
⌣

l

( x，t )自身的一维偏微分方程，但

是由于 Xl( t )自身未直接受到白噪声激励的作用，这

样建立起来的一维方程将是不含二阶扩散项的双曲

型偏微分方程，这将对其数值求解带来不便。因此，

上述推导过程中选择将 Xl( t )和直接被白噪声激励

的速度过程 V l( t )联立，建立其吸收边界过程的联合

概率密度 p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，t )所满足的二维偏微分方程，使

得方程成为包含精确二阶扩散项的抛物型偏微分方

程，更便于后文的数值求解。

1. 2　非平稳非白噪声激励下的高维非线性系统

再考虑非平稳非白噪声激励下的 m 自由度非线

性系统，其动力方程可以写为：

Ẍ ( t )+ f [ X ( t )，Ẋ ( t ) ]= gF ( t ) （12）

式中  F ( t )为 r 维非平稳非白噪声列向量过程，可

以用来表征随机地震动加速度、随机脉动风速等一

般工程激励。

一般地，F ( t )可以表征为非平稳调制函数和某

一给定功率谱密度矩阵的平稳向量过程的乘积，或

直接由演变功率谱密度矩阵刻画。根据线性滤波理

论［40］，F ( t )可以表征为 Gauss 白噪声激励下某个 d

维线性滤波系统的输出响应的函数（d ≥ r），即

ì
í
î

ïï
ïï

F ( )t = h [ ]U f( )t ，t                                     
dU f( )t = k f( )t U f( )t dt + g f( )t dW ( )t

（13）

式中  U f( t )为 d 维滤波响应列向量过程；h ( ⋅ )为 r

维函数列向量；k f( t )和 g f( t )分别为 d × d 维和 d × r

维矩阵。若 F ( t )具有有理功率谱密度，则这里的

h ( ⋅ )，k f( t )和 g f( t )可以直接由谱参数确定；否则，它

们需要由非有理谱采用非线性最小二乘拟合最优

值［38］。此外，若 F ( t )直接由演变功率谱密度矩阵刻

画，则 h ( ⋅ )不显含 t，而 k f( t )和 g f( t )是时变的；而若

F ( t )表征为非平稳调制函数和某个平稳过程的乘

积，则 h ( ⋅ )需显含 t，而 k f( t )和 g f( t )是时不变的。

对于动力方程（12）控制的 m 自由度非线性系

统，仍关心系统第 l 个自由度的位移响应 Xl( t )， 1 ≤
l ≤ m 在某一给定安全域 Ω s 下的首次超越可靠度，

则可以构建 Xl( t )和某个扩散项不为零的滤波响应

过程 U f，k( t )（1 ≤ k ≤ d）关于安全域 Ω s 的吸收边界

过程，即

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

X
⌣

l( )t =
ì
í
î

ïï
ïï

Xl( )t ，t < TXl

Xl( )TXl
，t ≥ TXl

U
⌣

f，k( )t =
ì
í
î

ïï
ïï

U f，k( )t ，t < TXl

U f，k( )TXl
，t ≥ TXl

（14）

一般地，Gauss 白噪声激励下的线性滤波响应

U f，k( t )是一个时间上连续的随机过程，则其吸收边

界过程 U
⌣

f，k( t )必然也是时间上连续的随机过程。

故而 X
⌣

l( t )和 U
⌣

f，k( t )的联合概率密度 p
X
⌣

l U
⌣

f，k

( x，u，t )
满足降维概率密度演化方程［37］。经过与 1.1 节类似

的推导，可得降维概率密度演化方程为：

∂p
X
⌣

l U
⌣

f，k

( )x，u，t

∂t
= -

∂
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúa

⌣ ( )eff

1 ( )x，u，t p
X
⌣

l U
⌣

f，k

( )x，u，t

∂x
-

           
∂
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúa

⌣ ( )eff

2 ( )x，u，t p
X
⌣

l U
⌣

f，k

( )x，u，t

∂u
+

           σ f，kk

2
∂2 p

X
⌣

l U
⌣

f，k

( )x，u，t

∂u2 I{x ∈ Ω s} （15）

式中  σ f，kk ≠ 0 为矩阵 σ f = g fσw g T
f 中的第 (k，k) 个

元 素 ；a
⌣ ( )eff

1 ( x，u，t ) 和 a
⌣ ( )eff

2 ( x，u，t ) 为 本 征 漂 移 系

数，有：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

a
⌣ ( )eff

1 =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

E é
ë
êêêê

ù
û
úúúúV l( )t |

|
|||| X
⌣

l = x；U
⌣

f，k = u ，x ∈ Ω s

0，   x ∈ ∂Ω s                                               

a
⌣ ( )eff

2 =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

k f，( )k，⋅ E é
ë
êêêê

ù
û
úúúúU f( )t |

|
|||| X
⌣

l = x；U
⌣

f，k = u ，x ∈ Ω s

0，   x ∈ ∂Ω s                                                          
（16）

式中　k f，( )k，⋅ 为 k f ( )t 的第 k列构成的向量。

若采用适当的数值方法构造 a
⌣ ( )eff

1 ( x，u，t ) 和

a
⌣ ( )eff

2 ( x，v，t )，并将其代入降维概率密度演化方程

（15）求解得到 X
⌣

l( t )和 U
⌣

f，k( t )的联合概率密度函数
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p
X
⌣

l U
⌣

f，k

( x，u，t )，即可积分获得 X
⌣

l( t )的瞬时概率密度

函数 p
X
⌣

l

( x，t )，最终由式（4）计算动力可靠度。

注记 2：应指出，对于非白噪声激励问题，这里

并没有与 1.1 节一样选择相应速度过程作为辅助过

程构建降维概率密度演化方程，而是选择了某个扩

散项不为零的滤波响应过程。这是因为对于有限功

率谱密度的非白噪声激励，系统速度响应的本征扩

散系数为零，而滤波响应过程由于受 Gauss 白噪声

的直接激励，其扩散项不为零［37］。

2　非平稳随机激励下高维系统可靠度

计算的数值方法

基于降维概率密度演化方程的动力可靠度分析

通常可分为两个步骤：（1） 基于物理驱动的本征漂移

系数数值构造；（2） 吸收边界过程的降维概率密度演

化方程数值求解。下面以非平稳 Gauss 白噪声激励

下的高维系统为例（即本征漂移系数式（9）的构造和

降维概率密度演化方程（10）的求解）阐述该方法的

数值实现流程，而对于非平稳非白噪声激励下的高

维系统（即本征漂移系数式（16）的构造和降维概率

密度演化方程（15）的求解），则可以类似地处理。

2. 1　基于物理驱动的本征漂移系数数值构造

尽管对于一些特殊的高维系统，目前已经可以

给出本征漂移系数的解析表达或稳态解析表达［34］，

但是对于一般的高维非线性随机动力系统，降维概

率密度演化方程中的本征漂移系数通常难以解析地

获得，因此需要基于原系统动力方程的演化特性，采

用适当的数值方法加以构造。

式（9）的本征漂移系数可以表达为：

a
⌣ ( )eff

2 ( )x，v，t  =
ì
í
î

ïï
ïï

-E [ ]A l| X l = x ；V l = v ；Xl( )τ ∈ Ω s，τ ≤ t ，x ∈ Ω s

0，   x ∈ ∂Ω s                                                                              
（17）

式中  A l( t )= fl[ X ( t )，V ( t ) ] 是 和 Xl( t ) 与 V l( t )
均相关的随机过程。

根据式（17）所表达的 a
⌣ ( )eff

2 ( x，v，t )作为条件期

望的物理意义，对其进行数值构造的一个可行途

径是：

（1） 对原系统的动力方程（1）进行有限次代表

性确定性动力分析（分析次数记为 N sel），可获得系

统响应 X ( t )和 V ( t )的 N sel 个时程数据。其中有限

次确定性动力分析是指对激励进行随机模拟（如采

用 线 性 滤 波 法［40］、谱 表 达 法［41］或 随 机 谐 和 函 数

法［42］），进而以随机激励样本作为输入求解系统的动

力方程，获得分析数据。

（2） 对某一时刻 th， h = 1，…，nt（nt 为数值离散

时间步数），记录满足“[0，th ]时段内时程 Xl( t )从未

失效”这一条件的 Xl( th)，V l( th)和 A l( th)的数据值分

别为 x
⌣ ( )h

q ，v
⌣ ( )h

q 和 a
⌣ ( )h

q ， q = 1，…，N ( )h
saf ，其中 N ( )h

saf 为所

有 N sel 个数据中满足这一条件的数据个数，注意此

处应有 N ( )h
saf ≤ N ( )h - 1

saf ≤ N sel。

（3） 根据三维状态量空间 Oxva 内的数据点

( x
⌣ ( )h

q ，v
⌣ ( )h

q ，a
⌣ ( )h

q )， q = 1，…，N ( )h
saf ，估计某一给定状态

点 ( xi，vj)处的本征漂移系数值 a
⌣ ( )eff

2 ( xi，vj，th)， i =
0，1，…，n̄x； j = 0，1，…，n̄v（n̄x 和 n̄v 为估计本征漂移

系数时在安全域 ( x，v)∈ Ω s × R内划分的网格数）。

这一步有多种可行的参数化或非参数化数值方法，

例如采用局部加权回归的思想［43］，可将本征漂移系

数构造为：

a
⌣ ( )eff

2 ( xi，vj，th)= β ( )h
0，ij + β ( )h

1，ij x i + β ( )h
2，ij v j；

i = 0，1，…，n̄x；j = 0，1，…，n̄v；h = 1，…，nt （18）
其中，回归系数 ( β ( )h

0，ij，β ( )h
1，ij，β ( )h

2，ij)对每一状态点 ( xi，vj)
是 不 同 的 ，可 以 根 据 当 前 状 态 点 与 所 有 数 据 点

( x
⌣ ( )h

q ，v
⌣ ( )h

q )， q = 1，…，N ( )h
saf 的距离选取合适的权函

数，采用加权最小二乘方法估计。

2. 2　吸收边界过程的降维概率密度演化方程数值

求解

在已知本征漂移系数 a
⌣ ( )eff

2 ( x，v，t )的解答后，可

以选用适当的数值方法，在初值条件式（11）下，求解

降维概率密度演化方程（10）。本节阐述该方程的路

径积分求解格式。

根据随机微分方程理论［6］，若存在二维 Markov

扩散向量过程 (~X ( t )，~V ( t ) ) T
，其初值为

~
X (0)= x0，l

和
~
V (0)= v0，l，且其样本路径满足如下 Itô 随机微分

方程：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

d~X ( )t =~V ( )t dt                            

d~V ( )t = a
⌣ ( )eff

2 dt + σll dW̄ ( )t
， ~X ( )t ∈ Ω s

ì
í
î

ïï
ïï

dX ( )t = 0
dV ( )t = 0

 ，   ~X ( )t ∈ ∂Ω s

（19）

式中  W̄ ( t )为标准 Wiener 过程，则该二维过程的
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联合概率密度 p~X~V ( x，v，t )也满足式（10）的二维偏

微分方程。亦即，此处构造的二维 Markov 过程

(~X ( t )，~V ( t ) ) T
和二维（非 Markov 的）吸收边界过

程 (X
⌣

l( t )，V
⌣

l( t ) ) T

，二者在任意单一时点处的瞬时

概率密度函数是相等的。故而，可以直接采用路径

积分格式求解 (~X ( t )，~V ( t ) ) T
的瞬时概率密度函

数，也就同时获得了吸收边界过程 (X
⌣

l( t )，V
⌣

l( t ) ) T

的瞬时概率密度函数。而根据 Itô 随机微分方程

（19），二维 Markov 过程 (~X ( t )，~V ( t ) ) T
的转移概率

密度函数在时间步 Δt 很小时可以由短时 Gauss 假

定［44］给出解析表达，即

p~X~V ( x，v，t + Δt | x'，v'，t )=

δ ( )x - x' - v'Δt

2πσll Δt
e

-

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú

v - v' - a
⌣ ( )eff

2 ( )x'，v'，t Δt

2

2σll Δt ，x' ∈ Ω s （20）

故而，若已知吸收边界过程 (X
⌣

l( t )，V
⌣

l( t ) ) T

在

th - 1 时刻的联合概率密度函数 p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，th - 1)的解，

则其在 th = th - 1 + Δt， h = 1，…，nt 时刻的联合概率

密度函数可由如下路径积分格式计算：

（1） 对于 x ∈ Ω s，有：

p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，th)=∫
-∞

∞ ∫Ω s

p~X~V ( x，v，th| x'，v'，th - 1 ) ⋅

         p
X
⌣

l V
⌣

l
( x'，v'，th - 1) dx'dv' （21）

（2） 对于 x ∈ ∂Ω s，有：

p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，th)= p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，th - 1)+

          ∫
-∞

∞ ∫Ω s

p~X~V ( x，v，th| x'，v'，th - 1 ) ⋅

          p
X
⌣

l V
⌣

l
( x'，v'，th - 1) dx'dv' （22）

由此，可以逐时间步地计算 (X
⌣

l( t )，V
⌣

l( t ) ) T

的

联合概率密度函数 p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，t )，进而根据式（4），可

以给出系统的时变动力可靠度以及相应的时变失效

概率解答：

R ( t )=∫Ω s
∫

-∞

∞

p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，t ) dvdx，

p f( t )= 1 - R ( t )=∫∂Ω s
∫

-∞

∞

p
X
⌣

l V
⌣

l

( x，v，t ) dvdx （23）

在上述降维概率密度演化方程的数值求解

中，本征漂移系数 a
⌣ ( )eff

2 ( x'，v'，t )作为原高维系统物

理方程中的感兴趣量所在低维状态空间内物理力

的反映，通过决定式（20）中转移概率密度函数在

每一时间步的表达，驱动着吸收边界过程的概率

密度演化，因而它本质上是概率密度全局演化的

本征物理驱动力。这一物理关系的反映如图 2 所

示，图中，p r ( t ) 表示安全域内的概率总和，即可靠

度。（注：为了更直观，图中省略了 V
⌣

l( t ) 所在维

度，仅表现了一维情形下本征漂移系数对概率密

度演化的物理驱动，对于二维情形是类似的。图 2
中左边表示本征漂移系数与有限次确定性分析数

据之间的条件期望关系；右边表示概率密度函数

随时间演化过程中的平均漂移趋势与局部涨落

规律。）

3　数值算例

3. 1　非平稳Gauss白噪声激励下的 10层滞回非线性

框架结构

非平稳 Gauss 白噪声激励下 m 自由度滞回非线

性框架结构的动力方程可以写为：

mẌ ( t )+ cẊ ( t )+ f [ X ( t )，Z ( t ) ]=
-m1m η ( t ) ξ ( t ) （24）

式中  m 和 c 分 别 为 m × m 维 集 中 质 量 矩 阵 和

Rayleigh 阻尼矩阵；f ( ⋅ )为 m 维非线性恢复力函数

列向量；Z ( t )为 m 维滞回位移列向量过程；1m 为元

素全为 1 的 m 维列向量；ξ ( t )是强度为 σw 的 Gauss
白噪声过程。

本例中非线性恢复力 f ( ⋅ )采用 Bouc‑Wen 模

型［45‑47］刻画，即结构第 j层层间恢复力取为：

f *
j [ X ( t )，Z ( t ) ]= αk *

j X *
j ( t )+

       (1 - α) k *
j Z j( t )；  j = 1，…，m （25）

式中  α 为结构屈服刚度与初始刚度之比；k *
j 为结

构第 j 层层间初始刚度；X *
j ( t )为结构第 j 层层间位

移过程。

结构第 j层滞回位移过程 Zj( t )和滞回耗能过程

Ej( t )的演化由如下微分方程控制：

图 2 本征漂移系数对概率密度演化的物理驱动

Fig. 2 Probability density evolution physically‑driven by 
intrinsic drift coefficients
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式中  sgn ( ⋅ )为符号函数；β 和 γ 为基本滞回形状

控制参数；dν 和 dη 分别为强度和刚度退化系数；ζ s 为

总滑移量；q，p，ψ，dψ 和 λ 分别为控制捏拢初值、坡

度、幅值、速率和强度的参数。

本例中取结构自由度数 m = 10，结构各层集中质

量均为 2.6×105 kg、初始弹性模量均为 3×1010 Pa；结
构底层高 4 m、柱截面 0.5 m × 0.5 m，其余各层高

3 m、柱截面 0.4 m × 0.4 m；结构前二阶阻尼比均为

0.05；Bouc‑Wen 模型各参数取值为：α = 0.04，β =
15 m-1，γ = 150 m-1，dν = dη = p = 1 × 103 m-2，ζ s =
0.99，q = 0.25，ψ = 0.05 m，dψ = 5 m-2，λ = 0.5。结

构所受的白噪声激励强度 σw = 0.02 m2 /s3，非平稳调

制函数为［48］：

η ( t )=
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， 0 ≤ t ≤ ta

1， ta < t ≤ tb

e-αη( )t - tb ， t > tb

（27）

式中  αη = 0.8 s-1，ta = 2 s，tb = 14 s。
结构在非平稳 Gauss 白噪声激励下底层层间恢

复力‑位移曲线的典型样本如图 3 所示。由图 3 可以

看出恢复力具有很强的滞回非线性特性。

取结构的底层位移作为感兴趣的物理量，考

察底层位移响应 X 1 ( t )在安全域 Ω s ={x | || x < b }
下的首次超越可靠度（其中阈值 b 为常数），则可

以建立底层位移 X 1 ( t )和底层速度 V 1 ( t )的吸收边

界过程的联合概率密度函数满足的降维概率密度

演化方程（如式（10）所示）。对原系统的动力方程

（24）进行 800 次代表性确定性分析，并根据分析

数据构造本征漂移系数的数值解，即可数值求解

降维概率密度演化方程获得时变可靠度或失效概

率的解答。同时，若直接建立 X 1 ( t )和 V 1 ( t )的联

合概率密度函数满足的降维概率密度演化方程，

则可数值求解获得二者的响应概率分布信息（具

体可参见文献［37］）。

本例给出该结构随机响应分析和可靠度分析的

数值结果与 106 次蒙特卡罗模拟（MCS）结果的对

比，以验证本文方法的精度和有效性：在 14 s 时刻结

构底层位移和速度的概率密度函数（PDF）和概率分

布函数（CDF）如图 4 所示；结构底层位移和速度的

标准差（STD）时程如图 5 所示；结构底层位移在不

同阈值下的时变失效概率如图 6 所示；地震动衰减

阶段（20 s 时刻）结构的失效概率数值结果与蒙特卡

图 3 底层层间恢复力‑位移曲线

Fig.  3 Inter‑story restoring force versus drift of the bottom 
story
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图 4 底层位移和速度的概率密度和概率分布函数

Fig. 4 PDF and CDF of the displacement and velocity of the 
bottom layer

图 5 底层位移和速度的标准差时程

Fig. 5 STD time‑histories of the displacement and velocity 
of the bottom layer
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罗模拟的相对误差比较如表 1 所示。从图 6 中可以

看出，概率密度全局演化方法获得的响应分析和可

靠度结果与蒙特卡罗模拟的结果完全一致。当 14 s
之后，随着外部激励进入衰减段，响应的标准差迅速

下降，结构的失效概率也趋于平缓不再升高，在随机

激励下，结构的这些物理随机特性都可以通过求解

降维概率密度演化方程精确地捕捉到。

3. 2　非平稳随机地震动作用下的 10层滞回非线性

框架结构

仍考虑算例 3.1中的 10层滞回非线性框架结构，

但外部激励采用非平稳随机地震动激励。结构所受

的地震动激励的加速度 ξKT ( t )由非平稳时间调制下

的 Kanai‑Tajimi模型［49‑50］给出，其功率谱密度函数为：

sKT (ω)=
σw
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（28）

式中  σw 为强度；ω 为圆频率；ω g 和 ζg 分别为场地的

特征圆频率和阻尼比。

根据线性滤波理论，地震动加速度 ξKT ( t )可以

表达为如下 Gauss 白噪声激励下的单自由度线性滤

波系统：

Ẍ f( t )+ 2ζg ω g Ẋ f( t )+ ω 2
g X f( t )= -ξ ( t ) （29）

式中  X f( )t 为系统的位移响应。

其相对加速度响应［51］，即

ξKT ( t )= -η ( t ) [ω 2
g X f( t )+ 2ζg ω g Ẋ f( t ) ] （30）

本 例 中 取 σw = 0.0161 m2 /s3，ω g = 17.17 s-1，

ζg = 0.82。生成的非平稳随机地震动加速度的典型

时程样本如图 7 所示。

取结构的顶层位移作为感兴趣的物理量，考察

顶层位移响应 X 10 ( t )在安全域 Ω s ={x | || x < b }下
的首次超越可靠度（其中阈值 b 为常数），则可以建

立顶层位移 X 10 ( t )和滤波速度 Ẋ f( t )的吸收边界过

程的联合概率密度函数满足的降维概率密度演化方

程（如式（15）所示）。对原系统的动力方程和滤波系

统进行 800次代表性确定性分析，并根据分析数据构

造本征漂移系数的数值解，即可数值求解降维概率密

度演化方程获得时变可靠度或失效概率的解答。

结构顶层位移在不同阈值下的时变失效概率如

图 8 所示。从图 8 中可以看出，概率密度全局演化方

法获得的响应分析和可靠度结果与蒙特卡罗模拟的

图 7 非平稳地震动加速度时程

Fig. 7 Non‑stationary ground motion acceleration time‑history

表 1 失效概率数值结果与蒙特卡罗模拟的相对误差

Tab. 1 Relative error of failure probability numerical 
results compared with MCS

阈值/m

0.08
0.14
0.18

失效概率

GE‑GDEE
0.57241
0.05921
0.00604

MCS
0.55690
0.05997
0.00625

相对误差

0.0279
0.0127
0.0336

图 6 底层位移在不同阈值下的失效概率

Fig. 6 Failure probability of the bottom layer displacement 
under different thresholds
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结果完全一致。

4　结  论

（1） 对于一般的非平稳随机激励下的高维系

统，通过构造感兴趣响应量以及某个辅助过程的吸

收边界过程，并建立其瞬时概率密度满足的降维概

率密度演化方程（一个二维偏微分方程），可以实现

系统给定阈值下的首次超越可靠度分析。

（2） 降维概率密度演化方程中的本征漂移系数

是驱动概率密度演化的本征物理驱动力。对于一般

非线性问题，本征漂移系数难以给出解析表达，需要

根据原始高维系统的有限次代表性确定性动力分析

数据，通过合适的数值方法构造。

（3） 降维概率密度演化方程对于高维随机动力系

统的可靠度分析具有较高的精度和计算效率。数值算

例表明，仅需要几百次确定性分析结果构造本征漂移

系数，即可实现罕遇事件下的小失效概率精细化评估。

在上述研究的基础上，本文所提出的理论框架

可进一步应用于实际工程结构的抗震可靠度分析。

此外，不同本征漂移系数的数值构造方法对降维概

率密度演化方程数值精度的影响也有待进一步研

究。本文主要讨论了降维概率密度演化方程在非平

稳 Gauss 白噪声或非白噪声激励下高维系统的可靠

度分析，该方法对于非 Gauss 噪声激励问题［52‑56］的适

用性值得深入研究。
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GE‑GDEE for reliability analysis of high‑dimensional nonlinear systems 
enforced by non‑stationary stochastic excitations

LÜ Meng‑ze1，2， CHEN Jian‑bing1，2

（1.State Key Laboratory of Disaster Reduction in Civil Engineering， Tongji University， Shanghai 200092， China； 
2.College of Civil Engineering， Tongji University， Shanghai 200092， China）

Abstract: Dynamic actions such as strong winds and earthquakes often have significant randomness and non-stationarity， which can 
have disastrous effects on practical engineering structures. Therefore， accurately evaluating the dynamic reliability of high-dimen‑
sional nonlinear systems under non-stationary stochastic excitations is crucial for the disaster-resistant design and optimization of 
these structures. This paper presents a numerical method for solving the high-dimensional nonlinear dynamic reliability under non-

stationary noises， based on the globally-evolving-based generalized density evolution equation （GE-GDEE） for generic continuous 
processes. Specifically， if we are concerned with the first-passage reliability of a quantity of interest within a specified safe domain， 
an absorbing boundary process （ABP） of the quantity of interest can be constructed. This leads to a two-dimensional partial differ‑
ential equation for its transient probability density function （PDF）， known as the GE-GDEE for ABPs. The effective drift coeffi‑
cient in the GE-GDEE， which serves as the global physical driving force for evolution of the PDF， can be identified using data 
from representative deterministic dynamic analyses. The solution for dynamic reliability can be obtained by solving the GE-GDEE. 
This paper includes two numerical examples to verify the efficiency and accuracy of the proposed method and discusses areas that 
require further study.

Key words: globally‑evolving‑based generalized density evolution equation （GE‑GDEE）；high‑dimensional nonlinear stochastic 
dynamic system；non‑stationary stochastic excitation；dynamic reliability analysis；physically driven
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