
第  37 卷第  6 期
2024 年 6 月

振 动 工 程 学 报
Journal of Vibration Engineering

Vol. 37 No. 6
Jun. 2024

含裂纹缺陷的预扭壳结构非线性振动特性研究
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摘要: 基于扩展等几何方法和一阶壳体剪切变形理论建立了含裂纹缺陷的功能梯度预扭壳结构的非线性振动控制

方程。控制方程中考虑了预扭壳结构的预扭角度及几何非线性，应用扩展等几何方法，采用反映位移变化的富集函

数来描述裂纹的位置及长度，一方面可以提高计算精度，另一方面可以避免在裂纹处的网格加密，提高计算效率。

采用了直接迭代法求解非线性振动控制方程。通过与现有文献结果对比，证明了本文方法的正确性和稳定性。在

此基础上，探究裂纹对功能梯度预扭壳结构非线性振动频率的影响，研究了预扭角度、裂纹位置及长度和材料的功

能梯度指数等参数对预扭壳非线性振动特性的影响规律。
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引  言

旋转机械在工业中普遍存在，其主要部件叶片

在长期运行过程中可能会出现裂纹的产生及扩展，

影响机械的正常运行。因此，判断裂纹的产生位置

和长度显得尤为重要，其中通过叶片振动频率的变

化来识别裂纹参数是一种重要的判断手段。而在利

用振动特征识别裂纹参数的过程中，对含裂纹缺陷

的叶片结构进行精确振动建模十分重要。功能梯度

材料（FGMs）［1］的使用，为叶片在复杂环境中运行提

供了更多的可能性。为了探究裂纹对于同性材料及

功能梯度材料叶片振动频率的影响规律，学者们提

出了多种裂纹叶片模型。

徐可君等［2］采用等效刚度法表示裂纹效应，将

叶片等效为无扭曲的悬臂梁，探究了单面和双面裂

纹对于叶片第一阶固有频率的影响。赵迪等［3］应用

了传递矩阵法和有限元法计算了含裂纹悬臂梁模型

的固有频率，证明了传递矩阵法可以较好地描述裂

纹结构的固有振动特征。诸多学者使用无质量弹性

旋转弹簧模拟裂纹产生的附加刚度［4⁃6］，探究裂纹参

数对于裂纹梁动力响应的影响。张俊红等［7］建立了

航空发动机叶片的有限元模型，分析了裂纹的存在

对于叶片自由振动和强迫振动的影响。Panigrahi
等［8］探索了在单频和多频激励下功能梯度裂纹梁的

非线性振动响应。

由于方法的局限性，以上文献所研究的含有裂

纹的叶片模型大多是基于一维梁理论来建立的，适

用于大展弦比类型的叶片结构。但是对于很多旋转

机械，其叶片的长度与宽度的比值并不是很大，此时

一维梁理论便不再适用，而应采用二维的板壳变形

理论。另外，叶片（特别是含有裂纹的叶片）在复杂

的工作环境中，受到多种载荷的影响，往往会发生大

变形，从而产生非线性应变，进而发生非线性振动。

因此探究含裂纹缺陷的功能梯度（FG）叶片的非线

性振动特性是极为重要的。

扩展等几何方法（XIGA）是一种在扩展有限元

方法（XFEM）的基础上发展起来的用于解决非连续

区域问题的方法［9］。由于其在含间断面子域中采用

反映局部位移特征的富集函数，既可以提高计算精

度，又可以避免过密的网格划分，并且对不连续面的

描述是完全独立于计算网格的，使其在裂纹扩展后

无需进行传统有限元的网格重构。近年来，诸多学

者将 XIGA 应用于求解含裂纹板壳的静态和动态

特性［10⁃12］。

针对含裂纹缺陷的叶片建模难度较大及其非线

性振动特性不明确的问题，本文基于 XIGA、一阶壳

体剪切变形理论和 von Kármán 几何非线性理论，将

小展弦比叶片等效为考虑预扭角的二维壳模型，探

究 FG 裂纹预扭壳的非线性振动特性。基于 von 
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Kármán 几何非线性理论，得到非线性应变项，采用

直接迭代法求解非线性控制方程。通过与其他方法

的对比，验证 XIGA 求解方法的正确性。在此基础

上，探究预扭角度、裂纹位置及长度和材料的功能梯

度指数对 FG 预扭壳结构非线性振动特性的影响规

律，为旋转机械叶片的裂纹识别及疲劳机理研究提

供一定的理论依据。

1　基本原理

1. 1　FG裂纹预扭壳模型

本文考虑的 FG 裂纹预扭壳结构，基本形状参

数如图 1 所示。壳体的长、宽和高分别用 L， b 和 h
表示，假设预扭角度沿 x 方向线性变化，预扭角的变

化率 kth=θ0/L，θ0为 x=L 时的预扭角度。裂纹和根

部 x=0 之间的距离用 cl表示，裂纹的长度为 cd。

图 2 所示为扩展等几何方法描述的裂纹预扭壳

模型，其中红色直线表示裂纹存在的位置及长度，斜

线表示固支边界条件。

1. 2　一阶壳体剪切变形理论

本文将预扭壳结构等效为具有双曲率的二维壳

模型。根据一阶壳体剪切变形理论，预扭壳上任意

一点的位移变量可以表示为：
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U ( x，y，z )= u ( x，y )+ zφx ( x，y )
V ( x，y，z )= v ( x，y )+ zφy ( x，y )
W ( x，y，z )= w ( x，y )

（1）

式中  u，v，w 为中面上任意一点的位移；φx 和 φy分

别表示 y⁃z和 x⁃z方向的转角。

根据 von Kármán 几何非线性理论，当大变形存

在时，预扭壳的位移与应变的关系表达式为：
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χx = 1
A

∂φx

∂x
+ φy

A
∂A
∂y

， χy = ∂φy

∂y
，

χxy = 1
A

∂φy

∂x
+ ∂φx

∂y
- φx

A
∂A
∂y

（4）

式中  下标“，x”和“，y”分别表示对 x 和 y 变量进行

求导；εL 和 εNL 分别为线性应变和非线性应变；A 为

拉梅系数；Rx， Ry和 Rxy分别表示预扭壳结构 x，y 两

个方向的曲率和扭转曲率，则扭转曲率［13］为：

Rxy ( η )= - k th

A2 ( η )
，  A ( η )= 1 + k 2

th y ( η ) （5）

式中  η 表示扩展等几何方法中 y 方向节点向量的

变量。

应变的非线性部分可以进一步表示为如下

形式：

εNL = 1
2 A θw= 1

2
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式中  Aθ部分与振动位移向量 q有关；BNL 为非线性

应变矩阵。

由广义胡克定律，应力与应变的关系可表示为：
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其中：

图 1 裂纹预扭壳结构示意图

Fig. 1 The schematic diagram of a cracked pre⁃twisted shell 
model

图 2 基于扩展等几何方法的裂纹预扭壳模型

Fig. 2 The model of a cracked pre⁃twisted shell model based 
on XIGA method
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Q 11 = Q 22 = E ( z )
1 - μ2 ( z )

， Q 12 = Q 21 = E ( z ) μ ( z )
1 - μ2 ( z )

，

Q 33 = Q 44 = Q 55 = E ( z )
2 [ ]1 + μ ( z )

（8）

本文中剪切修正系数 kn取 5/6。
本文考虑的功能梯度材料沿厚度方向呈指数函

数变化，具体表达式为：

P ( z )= (P c - Pm ) ( 1
2 + z

h )
n

+ Pm （9）

式中  P 表示各种材料参数，下标“c”和“m”分别表

示陶瓷和金属材料；h 为预扭壳的厚度；n 为材料的

功能梯度指数。材料参数 P 在本文中指材料的弹性

模量 E（z）、泊松比 μ（z）和密度 ρ（z）。

1. 3　扩展等几何方法(XIGA)

XIGA 是在等几何方法的基础上，依据扩展有

限元（XFEM）思想发展起来的一种用于解决非连续

区域问题的方法。本文中，在裂纹预扭壳结构的连

续区域采用标准的等几何方法构造计算使用的基函

数，而在裂纹存在区域及裂尖位置所对应的参数单

元内，对标准的计算基函数进行修正，增加能够描述

裂纹处间断特性及裂尖处奇异性的富集函数，从而

提高计算精度。XIGA 采用水平集方法［14］来描述裂

纹，使得对于裂纹的描述可以独立于等几何单元，在

裂纹扩展时，不需要进行网格的重新构造，提高计算

效率。

裂纹预扭壳上任意一点的位移向量可以表

示为：

u= ∑
i = 1

M

N i ( ξ，η ) u i + ∑
h = 1

H

(H ( x )- H ( x h )) N h ( ξ，η ) ⋅

        uh + ∑
t = 1

G

∑
l = 1

4

(Gl ( x )- Gl ( x t )) N t ( ξ，η ) u lt （10）

式中  M 为所有控制点的个数；H 为裂纹贯穿单元

内的控制点个数；G 为裂尖单元内的控制点个数；

u i，uh 和 u lt 分别表示标准单元、裂纹贯穿单元和裂尖

单元的位移；u=［u， v， w， φx， φy］；N o ( ξ，η ) ( o =
i，h，t )为等几何单元基函数，其具体表达式为：

N o ( ξ，η)=
ωi，j B i( )ξ Bj( )η

∑
j = 1

m

∑
i = 1

n

ωi，j B i( )ξ Bj( )η
（11）

式中  ωi，j为每个控制点所对应的权值；Bi( ξ )，Bj(η)
分别为 ξ，η 两个方向节点向量 E和H建立的 B 样条

基函数；p， q 为基函数的阶数。由于篇幅限制，这里

B 样条基函数的具体表达式并没有展开，对此感兴

趣的读者可以参阅文献［15］。

Heaviside 阶跃函数的表达式为：

H ( x )=ì
í
î

1，      ( x - xl ) ⋅ en > 0
-1， ( x - xl ) ⋅ en < 0

（12）

式中  xl 为距离坐标 x 最近且位于裂纹上的某一

点；en为沿着裂纹方向的法向量。

裂尖单元的富集函数 Gl（x）本身是裂尖局部极

坐标的函数 Gl（r， θ），当 u=［u， v， w］时，Gl（r， θ）
的表达式［16］为：

G 1 ( r，θ )= r
3
2 sin θ

2 ， G 2 ( r，θ )= r
3
2 cos θ

2 ，

G 3 ( r，θ )= r
3
2 sin 3θ

2 ， G 4 ( r，θ )= r
3
2 cos 3θ

2 （13）

当 u=［φx， φy］时，Gl （r， θ）的表达式［16］为：

G 1 ( r，θ )= r
1
2 sin θ

2 ， G 2 ( r，θ )= r
1
2 cos θ

2 ，

G 3 ( r，θ )= r
1
2 sin θ

2 sin θ，G 4 ( r，θ )= r
1
2 cos 3θ

2 sin θ

（14）
在进行计算时，利用水平集方法判断不同的参

数单元类型。在标准单元中，u=ui，应变矩阵只包

括标准线性应变矩阵和标准非线性应变矩阵 B=

BL + 1
2 BNL (q)；在裂纹贯穿单元中，u=［ui， uh］，应

变 矩 阵 中 包 含 加 强 项 B= [ BL + B dist1
L ]+

1
2 [ BNL (q)+ B dist1

NL (q) ]；在裂尖单元中，u=［ui，u1t， 

u2t，u3t，u4t］，应 变 矩 阵 中 包 含 加 强 项 B= [ BL +

B dist2
L ]+ 1

2 [ BNL (q)+ B dist2
NL (q) ]；其中 B dist1

L 和 B dist1
NL 分

别为裂纹单元的加强线性应变和非线性应变矩阵，

B dist2
L 和 B dist2

NL 分别表示裂尖单元的加强线性应变和非

线性应变矩阵。

另外，构建基函数的参数域（ξ，η）到实际模型坐

标域（x， y）之间的转换雅可比矩阵可表示为：

J=
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（15）

关于坐标 x 和 y 的一阶偏导数可以写为以下

形式：
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（16）

1. 4　裂纹预扭壳的非线性振动方程

通过上述的推导，可以得到裂纹预扭壳的势能

和动能表达式为：
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U = 1
2 ∫Ω

σT εdΩ =

1
2 ∫Ω

( BL + 1
2 BNL (q) )TQ ( BL + 1

2 BNL (q) ) dΩ （17）

T = 1
2 ∫Ω

ρ ( z )
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ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )∂u

∂t

2

+ ( )∂v
∂t

2

+ ( )∂w
∂t

2

dΩ  （18）

基于哈密顿原理，得到以下表达式：

∫
t1

t2

δ (U - T ) dt = 0 （19）

式中  δ 为变分符号。

进一步得到在考虑大变形的情况下，裂纹预扭

壳的控制方程为：

KL + KNL1q+ KNL2q2 -Mq̈= 0 （20）
考虑谐波运动 q= q̂ sin (ωt )，控制方程还可以

改写成：

{[ ]KL + KNL1 sin ( )ωt + KNL2 sin2( )ωt -

}ω2M q̂ sin ( ωt )= 0 （21）
为了消除时间参数 t，使用加权残数法，并在

é
ë
êêêê0，

π
2ω

ù
û
úúúú内积分［17］，得到：

KL + 8
3π KNL1 + 3

4 KNL2 - ω2Mq= 0 （22）

其中：

KL =∫Ω
BT

LQ BL dΩ，

KNL1 = 1
2 ∫Ω

BT
LQBNL dΩ +∫Ω

BT
NLQBL dΩ，

KNL2 = 1
2 ∫Ω

BT
NLQBNL dΩ （23）

本文采用直接迭代法求解上述裂纹预扭壳的非

线性振动方程（22），从而得到非线性振动频率，具体

求解步骤如下：

（1） 首先忽略非线性刚度矩阵KNL1和KNL2，利用

方程（22）求解初始线性频率和基频对应的振型向量。

（2） 将得到的初始振型向量进行归一化后，再

乘以一定的放大倍数 Wmax 以此达到相应的大变形

振动幅值。Wmax是假设的最大位移变形幅值，通常

取与变形板壳结构厚度 h 成比例的数值。

（3） 以放大后的振动向量为基础得到非线性矩

阵 KNL1和 KNL2，然后根据方程（22），得到新的频率和

振动位移向量。

（4） 重复步骤（2）和（3），直到相邻两次迭代得

到的第一阶频率误差小于 0.1%，迭代结束，得到非

线性频率值。

本文采用第一阶非线性频率和第一阶线性频率

的比值 γ=ωNL/ωL来表示裂纹预扭壳的非线性振动强

弱［17］。频率比越大，非线性频率与线性频率的差值越

大，即频率比表示控制方程的非线性项对振动行为的

影响。当频率比接近 1时，表明非线性频率和线性频

率几乎具有相同的值，且非线性项对振动行为的影响

相当小，可以忽略不计。随着频率比的增加，振动行

为变为非线性，此时进行线性分析是不恰当的。

2　数值结果和讨论

2. 1　收敛性和准确性验证

首先考虑一个纯钢材料的裂纹预扭壳结构，其形

状参数为：L=0.4 m， b=0.2 m， h=0.01 m， θ0=30°， 
cl=0.5L，考虑有裂纹存在和无裂纹的两种情况。具

体材料参数如表 1 所示。本文方法中基函数的阶次

p=q=3，取不同的控制点得到的 3组结果与 ANSYS
有限元分析软件得到的结果进行对比。需要注意的

是，在 ANSYS有限元分析软件中，分析裂纹预扭壳模

型时，预扭角本身增加了模型建模的难度；由于裂纹

的存在，在裂纹尖端位置需要采用 ANSYS自带的 2D
裂纹奇异单元 PLANE183模拟裂纹尖端处的奇异性；

在裂纹贯穿处还需进行网格加密处理，用以保证裂纹

贯穿处的计算精度，这些操作都会使得有限元的计算

成本增加，降低其计算效率。通过表 2的数据对比可

以看出，本文方法随着控制点数量的增加，结果呈收

敛的趋势，考虑到计算效率，在计算裂纹预扭壳结构

表 1 功能梯度裂纹预扭壳的材料属性

Tab. 1 Material properties of FG cracked pre‑twisted 
shells

材料

Steel
Al

Al2O3

E/GPa
221
70

380

μ

0.3
0.3
0.3

ρ/(kg·m−3)
7850
2702
3800

表 2 Steel材料裂纹预扭壳的前三阶固有频率的收敛对比

Tab. 2 Convergence of the first three order natural frequencies of a steel cracked pre‑twisted shell

模态

阶数

1 阶

2 阶

3 阶

固有频率/Hz
20×10

无裂纹 cd=0
55.107
302.75
320.71

有裂纹 cd=0.3b

54.603
267.27
278.23

36×18
无裂纹 cd=0

55.026
302.42
320.05

有裂纹 cd=0.3b

54.853
266.47
280.63

50×25
无裂纹 cd=0

55.013
302.36
319.95

有裂纹 cd=0.3b

54.841
266.39
280.42

ANSYS2D 仿真

无裂纹 cd=0
54.844
302.75
319.23

有裂纹 cd=0.3b

53.719
268.56
283.89
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时，可采用 36×18控制点组合形式。具体参数单元和

控制点的分布如图 3所示。

为了验证本文非线性振动方程求解方法的正确

性，考虑了简支边界条件下（当 x=0， L 时，v=w=
φy=0 且当 y=−b/2， b/2 时，u=w=φx=0）无裂纹

Al/Al2O3 功能梯度板模型的非线性振动，板的几何

形状数据为：L=0.2 m， b=0.2 m， h=0.02 m。如

图 4 所示，与参考文献［18］相比，不同的功能梯度指

数 n 下结果吻合较好，证明了等几何方法和直接迭

代法求解本文中非线性问题的适用性和准确性。

图 5 展示了纯钢材料预扭壳在有无裂纹时的前

4 阶线性振动模态振型图。模型参数与表 2 所使用

的算例一致。通过与 ANSYS 软件结果的对比，证

明了本文提出的扩展等几何方法求解含裂纹缺陷预

扭壳模型振动特性的正确性。另外，从模态振型图

可以看出，预扭壳结构在出现裂纹之后，某些模态振

型会发生明显的变化，特别是在裂纹周围的位置，这

些变化会更加明显。并且从图 5 中可以看出，含裂

纹壳的 2，3 阶模态发生了模态互换现象，说明裂纹

缺陷对于预扭壳的振动形态有明显的影响。

在上述模型的基础上，进一步对使用本文方法

求解 Steel/Al2O3功能梯度裂纹预扭壳非线性振动方

程的收敛性进行验证。模型的基本参数如下：L=
0.4 m， b=0.2 m， h=0.01 m， θ0=30° ， cl=0.5L， 
n=1。考虑无裂纹和裂纹长度为 cd=0.3b时的功能梯

度预扭壳结构。如图 6所示，可以看到即使选取较少

的控制点，本文的方法依旧可以达到收敛的结果。

图 5 有无裂纹预扭壳的前 4 阶线性振动模态对比

Fig. 5 Comparison of the first four linear mode shapes of a 
steel pre⁃twisted shell with or without crack

图 3 含裂纹缺陷预扭壳的参数单元和控制点分布图

Fig. 3 The parameter elements and control points of the 
cracked pre⁃twisted shell

图 4 简支边界条件下无裂纹 Al/Al2O3板模型的频率比

Fig. 4 The frequency ratio of Al/Al2O3 plates without crack 
under simply supported boundary condition

图 6 Steel/Al2O3裂纹预扭壳振动频率比收敛性

Fig. 6 Convergence of the frequency ratios of a Steel/ 
Al2O3 cracked pre⁃twisted shell
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2. 2　参数分析

接下来，本文通过求解非线性振动方程（22），讨

论功能梯度指数、预扭角度、裂纹位置和长度对裂纹

预扭壳模型非线性振动的影响。除非特别说明，模

型参数均与图 6 相同。首先，本文研究了功能梯度

指数对于裂纹预扭壳的第 1 阶线性频率和非线性频

率比的影响。表 3 给出了裂纹预扭壳的第 1 阶线性

频率和频率比随着振动幅值比例及 n 的变化。可以

明显地看出，频率比受振动幅值的影响较大，随着振

动幅值的增大而增大。随着 n 的增大，裂纹预扭壳

结构的线性频率减小，这是因为随着 n 的增大，金属

材料的比例增加，陶瓷材料所占比重减小，导致模型

的整体刚度减小、质量增加，所以线性频率降低。但

是材料对于频率比的影响并不是单调的，在振动幅

值较小时，材料对于频率比的影响较小，随着振动幅

值的增大，频率比随着功能梯度指数的增加呈现出

先增大后减小的趋势。说明了在大变形振动的情况

下，考虑裂纹预扭壳非线性振动频率的必要性。

紧接着，分析了裂纹长度对于裂纹预扭壳频率

比的影响。图 7 给出了考虑三种不同的裂纹长度

时，非线性频率比随着振动幅值比例变化的曲线。

从图 7 中可以看出，当裂纹位于壳体中间位置时，频

率比随着裂纹长度的增加而增加，这是因为随着裂

纹长度的增加，壳体刚度减小，使得线性频率减小。

而且裂纹长度对于频率比的影响随着振动幅值的增

大更加明显。表 4 展示了当壳体裂纹位置不同时，

含有不同长度裂纹的功能梯度预扭壳的频率比。由

表 4 中数据可知，当裂纹位于不同位置时，裂纹对预

扭壳结构的非线性频率的影响程度不同。在表 4 考

虑的两个裂纹位置中，当幅值比例小于 3，裂纹位于

0.5L 位置时，裂纹对功能梯度预扭壳的频率比影响

更大；而当幅值比例等于 3，裂纹位于 0.2L 位置时，

对功能梯度预扭壳的频率比影响更大。数据表明，

裂纹对预扭壳结构非线性振动的影响规律还与大变

形振动发生的幅值有关。

表 5 给出了裂纹预扭壳的第一阶线性频率和

非线性频率比随着裂纹位置变化的数据。由表 5
中数据可知，当裂纹远离固定端（x=0）时，壳体的

线性频率逐渐增大，也就是说裂纹出现在叶片固定

表 3 不同功能梯度指数的裂纹预扭壳的频率比

Tab. 3 Nonlinear frequency ratios of Steel/ Al2O3 cracked pre‑twisted shell with different functional gradient index

n

0.1
0.5
1.0
2.0
5.0

10.0

线性频率 ωL/Hz

96.2887
81.2186
73.4892
67.4891
62.3843
59.6736

γ
Wmax/h=0.1

1.0005
1.0005
1.0005
1.0005
1.0005
1.0005

Wmax/h=0.5
1.0148
1.0152
1.0150
1.0146
1.0139
1.0139

Wmax/h=1
1.0529
1.0535
1.0533
1.0520
1.0503
1.0502

Wmax/h=1.5
1.1116
1.1127
1.1123
1.1097
1.1064
1.1062

Wmax/h=2
1.1818
1.1848
1.1844
1.1806
1.1753
1.1749

Wmax/h=2.5
1.2676
1.2711
1.2690
1.2633
1.2555
1.2551

Wmax/h=3
1.3533
1.3573
1.3538
1.3458
1.3346
1.3340

图 7 不同裂纹长度的裂纹预扭壳的频率比

Fig. 7 Frequency ratios of Steel/Al2O3 cracked pre⁃twisted 
shells with different crack depth

表 4 不同裂纹长度的裂纹预扭壳的非线性频率比

Tab. 4 Nonlinear frequency ratios of Steel/Al2O3 cracked pre‑twisted shells with different crack length

裂纹位置 cl

0.5L

0.2L

幅值比例 Wmax/h

0.5
1
2
3

0.5
1
2
3

γ
0.1b
1.0098
1.0394
1.1678
1.3329
1.0095
1.0383
1.1664
1.3447

0.2b
1.0111
1.0406
1.1704
1.3414
1.0098
1.0395
1.1696
1.3614

0.3b
1.0150
1.0533
1.1844
1.3538
1.0104
1.0416
1.1811
1.3700

0.4b
1.0169
1.0567
1.1941
1.3680
1.0111
1.0445
1.1915
1.3905

0.5b
1.0199
1.0627
1.2071
1.3865
1.0121
1.0484
1.2065
1.4169
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端时，对于线性频率的影响是最大的。然而频率比

随裂纹位置的变化与线性频率不同，当裂纹靠近根

部（cl/L=0.4）时，频率比达到最大，然后随着裂纹

向自由端靠近，频率比略有减小。

最后，本文探究了壳体预扭角对于有/无裂纹预

扭壳频率比的影响。如表 6中数据所示，在本文考虑

的预扭角变化范围之内，随着预扭角的增大，有/无
裂纹预扭壳的非线性频率比都会减小。而在线性振

动中，线性频率同样是随着预扭角的增大而减小的。

根据频率比 γ=ωNL/ωL，可知非线性频率必然也是随

着预扭角角度的增大而减小。裂纹的存在并没有改

变预扭角对线性频率和频率比的影响规律。

3　结  论

本文利用 von Kármán 几何非线性理论，探究在

大振幅振动的情况下含裂纹缺陷预扭壳结构的非线

性振动特性。基于扩展等几何的方法建立了含有裂

纹的预扭壳模型，利用富集函数和水平集方法描述

裂纹的存在，通过与有限元结果对比，证明了本文方

法应用于功能梯度裂纹预扭壳结构的准确性和稳定

性。扩展了等几何方法的应用，避免了有限元方法

在裂纹处的网格加密，在裂纹扩展时，不需要进行网

格重构，可以极大地提高分析含裂纹壳结构的效率。

最后探讨了裂纹的长度及位置，预扭角度及功能梯

度指数对于大振幅振动时裂纹预扭壳频率比的影响

规律。针对本文研究的预扭壳模型，功能梯度指数

对于线性频率的影响是单调的，而对于频率比的影

响是相对复杂的。裂纹长度越大，频率比越大；当裂

纹位于壳体靠近根部 cl/L=0.4 处，频率比最大。裂

纹的存在不会改变预扭角对本文模型线性频率和非

线性频率的影响。本文在扩展等几何方法的基础

上，只研究了裂纹缺陷对含裂纹预扭壳结构静频的

影响，接下来会继续探究考虑旋转速度的情况下，裂

纹对于预扭壳结构动频的影响规律。
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Nonlinear vibration characteristic analysis of a cracked pre-twisted shell

ZHONG Sai‑feng1， JIN Guo‑yong1， HE Tao2， YE Tian‑gui1

（1.College of Power and Energy Engineering， Harbin Engineering University， Harbin 150001， China； 
2.Wuhan Second Ship Design and Research Institute， Wuhan 430205， China）

Abstract: This paper establishes the governing equations of the nonlinear vibration of a functionally graded shell with a crack， 
based on the extended isogeometric analysis （XIGA） and the first-order shear deformation theory. The study investigates the ef⁃
fects of the crack on the nonlinear vibrational frequency ratio of the model， taking into account large amplitude vibrations. Enriched 
functions， which represent displacement changes， are used to describe the position and length of the crack. This approach enhances 
calculation accuracy and avoids mesh refinement at the crack. The nonlinear governing equation is solved using the direct iteration 
method， and its correctness is validated by comparing the results with existing literature. The study further explores the effects of 
the pre-twisted angle， crack location， crack length and material variation parameters on the nonlinear vibration characteristics of the 
pre-twisted shells with cracks.

Key words: nonlinear vibration；functionally graded materials；cracked pre⁃twisted shell structure；extended isogeometric analysis；
first⁃order shear deformation theory
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