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吸振器与球平衡器并用控制转子不平衡振动的
理论研究
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摘要: 球式自动平衡器（Automatic Ball Balancer，简称 ABB）可以在临界转速以上区域完全消除转子未知不平衡量，

但其缺点是在临界转速附近会引起大振幅的共振响应和不稳定振荡。为此增加动力吸振器（Dynamic Vibration 
Absorber，简称 DVA）来克服其缺点，改善其抑振性能。以 Jeffcott 偏心转子模型为研究对象，根据拉格朗日方程建

立了吸振器、球平衡器单独使用以及两者结合使用时控制转子不平衡振动的动力学方程，使用谐波平衡法理论求解

新耦合系统的振幅表达式，并分析各参数对稳态幅频曲线的影响规律以获得较合适的参数，采用龙格⁃库塔数值方

法计算得到稳态幅频特性图和瞬态振幅时域变化曲线。对比结果表明，两种手段并用的新方案有效降低了转子经

过临界共振区时的振动水平，并使转子在临界转速以上区域衰减为零振幅，达到了融合两者优点的目的，具有更优

良的抑振效果。
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引　言

在各种旋转机械中因为不平衡而导致的有害振

动是一种常见的故障，特别是大多数旋转机械的工

作转速通常位于其自身的一阶临界转速以上，无论

是经过临界共振区时的强烈共振响应还是在工作转

速时始终存在的不平衡振动都会影响机械寿命和工

作精度，因此对转子系统的不平衡振动控制一直是

研究重点。

产生转子不平衡的原因一方面是材质不均匀或

加工装配不良，其不平衡量是固定的，可以通过高精

度的现场平衡措施消除；另一方面是机械运转或操

作过程引起的，如热变形、磨损腐蚀、叶片表面积垢、

洗衣机中衣物放置不均匀等，其不平衡量是随机的、

变化的，无法提前预知并消除。各种在线自动平衡

装 置 可 以 解 决 这 一 问 题 ，其 分 为 主 动 式 和 被 动

式［1⁃2］。主动式自动平衡装置需要结构复杂的传感

器、控制器和执行器，成本高昂，技术实现较困难，只

适合在少数高精度的关键场合使用。被动式自动平

衡装置利用补偿质量的自由移动消除不平衡量，结

构简单、成本低廉、不需外部能源且抑振效果较好，

球式平衡器就是其中的一种。

球平衡器由距转子转轴一定半径的圆周轨道内

自由移动的球体组成，在转速高于临界转速时这些

滚球自然地运动到特定的平衡位置以抵消转子的不

平衡量。许多学者研究了球平衡器的平衡机理和动

态特性。Green 等［3］分析了装有双球自动平衡器的

平面运动转子的平衡解、极限环及其分岔行为。

Rodrigues 等［4］分析了配备两个球平衡器的刚性转

子的双平面自动平衡性能。 DeSmidt 等［5］和 Jung
等［6⁃7］考虑了轴内部阻尼、球平衡器与不平衡平面之

间的安装距离、非平面运动、非对称支承等因素，研

究了安装球平衡器的柔性转子的稳态解和非同步极

限环行为。张小龙等［8］研究了配备单、双球自动平

衡装置的转子系统的周期解，并利用特征方程和

Routh⁃Hurwitz 判据分析了其稳定性。为了克服传

统球平衡器在亚临界和临界转速区导致转子振动加

剧的缺陷，Rezaee 等［9］提出了将平衡球用径向和周

向弹簧进行约束，使其能同时在径向和周向运动的

球平衡器新结构，并研究了其平衡性能。 Haidar
等［10］提出了带离心夹具的分区轨道球式平衡器的新

设计，建立了包括摩擦和碰撞因素的数学模型，并进

行了实验研究。这些改进的新型球平衡器增强了该

装置的实用性，有助于扩大其应用范围。

吸振器的具体形式灵活多变，结构简单，抑振效

果良好，其缺点是有效吸振频带较窄，会产生两个新

的共振峰。吸振器在土木建筑和往复式运动机构上

已经获得了大量的研究和应用，近年一些学者开始
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尝试使用吸振器控制旋转机械的不平衡振动。张炳

康等［11］设计了一种环形吸振器，并对其抑制转子过

临界振动、变质量调频、不同安装位置和数量时的实

际控制效果进行了实验研究。黄秀金等［12］设计了一

种可通过改变悬臂杆有效长度实现变频调节的半主

动笼式吸振器，根据变化的转子转速控制作动时机

以连续抑制临界转速和工作转速下的振动，并避免

了新共振峰的产生。冯浩然等［13］设计了通过电磁铁

的吸合或脱离来控制吸振器质量块的接入或断开的

开关控制策略，使吸振器只在临界共振区时才接入

主系统发挥减振作用，并针对多跨转子轴系进行了

实验研究。姚红良等［14］设计了一种通过不同直径悬

臂杆与不同间隙孔的依次接触来拟合非线性弹性恢

复力的非线性能量阱，并比较了其与线性吸振器对

各向异性转子的抑振效果。以上研究证明了吸振器

控制转子振动的可行性。

1　吸振器控制转子振动

图 1 所示为设计的用于转子不平衡振动控制的

吸振器结构图。在转子的转轴上安装滚动轴承将转

子的旋转运动隔绝，使外部的整个吸振器结构不随

转轴一起旋转从而避免引入额外的不平衡量，而只

是将转轴的弯曲振动传递给吸振器。在滚动轴承无

旋转的外圈，在 X 和 Y 两个垂直的坐标方向各安装

一套参数完全相同的吸振器，即使用两个吸振器分

别控制转子 X 和 Y 方向的振动，其弹簧刚度均为 k2，

阻尼系数均为 c2，吸振器质量均为 m 2。两个吸振器

都安装在一个固定于地面或基础的起支撑作用的框

架上，通过框架上直线轴承的滑道限制两个吸振器

只能在各自的方向上做直线运动。

图 2 所示为转子安装吸振器的物理模型。转子

是在一个无质量弹性轴中部安装质量为 m d 的偏心圆

盘（即 Jeffcott转子模型），为了略去重力的影响，设转

子为竖直布置。建立固定坐标系 O⁃XYZ，两端支承

连线与圆盘所在平面的交点为坐标原点 O，沿两端支

承连线向上为 Z 轴，圆盘所在平面为 XY 平面。转轴

的弯曲刚度为 k，运动阻尼为 c，圆盘形心 C ( x，y )，质
心 G ( xG，yG )，质心与形心的距离即偏心距为 e。系

统静止时圆心 C 与 O 重合，取此时 CG 连线方向固定

为 X 轴，即旋转的起始位置。吸振器为子系统，其质

量为 m 2，刚度为 k2，阻尼为 c2。吸振器质量相对自身

静 平 衡 位 置 的 位 移 为 x2 和 y2。 取 广 义 坐 标 为

( x，y，x2，y2 )，则根据拉格朗日方程可得系统的运动

微分方程为：
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m d ẍ + kx + k2 ( x - x2 )+ cẋ + c2 ( ẋ - ẋ2 )=
m d eθ̇ 2 cos θ + m d eθ̈ sin θ

m d ÿ + ky + k2 ( y - y2 )+ cẏ + c2 ( ẏ - ẏ2 )=
m d eθ̇ 2 sin θ - m d eθ̈ cos θ

m 2 ẍ2 - k2 ( x - x2 )- c2 ( ẋ - ẋ2 )= 0

m 2 ÿ2 - k2 ( y - y2 )- c2 ( ẏ - ẏ2 )= 0

（1）

式中　θ 为 CG 连线从起始位置转过的角位移。当

圆盘以恒定角速度 ω 旋转时，θ = ωt，θ̇ = ω，θ̈ = 0；
当圆盘匀加速旋转时，θ = δt 2 /2 + ω 0 t，θ̇ = δt + ω 0，

θ̈ = δ，其中，δ 为角加速度，ω 0 为初始角速度。

对式（1）进行无量纲化处理，定义如下参量：基

准长度 L = m d g/k，基准时间 t̄ = ω 1 t，转子固有频率

ω 1 = k/m d ，吸振器固有频率 ω 2 = k2 /m 2 ，转子与

吸振器的质量比 μ = m d /m 2，转子与吸振器的固有

频率比 α = ω 1 /ω 2，偏心量引起的激励频率与转子固

有频率之比 λ = ω/ω 1，转子阻尼比 ξ = c/( 2 km d )，
吸振器阻尼比 ζ = c2 / ( 2 k2 m 2 )，x̄ = x/L，ȳ = y/L，

x̄2 = x2 /L，ȳ2 = y2 /L，ē = e/L。

则关于新的基准时间 t̄的无量纲方程为：
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ẍ̄ + x̄ + k̄2 ( x̄ - x̄2 )+ c̄ẋ̄ + c̄2 ( ẋ̄ - ẋ̄2 )=
ē ( θ̇/ω 1 )2 cos θ + ē ( θ̈/ω 2

1 ) sin θ

ÿ̄ + ȳ + k̄2 ( ȳ - ȳ2 )+ c̄ẏ̄ + c̄2 ( ẏ̄ - ẏ̄2 )=
ē ( θ̇/ω 1 )2 sin θ - ē ( θ̈/ω 2

1 ) cos θ

( 1/μ ) ẍ̄2 - k̄2 ( x̄ - x̄2 )- c̄2 ( ẋ̄ - ẋ̄2 )= 0

( 1/μ ) ÿ̄2 - k̄2 ( ȳ - ȳ2 )- c̄2 ( ẏ̄ - ẏ̄2 )= 0

（2）

图 2 吸振器-转子系统的物理模型

Fig. 2 Physical model of DVA-rotor system

图 1 转子用吸振器结构示意图

Fig. 1 Structure diagram of DVA for rotor
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式中　 c̄= c/( md ω 1 )= 2ξ；c̄2 = c2 / ( m d ω 1 )= 2ζ/( μα )；
k̄2 = k2 / ( m d ω 2

1 )= 1/( μα2 )。
下面求解系统的稳态响应，即转子以角速度 ω

匀速旋转的情形。在式（2）中令 θ = ωt = ω
ω 1

ω 1 t =

λt̄，θ̇ = ω，θ̈ = 0，并将其变形为复数形式：

ì
í
î

ïï
ïï

z̈1 + z1 + c̄ż1 + k̄2 ( z1 - z2 )+ c̄2 ( ż1 - ż2 )= ēλ2 eiλt̄

( )1/μ z̈2 - k̄2 ( z1 - z2 )- c̄2 ( ż1 - ż2 )= 0
（3）

式中　z1 = x̄ + iȳ；z2 = x̄2 + iȳ2。

设稳态响应的形式为 zj = A j ei( λt̄ - φj )，j = 1，2，代
入式（3）求解得到转子的稳态振幅和相位角：
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A 1 =
ēλ2 (-λ2 /μ + k̄2 )2 +( c̄2 λ )2

E 2 + F 2

tan φ 1 = F (-λ2 /μ + k̄2 )- Ec̄2 λ
(-λ2 /μ + k̄2 ) E + Fc̄2 λ

（4）

式中　E = ( 1 - λ2 ) (-λ2 /μ + k̄2 )- ( c̄λ ) ( c̄2 λ ) + k̄2 ⋅
(-λ2 /μ )； F = (-λ2 /μ + k̄2 ) ( c̄λ ) + ( 1 - λ2 ) ( c̄2 λ ) +
( c̄2 λ ) (-λ2 /μ )。

2　球平衡器控制转子振动

图 3 所示为转子安装球平衡器的物理模型，在

不平衡转子圆盘上加工半径为 R 的圆周轨道，放入

2 个可自由移动的平衡滚球。设 2 个滚球 B i( i =
1，2)的质量均为 m（远小于圆盘质量 m d），球在轨道

中的运动阻尼为 cb，球相对圆盘质心 G 的角位置为

θbi( i = 1，2)，其余参数与前文一致。取广义坐标

( x，y，θb1，θb2)，根据拉格朗日方程得到系统的运动

微分方程为：
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( m d + 2m ) ẍ + cẋ + kx = m d e ( θ̇ 2 cos θ + θ̈ sin θ )+

mR ∑
i = 1

2

[ ( θ̇ + θ̇bi )2 cos ( θ + θbi )+

( θ̈ + θ̈bi ) sin ( θ + θbi ) ]

( m d + 2m ) ÿ + cẏ + ky = m d e ( θ̇ 2 sin θ - θ̈ cos θ )+

mR ∑
i = 1

2

[ ( θ̇ + θ̇bi )2 sin ( θ + θbi )-

( θ̈ + θ̈bi ) cos ( θ + θbi ) ]

mR2 ( θ̈ + θ̈bi )+ cb R2 θ̇bi = mR [ ẍ sin ( θ + θbi )-
ÿ cos ( θ + θbi ) ] ；i = 1，2

（5）
对式（5）进行无量纲化处理，定义如下参量：基

准长度 L = ( )m d + 2m g/k，基准时间 t̄ = ω 1 t，转子

固 有 频 率 ω 1 = k ( m d + 2m )，x̄ = x/L，ȳ = y/L，

θ̄bi ( t̄ )= θbi ( t )，ē = e/L，R̄ = R/L，m d / ( m d + 2m )≈
1，m̄ = m/( m d + 2m )，c̄ = c/ [ ]( m d + 2m ) ω 1 ，c̄b =
cb / ( mω 1 )，λ = ω/ω 1。

则关于新的基准时间 t̄的无量纲方程为：
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ẍ̄ + x̄ + c̄ẋ̄ = ē [ ( θ̇/ω 1 )2 cos θ +( θ̈/ω 2
1 ) sin θ ]+

m̄R̄ ∑
i = 1

2
é
ë( θ̇/ω 1 + θ̇̄bi )2 cos ( θ + θ̄bi ) +

ù
û( θ̈/ω 2

1 + θ̈̄bi ) sin ( θ + θ̄bi )

ÿ̄ + ȳ + c̄ẏ̄ = ē [ ( θ̇/ω 1 )2 sin θ -( θ̈/ω 2
1 ) cos θ ]+

m̄R̄ ∑
i = 1

2
é
ë( θ̇/ω 1 + θ̇̄bi )2 sin ( θ + θ̄bi )-

ù
û( θ̈/ω 2

1 + θ̈̄bi ) cos ( θ + θ̄bi )

R̄ ( θ̈/ω 2
1 + θ̈̄bi )+ R̄c̄b θ̇̄bi = ẍ̄ sin ( θ + θ̄bi )-

ÿ̄ cos ( θ + θ̄bi ) ；i = 1，2

（6）

3　两种抑振手段并用控制转子振动

3. 1　动力学模型

图 4 为球平衡器与吸振器并用的转子系统物理

模型，以此实现两者组合使用的转子不平衡振动抑

制方案。

取广义坐标为 ( x，y，θb1，θb2，x2，y2)，系统的动能

T、势能 V、耗散能 F 分别为：

图 3 双球自动平衡器-转子系统物理模型

Fig. 3 Physical model of two-ball ABB-rotor system

图 4 球平衡器与吸振器并用的转子系统物理模型

Fig. 4 Physical model of rotor with ABB and DVA
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T = 1
2 m d ( ẋ2

G + ẏ 2
G )+ 1

2 IG θ̇ 2 + 1
2 m ( ẋ2

b1 + ẏ 2
b1 )+

1
2 m ( ẋ2

b2 + ẏ 2
b2 )+ 1

2 m 2 ( ẋ2
2 + ẏ 2

2 )

V = 1
2 k ( x2 + y 2 )+ 1

2 k2 ( x2 - x )2 + 1
2 k2 ( y2 - y )2

F = 1
2 c ( ẋ2 + ẏ 2 )+ 1

2 cb ( Rθ̇b1 )2 + 1
2 cb ( Rθ̇b2 )2 +

1
2 c2 ( ẋ2 - ẋ )2 + 1

2 c2 ( ẏ2 - ẏ )2

（7）
式中　 IG 为 圆 盘 绕 质 心 G 的 转 动 惯 量 ；质 心

G ( xG，yG )和滚球 B i( x bi，ybi)的直角坐标表示为：

ì
í
î

xG = x + e cos θ
yG = y + e sin θ

ì
í
î

x bi = x + R cos ( θ + θbi )
ybi = y + R sin ( θ + θbi )；i = 1，2。

根据如下形式的拉格朗日方程：

d
dt ( ∂T

∂q̇ j )- ∂T
∂qj

+ ∂V
∂qj

+ ∂F
∂q̇ j

= Q j  ；  j = 1，2，⋯，n。

式中　Q j 为广义外力；qj 为广义坐标；n 为广义坐标

的数目。

得到系统的运动微分方程为：
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( m d + 2m ) ẍ + kx - k2 ( x2 - x )+ cẋ -
c2 ( ẋ2 - ẋ )= m d e ( θ̇ 2 cos θ + θ̈ sin θ )+

∑
i = 1

2

mR [ ( θ̇ + θ̇bi )2 cos ( θ + θbi )+

( θ̈ + θ̈bi ) sin ( θ + θbi ) ]

( m d + 2m ) ÿ + ky - k2 ( y2 - y )+ cẏ -
c2 ( ẏ2 - ẏ )= m d e ( θ̇ 2 sin θ - θ̈ cos θ )+

∑
i = 1

2

mR [ ( θ̇ + θ̇bi )2 sin ( θ + θbi )-

( θ̈ + θ̈bi ) cos ( θ + θbi ) ]

R2 m ( θ̈ + θ̈bi )+ cb R2 θ̇bi = Rm [ ẍ sin ( θ + θbi )-
ÿ cos ( θ + θbi ) ] ； i = 1，2

m 2 ẍ2 + k2 ( x2 - x )+ c2 ( ẋ2 - ẋ )= 0

m 2 ÿ2 + k2 ( y2 - y )+ c2 ( ẏ2 - ẏ )= 0

（8）

对式（8）进行无量纲化处理，定义如下参量：基

准长度 L = ( )m d + 2m g/k，基准时间 t̄ = ω n t，基准

频率 ω n = ( )k + k2 / ( )m d + 2m ，x̄ = x/L，ȳ = y/L，

θ̄bi ( t̄ )= θbi ( t )，ē = e/L，R̄ = R/L，m d / ( m d + 2m )≈
1，m̄ = m/( m d + 2m )，c̄ =( c + c2 ) / [ ]( m d + 2m ) ω n ，

c̄b = cb / ( mω n )，ω̄ = ω/ω n，k̄2 =-k2  [ ]( m d + 2m ) ω 2
n ，

c̄2 = -c2  [ ]( m d + 2m ) ω n ， cd = c2  ( )m 2 ω n ， kd =

k2  ( m 2 ω 2
n )，x̄2 = x2 /L，ȳ2 = y2 /L。

则关于新的基准时间 t̄的无量纲方程为：
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ẍ̄ + x̄ + c̄ẋ̄ + k̄2 x̄2 + c̄2 ẋ̄2 = ē [ ( θ̇/ω n )2 cos θ +

( θ̈/ω 2
n ) sin θ ]+ ∑

i = 1

2

m̄R̄ é
ë( θ̇/ω n + θ̇̄bi )2 cos ( θ +

θ̄bi )+ ù
û( θ̈/ω 2

n + θ̈̄bi ) sin ( θ + θ̄bi )

ÿ̄ + ȳ + c̄ẏ̄ + k̄2 ȳ2 + c̄2 ẏ̄2 = ē [ ( θ̇/ω n )2 sin θ -

( θ̈/ω 2
n ) cos θ ]+ ∑

i = 1

2

m̄R̄ é
ë( θ̇/ω n + θ̇̄bi )2 sin ( θ +

θ̄bi )- ù
û( θ̈/ω 2

n + θ̈̄bi ) cos ( θ + θ̄bi )

R̄ ( θ̈/ω 2
n + θ̈̄bi )+ R̄c̄b θ̇̄bi = ẍ̄ sin ( θ + θ̄bi )-

ÿ̄ cos ( θ + θ̄bi ) ；i = 1，2

ẍ̄2 + kd x̄2 + cd ẋ̄2 = kd x̄ + cd ẋ̄

ÿ̄2 + kd ȳ2 + cd ẏ̄2 = kd ȳ + cd ẏ̄

（9）

3. 2　稳态响应分析

3. 2. 1　推导稳态振幅表达式

求解系统的稳态响应，即转子以角速度 ω 匀速

旋转的情形。在式（9）中令 θ = ωt = ω
ω n

ω n t = ω̄t̄，

θ̇ = ω，θ̈ = 0，得到运动方程式：
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ẍ̄ + c̄ẋ̄ + x̄ + k̄2 x̄2 + c̄2 ẋ̄2 = ēω̄2 cos ω̄t̄ +

m̄R̄ ∑
i = 1

2

[ ( ω̄ + θ̇̄bi )2 cos ( ω̄t̄ + θ̄bi )+

θ̈̄bi sin ( ω̄t̄ + θ̄bi ) ]

ÿ̄ + c̄ẏ̄ + ȳ + k̄2 ȳ2 + c̄2 ẏ̄2 = ēω̄2 sin ω̄t̄ +

m̄R̄ ∑
i = 1

2

[ ( ω̄ + θ̇̄ bi )2 sin ( ω̄t̄ + θ̄bi )-

θ̈̄bi cos ( ω̄t̄ + θ̄bi ) ]

R̄θ̈̄bi + R̄c̄b θ̇̄bi = ẍ̄ sin ( ω̄t̄ + θ̄bi )-
ÿ̄ cos ( ω̄t̄ + θ̄bi )  ；i = 1，2

ẍ̄2 + kd x̄2 + cd ẋ̄2 = kd x̄ + cd ẋ̄

ÿ̄2 + kd ȳ2 + cd ẏ̄2 = kd ȳ + cd ẏ̄

（10）

设其解的形式为
ì
í
îïï

x̄ = A ( t̄ ) cos [ ω̄t̄ - φ ( t̄ ) ]
ȳ = A ( t̄ ) sin [ ω̄t̄ - φ ( t̄ ) ]

，

ì
í
îïï

x̄2 = P ( t̄ ) cos [ ω̄t̄ - φ ( t̄ )- ϕ ( t̄ ) ]
ȳ2 = P ( t̄ ) sin [ ω̄t̄ - φ ( t̄ )- ϕ ( t̄ ) ]

，代 入 式（10）并

比较等式两边对应谐波项的系数使其相等（即谐波

平衡法），可得方程式：
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Ä - A ( ω̄ - φ̇ )2 + c̄Ȧ + A + k̄2 P cos ϕ +
c̄2 [ Ṗ cos ϕ + P ( ω̄ - φ̇ - ϕ̇ ) sin ϕ ]=

ēω̄2 cos φ + m̄R̄ ∑
i = 1

2

[ ( ω̄ + θ̇̄bi )2 cos ( φ +

θ̄bi )+ θ̈̄bi sin ( φ + θ̄bi ) ]

2Ȧ ( ω̄ - φ̇ )- Aφ̈ + c̄A ( ω̄ - φ̇ )- k̄2 P sin ϕ -
c̄2 [ Ṗ sin ϕ - P ( ω̄ - φ̇ - ϕ̇ ) cos ϕ ]=

ēω̄2 sin φ + m̄R̄ ∑
i = 1

2

[ ( ω̄ + θ̇̄bi )2 sin ( φ +

θ̄bi )- θ̈̄bi cos ( φ + θ̄bi ) ]

R̄θ̈̄bi + R̄c̄b θ̇̄bi =[ Aφ̈ - 2Ȧ ( ω̄ - φ̇ ) ] cos ( φ +
θ̄bi )+[ Ä - A ( ω̄ - φ̇ )2 ] sin ( φ + θ̄bi ) ；
i = 1，2

P̈ cos ϕ + 2Ṗ ( ω̄ - φ̇ - ϕ̇ ) sin ϕ - P ( ω̄ -
φ̇ - ϕ̇ )2 cos ϕ + P (- φ̈ - ϕ̈ ) sin ϕ +
kd P cos ϕ + cd [ Ṗ cos ϕ + P ( ω̄ - φ̇ -
ϕ̇ ) sin ϕ ]= kd A + cd Ȧ

P̈ sin ϕ - 2Ṗ ( ω̄ - φ̇ - ϕ̇ ) cos ϕ - P ( ω̄ -
φ̇ - ϕ̇ )2 sin ϕ - P (- φ̈ - ϕ̈ ) cos ϕ +
kd P sin ϕ + cd [ Ṗ sin ϕ - P ( ω̄ - φ̇ -
ϕ̇ ) cos ϕ ]=-cd A ( ω̄ - φ̇ )

（11）

稳态振动时变量 A ( t̄ )，φ ( t̄ )，θ̄bi( t̄ )，P ( t̄ )和ϕ ( t̄ )
等于常量 A 0，φ 0，θbi0，P 0和ϕ 0，所有变量的时间微分

项都为零，得到方程式：
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( 1 - ω̄2 ) A 0 + k̄2 P 0 cos ϕ 0 + c̄2 P 0 ω̄ sin ϕ 0 =

ēω̄2 cos φ 0 + m̄R̄ ∑
i = 1

2

[ ω̄2 cos ( φ 0 + θbi0 ) ]

c̄ω̄A 0 - k̄2 P 0 sin ϕ 0 + c̄2 P 0 ω̄ cos ϕ 0 =

ēω̄2 sin φ 0 + m̄R̄ ∑
i = 1

2

[ ω̄2 sin ( φ 0 + θbi0 ) ]

0 = A 0 sin ( φ 0 + θbi0 ) ； i = 1，2
P 0 [ ( kd - ω̄2 ) cos ϕ 0 + cd ω̄ sin ϕ 0 ]= kd A 0

P 0 [ ( kd - ω̄2 ) sin ϕ 0 - cd ω̄ cos ϕ 0 ]= -cd A 0 ω̄

（12）

经过计算最终得到系统的稳态振幅表达式：

A 01，A 02 = GH ± ( F 2 + G 2 ) ē2 ω̄4 - F 2 H 2

F 2 + G 2 （13）

式中　分子取“ + ”号为 A 01，取“-”号为 A 02，H =
2m̄R̄ω̄2， G = ( 1 - ω̄2 )+ k̄2 B + c̄2 ω̄D， F = c̄ω̄ -

k̄2 D + c̄2 ω̄B， B = kd ( kd - ω̄2 )+( cd ω̄ )2

( kd - ω̄2 )2 +( cd ω̄ )2 ， D =

cd ω̄3

( kd - ω̄2 )2 +( cd ω̄ )2 。

特别地，当 ē = 2m̄R̄ 时：

A 01，02 = Gēω̄2 ± ||G ēω̄2

F 2 + G 2 （14）

因 此 在 ē = 2m̄R̄ 的 条 件 下 用 表 达 式

Gēω̄2 + Gēω̄2

F 2 + G 2 作出转子的稳态振幅曲线，曲线的正

值部分为 A 01，负值部分为 A 02，而正值部分 A 01 才是

有效解，所以只关注曲线的正值部分 A 01。

3. 2. 2　各参数对稳态响应的影响规律

这里与前文吸振器无量纲化方法类似，定义比

例 关 系 参 数 ω 1 = k/( m d + 2m )，ω 2 = k2 /m 2 ，

μ = ( m d + 2m ) /m 2， α = ω 1 /ω 2， λ = ω/ω 1， ξ =
c  [ ]2 k ( m d + 2m ) ，ζ = c2 / ( 2 k2 m 2 )来重新表示

方程式（9）中的系数 ω̄，c̄，k̄2，c̄2，kd，cd。即经过变形

得到 ω n = ω 2 α2 + 1/μ ，ω̄ = ω/ωn =αλ α2 + 1 μ ，

c̄ = ( 2ξα + 2ζ/μ ) α2 + 1 μ ， k̄2 = -1 ( 1 + μα2 )，

c̄2 = -2ζ μ + μ2 α2 ， kd = -μk̄2 = μ ( 1 + μα2 )，

cd = -μc̄2 = 2ζ α2 + 1 μ ，由 此 ，振 幅 表 达 式

A 01，A 02 也相应地用关系参数 μ，α，λ，ξ，ζ表示。

设 圆 盘 质 量 m d = 10 kg，安 装 在 一 根 长

l = 1.5 m，直径 d = 0.02 m 的轴中央，跨中刚度根据

k = 48EI l 3 计算得 k = 2.3 × 104 N/m，则轴的临界

转速为 ω 1 = k/m d ≈ 48 rad/s，也即 n = k/md ×
60 ÷ 2π = 458 r/min。 若 给 定 μ = 20， α = 1，
ζ = 0.1，由此可设计出吸振器参数如表 1 所示。由

表 1 中数据计算得：ē = e/L = 0.01，R̄ = R/L = 10，
m̄ = m ( m d + 2m ) = 0.0005，满足条件 ē = 2m̄R̄。

由表 1 参数，根据表达式（4）和（14）等作出转子

不使用任何抑振装置（即原转子）、单独使用球平衡

器（ABB）、单独使用吸振器（DVA）、吸振器与球平

衡器并用（ABB+DVA）四种情况下的稳态振幅曲

线，如图 5 所示（图中纵坐标是以基准长度 L 进行无

量纲化得到的振幅，如果以无量纲偏心距 ē = 0.01
作参照，其大小更直观，下同）。由图 5 可知，单独使

用球平衡器时，转子在高于临界转速时振幅降为零，

达到了完全平衡，但在临界转速 λ = 1 处其共振峰

值相比原转子没有降低（峰值超出图中纵坐标范围，

故没有完整显示），甚至在低于临界转速时，其振幅

表 1 转子系统结构参数

Tab. 1 Structural parameters of rotor system

参数

m d/kg
m/kg

k/(N·m-1)
c/(N∙s·m-1)

取值

10
0.005

2.3 × 104

4.8

参数

cb /(N∙s·m-1)
m 2/kg

k2 /(N·m-1)
c2 /(N∙s·m-1)

取值

0.024
0.5

1150
4.8

参数

e/mm
R/mm
L/mm

取值

0.043
43
4.3
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始终比原转子更大，不平衡振动更加恶化。单独使

用吸振器时，在临界转速附近，其振幅相比原转子共

振峰值有大幅降低，有效抑制了临界共振区的振幅，

这正是吸振器能够控制主系统固有频率处共振响应

的体现，但在临界转速以上区域不平衡振动不能完

全消除，其振幅将与原转子一样趋于无量纲偏心距

ē。而本文吸振器与球平衡器并用的抑振方案融合

了两种装置各自单独使用时的优点，不但有效降低

了临界共振区的最大峰值，同时实现了临界转速以

上区域完全消除不平衡振动的目的，使转子振幅稳

定为零。体现出优异的抑振性能。

（1） 吸振器阻尼比 ζ、转子阻尼比 ξ的影响

转子以及吸振器阻尼比对转子振幅曲线的影响

如图 6 所示。由图 6（a）可知，当转子阻尼比 ξ取较小

值如 ξ = 0.005 时，振幅曲线出现不随吸振器阻尼比

ζ 变化的 3 个定点，第 1 定点位于横轴之上，第 2 和 3
定点位于横轴之下。如前文所述只观察横轴之上的

曲线部分，当 ζ 取值由小到大时，横轴之上的曲线部

分由双峰变为了第 1，2 定点之间的单峰。

对比图 6（a），（b）可知转子阻尼比 ξ 的影响规律

是：随着其值的增大，图中振幅整体减小，但曲线不

再严格地相交于 3 个定点，曲线出现了分散。

（2） 固有频率比 α 的影响

转子与吸振器的固有频率比 α 对转子振幅曲线

的影响如图 7 所示。对比图 7（a），（b）可知，当参数 α
增大时，从横轴位置来看，第 1，3 定点的横坐标都向

低速移动，而第 2 定点的横坐标基本不变；从纵轴位

置来看，第 1 定点始终在横轴之上并靠近横轴，第 3
定点始终在横轴之下并远离横轴，而第 2 定点则从

横轴之下的位置逐渐上升穿过横轴并继续升高。只

观察横轴以上的曲线部分，当 ζ 较小、曲线为双峰

时，随着 α 增大双峰的峰值呈现在 1 定点处缩小、在

3 定点处增大的规律。因此合适的参数应使振幅曲

线在共振区之前尽早、以尽量低的峰值进入横轴之

下，并且之后一直保持在横轴之下。这样的话，就应

使第 2 定点处于横轴之下且尽量压低第 1 定点。所

以当 μ = 20，ξ = 0.005 时，权衡利弊，选取 α = 1，
ζ = 0.1 ∼ 0.2 是较优选择，这时在第 1 定点附近出现

峰值，并且很快降至横轴以下。

图 6 阻 尼 比 对 振 幅 曲 线 的 影 响（μ = 20，α = 1，ζ =
0. 02 ∼ 0. 40）

Fig. 6 Effect of damping ratio on amplitude curves （μ =
20，α = 1，ζ = 0. 02 ∼ 0. 40）

图 7 固有频率比 α 对振幅曲线的影响（μ = 20，ξ = 0，ζ =
0. 02 ∼ 0. 40）

Fig. 7 Effect of natural frequency ratio α on amplitude curves 
（μ = 20，ξ = 0，ζ = 0. 02 ∼ 0. 40）

图 5 四种情况下转子的稳态幅频曲线

Fig. 5 Steady-state amplitude-frequency curves of the rotor 
in four cases
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（3） 质量比 μ 的影响

转子和吸振器的质量比 μ 对转子振幅曲线的影

响如图 8 所示。对比图 8（a），（b）可知，随着质量比 μ

增大，3 个定点带动幅频曲线在横轴上向中心聚拢，

第 1，3 定点的纵坐标远离横轴，这表明第 1 定点有靠

近共振点且振幅增大的趋势，振幅曲线将无法更早、

以更小的峰值进入横轴之下，这是不利的。因此在

允 许 的 情 况 下 应 增 大 吸 振 器 质 量（即 减 小 质

量比 μ）。

3. 2. 3　稳态响应的数值计算

使 用 龙 格 ⁃ 库 塔 法 在 MATLAB 中 对 方 程 式

（11）进行数值计算。在转子以恒定角速度旋转时，

对比有无安装吸振器时球平衡器控制转子振动的效

果。图 9 为当 ē < 2m̄R̄ 时，单独使用球平衡器和两

种抑振手段并用时转子振幅的数值计算结果，只出

现一个圆圈表示在该频率比下振幅收敛为确定值，

出现上、下圆圈连线表示在该频率比下振幅无法收

敛而波动的区间。这是因为此时滚球在轨道中持续

滚动无法停止，所以在共振峰过后会出现一段振幅

不稳定区域。由图 9 可知，两种抑振手段并用时无

论稳定频段的振幅峰值还是不稳定频段的振幅振荡

水平都明显降低了。因此针对转子不平衡振动控

制，两者并用的方案有更优异的控制效果。

3. 3　瞬态响应分析

在实际工程中，转子通常都是工作在临界转速

以上的高速区，开机启动时需要从静止状态逐渐升

速越过临界转速达到特定的工作转速；关机时又要

经历相反的减速过程，同样也会经过转子的临界共

振区。所以本节分析转子的瞬态响应特性，即转子

以一定的角加速度经历“匀加速过共振 ⁃稳定运行 ⁃
匀减速过共振”整个动态过程时其振幅随时间的变

化情况，进一步考察各种抑振方法的效果。

在方程式（2），（6）和（9）中，令转子旋转角位移

θ 为：θ = δt 2 2 + ω 0 t，θ̇ = δt + ω 0，θ̈ = δ，其中 δ 为角

加速度，ω 0 为初始角速度。使用龙格 ⁃库塔法在

MATLAB 中进行数值计算。由表 1 得转子的临界

转 速 为 ω 1 = k/m d ≈ 48 rad/s，设 工 作 转 速 ω =
1.6ω 1（rad/s），所有初始条件均为零时，原转子、使用

吸振器、使用球平衡器、球平衡器与吸振器并用四种

情况下转子的瞬态振幅曲线如图 10 所示，图 10（a）
和（b）角加速度 δ 分别为 0.005ω 1 和 0.05ω 1（rad/s2），

变速阶段用时分别为 320 s 和 32 s，在工作转速下稳

定运行 100 s。
图 10 中，单独使用球平衡器时转子振幅一直振

荡上升而没有如图 9 一样在 λ = 1.18 处降为零，这

是因为图 9 是在转子以恒定角速度稳定旋转后滚球

才被释放，而图 10 从一开始滚球就是自由的，随着

转子加速滚球的动能越来越大，无法停在特定的平

衡位置，导致转子振动愈来愈剧烈。而两种手段并

用的场合，转子振幅经过一定程度的振荡之后仍然

可以衰减为零，达到平衡目的，这说明吸振器抑制了

球平衡器原本失控的振动，起到了稳定系统和降低

共振响应的作用。单独使用吸振器时，在加减速经

过临界共振区时可以大幅减小原转子的共振峰值，

但在超临界的工作转速下却和原转子一样始终存在

图 9 当 ē < 2m̄R̄ 时，有无安装吸振器时球平衡器控制转子

振动的振幅数值解

Fig. 9 Amplitude numerical solution of rotor controlled by 
only ABB or both ABB and DVA when ē < 2m̄R̄

图 8 质量比 μ 对振幅曲线的影响（α = 1，ξ = 0，
ζ = 0. 02 ∼ 0. 40）

Fig. 8 Effect of mass ratio μ on amplitude curves （α = 1，
ξ = 0，ζ = 0. 02 ∼ 0. 40）
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振动。此外，对比图 10（a），（b）可见，改变角加速度

只是改变了振幅曲线的波动形态，但依然符合以上

观察到的三种抑振方式的作用特点。

3. 4　滚球阻尼 cb对平衡性能的影响

通过参量 c̄b 进一步考察滚球运动阻尼 cb 对球平

衡器工作性能的影响，其关系为 c̄b = cb / ( mω 1 )=
cb / ( m k/m d )，c̄ = c/( m d ω 1 )。图 11（a）即为图 10
（a）的全貌。由图 11（b），（c）可知，加速阶段持续的

能量输入导致球平衡器中滚球剧烈滚动而无法停

止，发挥不了平衡作用而失效，但增加吸振器后经过

短暂振荡最终滚球可以稳定在特定的平衡位置从而

完全消除振动。如图 12（b）所示，增大滚球阻尼后，

两滚球运动后可以停留在偏心的相反一侧，从而部

分地消除原始不平衡，但没有如图 12（c）一样分离

开来，所以仍没有达到完全平衡。图 13（b），（c）中

继续增加阻尼，滚球可以一次就调整到位实现平衡，

并且由图 13（c）可见，阻尼已经稍大而对滚球运动

有些阻滞使其需要更长时间才能停留在精确的位

置。之后再继续增加滚球阻尼，滚球运动将愈发困

难，接近固结于圆盘上成为一体，从而附加 ABB+
DVA 的振幅曲线趋近于单独附加 DVA 的曲线，附

加 ABB 的振幅曲线将趋近于原转子的情形。因此，

增加吸振器有助于提高球平衡器的稳定性，扩大其

图 10 当 ē < 2m̄R̄ 时，四种情况下的转子瞬态振幅曲线

Fig. 10 Rotor transient amplitude curves in four cases when ē < 2m̄R̄

图 11 c̄=0. 01，c̄b=0. 1（即表 1 中 c=4. 8 N∙s/m，cb=
0. 024 N∙s/m）

Fig. 11 c̄=0. 01，c̄b=0. 1 （c=4. 8 N∙s/m，cb=0. 024 N∙s/m 
in Tab. 1）
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对阻尼参数的适应范围，防止其在滚球阻尼较小时

失控。

4　结　论

本文以 Jeffcott 偏心转子模型为研究对象，建立

了分别使用吸振器和球平衡器以及两者并用时控制

转子不平衡振动的动力学方程，通过理论解析和数

值计算研究了转子系统的稳态幅频特性和瞬态振幅

变化规律，从而比较了三种抑振手段对转子不平衡

振动的控制性能。得到结论如下：

（1） 吸振器可以大幅抑制不平衡转子在临界转

速附近的共振峰值，其缺点是在临界转速以上转子

的工作转速时无法完全消除振动，其振幅将与原转

子一样趋于偏心距 e。

（2）球平衡器可以在临界转速以上时利用滚球

的自动分布从而完全消除转子的不平衡振动，其缺

点是对转子的临界共振响应无抑制作用，并且在滚

球阻尼较小时内部滚球持续运动无法停止，反而使

振动愈来愈剧烈而起不到平衡作用。

（3） 本文的吸振器与球平衡器并用的方案结合

了两者的优点，在加速和减速段通过临界共振区时

其振幅水平大幅降低，在临界转速之上的工作转速

时其振幅完全降为零，并且吸振器克服了球平衡器

的持续振荡危险，使其在原本失控的阻尼范围也可

以正常工作，发挥平衡作用。
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Theoretical study on imbalance vibration of rotor controlled by dynamic 
vibration absorber and automatic ball balancer simultaneously

ZHU Guang-yuan， ZHANG Xiao-long， DONG Ya-bin， HE Yu-min
（School of Mechanical and Electrical Engineering， Xi’an University of Architecture & Technology， Xi’an 710055， China）

Abstract: An Automatic Ball Balancer （ABB） can entirely eliminate the unknown imbalance of the rotor above the critical speed. 
However， it has the disadvantage of causing large amplitude resonance response and unstable oscillation near the critical speed. To 
overcome these shortcomings and improve its vibration suppression performance， this paper proposes the addition of a Dynamic Vi⁃
bration Absorber （DVA）. Using the Jeffcott eccentric rotor model as the research object， dynamic equations are established to con⁃
trol the unbalanced vibration of the rotor when the DVA and ABB are used either separately or in combination， based on the La⁃
grange equation. The harmonic balance method is used to solve the amplitude expression of the new coupling system， and the influ⁃
ence laws of each parameter on the steady-state amplitude-frequency curve are analyzed to obtain more suitable parameters. The 
steady-state amplitude-frequency characteristic diagram and the transient amplitude time-domain change curves are obtained using 
the Runge-Kutta numerical calculation method. The comparison results show that the new scheme of combining the two methods 
effectively reduces the vibration level of the rotor when passing through the critical resonance region， and causes the rotor to attenu⁃
ate to zero amplitude above the critical speed. This new scheme achieves the goal of combining the advantages of the two methods 
and provides superior vibration suppression.

Key words: vibration control；Jeffcott eccentric rotor model；dynamic vibration absorber；automatic ball balancer；critical speed
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