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摘要: 建立了非对称铺设双稳态正交复合材料层合方形板的静力学和动力学模型。通过固化分析确定了三个平衡

状态，展示了以温差绝对值为控制参数的超临界叉形分岔。通过稳定性分析确定了三个平衡状态为两个稳定平衡

状态和一个不稳定平衡状态。通过静力学分析确定了双势阱势能曲线，这有助于对动态跳跃现象的研究。通过在

动力学分析中引入阻尼，分析了平衡点的动态分岔。通过数值模拟讨论了基础激励频率对动力学特性的影响。当

激励频率处于一定范围内时，系统会发生双势阱大振幅动态跳跃和非线性振动，此频率范围可以被设定为特定频率

带宽。双稳态系统的主要动力学特性表现为周期振动、概周期振动和混沌振动。
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引  言

非对称纤维铺设的层合板在从高温冷却到室温

的过程中会产生残余热应力［1］。由于残余热应力和

几何非线性的共同作用，非对称层合板冷却到室温

时会产生两个稳定平衡状态和一个不稳定平衡状

态，从而形成双稳态复合材料层合板。这两个稳定

平衡状态分别表现为主曲率沿 x 和 y 方向的两个圆

柱壳，这两个圆柱壳在没有能量输入的情况下就能

够被维持，而当有足够的能量输入时，其可以通过跳

跃（snap⁃through）实现相互之间的转换。不稳定平

衡状态表现为两个微小曲率分别沿 x 和 y 方向的大

小相等、符号相反的马鞍形双曲壳。双稳态复合材

料层合板作为自适应变形结构，在航空航天工程领

域发挥着越来越重要的作用。

双稳态复合材料层合板的静态跳跃现象已经得

到广泛的研究［2⁃8］，Guest等［9］通过调整材料参数和纤

维铺设方式获得了多个稳定构型。有趣的是，反对

称复合材料层合板或壳体也呈现出两个带有卷曲半

径的稳定构型［10］。除了直接提供机械力和力矩的机

械加载装置外［11］，形状记忆合金能够提供准静态力，

从而很好地控制静态跳跃［12⁃13］。Mattioni 等［14］提出

多种构型、可跳跃的变形机翼的应用概念。Pirrera
等［15］提出了更精确的位移场，改进了双稳态复合材

料层合板的高阶多项式函数。与形状记忆合金相

似，含准静态电压的压电纤维更适合与双稳态复合

材料层合板集成使用［16⁃17］。此外，Seffen 等［18］进行了

磁力驱动跳跃的研究；Zhang 等［19］通过磁流变弹性

体驱动多稳态跳跃现象；Chillara 等［20］建立了一个传

感器系统的理论模型。

近年来，一些学者研究了双稳态复合材料层合

板的动力学问题。Saberi 等［21］分析了双稳态复合

材料层合板的自由振动；Senba 等［22］利用丰富的动

力学特性改进驱动机构。Arrieta 等［23⁃24］研究了阱

间动力学特性即跳跃特性，并采用气动力来驱动跳

跃。Emam 等［25］通过实验的方法研究了动态跳跃。

Carrella 等［26］建立了双稳态系统的杜芬方程。Lee
等［27］研 究 了 动 态 跳 跃 的 抑 制 策 略 。 Habibzadeh
等［28］建立了双稳态板的静力学和动力学的半解析

模型。

到目前为止，关于非对称铺设双稳态正交复合

材料层合方形板的静力学和动力学建模方面的工作

是极少的。本文建立了非对称双稳态正交复合材料

层合方形板的力学模型及方程，忽略惯性项、阻尼项

和外激励项得到静力学方程。通过求解静力学方程

进行固化分析，确定了双稳态板的三个平衡点。通

过稳定性分析确定了三个平衡点为两个稳定平衡点

和一个不稳定平衡点。通过求解动力学方程阐述了

非对称双稳态正交复合材料层合方形板的双势阱动
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态跳跃和非线性振动。动态跳跃往往伴随着混沌振

动，而非线性振动表现为周期振动、概周期振动和混

沌振动。

1　运动方程

图 1（a）所示为中心固定支撑、四边自由的非对

称铺设双稳态正交复合材料层合方形板，其材料成

分为石墨/环氧树脂，其非对称铺层顺序如图 1（b）
所示，总层数为 n=2N（N=2，3，4），前 N 层纤维铺

设方向为 0°，后 N 层纤维铺设方向为 90°，单层纤维

的厚度为 h，长度、宽度和总厚度分别为 2Lx，2Ly 和

2H（H=Nh）；Ix，Iy和 Iz表示板在 3 个方向的惯性量。

双稳态板受到基础激励 Y 的作用。两个稳定平衡

状态分别表现为主曲率沿 x 和 y 方向的两个圆柱

壳，不稳定平衡状态表现为两个微小曲率分别沿 x

和 y 方向的大小相等、符号相反的马鞍形双曲壳，如

图 2 所示。

Reddy 三 阶 剪 切 位 移 场 u，v，w 可 以 分 别 表

示为［29］：

u ( x，y，z，t )= u0 ( x，y，t )+ zφx ( )x，y，t -

                   c1 z3 ( )φx + ∂w
∂x

（1a）

v ( x，y，z，t )= v0 ( x，y，t )+ zφy( )x，y，t -

                    c1 z3 ( )φy + ∂w
∂y

（1b）

w ( x，y，t )= w 0 ( x，y，t )+ Y （1c）
式中  u0，v0 和 w0 分别表示层合板中面上任意一点

沿 x，y 和 z 方向的位移；φx和 φy分别表示中面法线绕

y 轴和 x 轴的转角。

非线性应变⁃位移关系为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

εx

εy

γxy

γyz

γxz

=

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ε( 0 )
x

ε( 0 )
y

γ ( 0 )
xy

γ ( 0 )
yz

γ ( 0 )
xz

+ z

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

k ( 0 )
x

k ( 0 )
y

k ( 0 )
xy

0
0

+ z2

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0
0
0

k ( 1 )
yz

k ( 1 )
xz

+ z3

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

k ( 2 )
x

k ( 2 )
y

k ( 2 )
xy

0
0

  （2）

其中：
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图 2 三个平衡状态

Fig. 2 The three equilibrium states

图 1 静力学和动力学理论模型

Fig. 1 The theoretical model of statics and dynamics
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其中，c1 = 4
3 ( )2H

2 ，c2 = 3c1。

应力⁃应变关系如下：
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式中  αxx 和 αyy 分别表示纤维沿 x 和 y 轴的热膨胀

系数，αxy = 0；等效刚度系数 Qij为：

Q 11 = E 11

1 - v12 v21
，Q 22 = E 22

1 - v12 v21
，

Q 12 = E 22 v12

1 - v12 v21
，Q 16 = Q 26 = 0，Q 45 = 0，

Q 44 = Q 55 = G 13，Q 66 = G 12 （5）
式中  E 11 和 E 22 分别为纵向和横向弹性模量；v12 和

v21 分别表示纵向和横向泊松比；G 12 和 G 13 分别表示

纵向和横向剪切模量。

非对称铺设双稳态正交复合材料层合方形板的

势能为：

U = 1
2 ∑

j = 1

n lam ∫
V ( )j

lam

( )σxx εxx + σyy εyy + σxy γxy dV ( )j
lam （6）

非对称铺设双稳态正交复合材料层合方形板的

动能为：

T = 1
2 ρ∑

j = 1

n lam ∫
V ( )j

lam

( )u̇2 + v̇2 + ẇ 2 dV ( )j
lam （7）

哈密顿原理为：

∫
t1

t2

δ ( )T - U dt = 0 （8）

为方便起见，建立一个低阶模型，根据中心固定

支撑、四边自由的边界条件，低阶位移为［18］：

u0 = u1 ( t ) x3 + u2 ( t ) xy 2 + u3 ( t ) x （9a）
v0 = v1 ( t ) y 3 + v2 ( t ) yx2 + v3 ( t ) y （9b）

w 0 = w 1 ( t ) x2 + w 2 ( t ) y 2                         （9c）
φx = φ 1 ( t ) x3 + φ 2 xy 2 ( t )+ φ 3 ( t ) x （9d）

φy = φ 4 ( t ) y 3 + φ 5 ( t ) yx2 + φ 6 ( t ) y （9e）
式中  w 1 和 w 2 分别表示 x 和 y 方向的曲率。

将式（8）在平面域（x ∈ ［‒Lx， Lx］和 y ∈ ［‒Ly， 
Ly］）中积分，并只考虑双稳态系统的横向振动，确定

二自由度常微分方程为：

ẅ 1 + c1 ẇ 1 + k1 w 1 + k2 w 2 + N 1 (ΔT ) w 1 +
      N 2(ΔT ) w 2 + α1 w 2

1 + α2 w 2
2 +

      α3 w 1 w 2 + α4 w 3
1 + α5 w 3

2 + α6 w 2
1 w 2 +

      α7 w 1 w 2
2 + N 3 ( )ΔT = γ1 f cos ( )Ωt （10a）

ẅ 2 + c2 ẇ 2 + k3 w 1 + k4 w 2 + N 4 (ΔT ) w 1 +
      N 5 (ΔT ) w 2 + β1 w 2

1 + β2 w 2
2 +

      β3 w 1 w 2 + β4 w 3
1 + β5 w 3

2 + β6 w 2
1 w 2 +

      β7 w 1 w 2
2 + N 6 ( )ΔT = γ2 f cos ( )Ωt （10b）

引入无量纲表达式：

ū1 = u1，ū2 = L 2
y u2，ū3 = L 2

x u3，v̄1 = v1，v̄2 = L 2
x v2，

v̄3 = L 2
y v3，w̄ 1 = Lx w 1，w̄ 2 = Ly w 2，φ̄ 1 = Lx φ 1，

φ̄ 2 = Lx L 2
y φ 2，φ̄ 3 = L 3

x φ 3，φ̄ 4 = Ly φ 4，φ̄ 5 = Ly L 2
x φ 5，

φ̄ 6 = L 3
y φ 6 （11）

因此，式（10）可以写成无量纲的形式：

ẅ̄ 1 + c̄1 ẇ̄ 1 + k̄1 w̄ 1 + k̄2 w̄ 2 + N̄ 1 (ΔT ) w̄ 1 +
      N̄ 2(ΔT ) w̄ 2 + ᾱ1 w̄ 2

1 + ᾱ2 w̄ 2
2 +

      ᾱ3 w̄ 1 w̄ 2 + ᾱ4 w̄ 3
1 + ᾱ5 w̄ 3

2 + ᾱ6 w̄ 2
1 w̄ 2 +

      ᾱ7 w̄ 1 w̄ 2
2 + N̄ 3 ( )ΔT = f̄ cos ( )Ω̄t̄ （12a）

ẅ̄ 2 + c̄2 ẇ̄ 2 + k̄3 w̄ 1 + k̄4 w̄ 2 + N̄ 4 (ΔT ) w̄ 1 +
      N̄ 5 (ΔT ) w̄ 2 + β̄1 w̄ 2

1 + β̄3 w̄ 1 w̄ 2 +
      β̄3 w̄ 1 w̄ 2 + β̄4 w̄ 3

1 + β̄5 w̄ 3
2 + β̄6 w̄ 2

1 w̄ 2 +
      β̄7 w̄ 1 w̄ 2

2 + N̄ 6 ( )ΔT = f̄ cos ( )Ω̄t̄ （12b）
基于式（12），可以分析出非对称铺设双稳态正

交复合材料层合方形板的静力学和动力学特性。

2　固化分析

通过固化分析可以确定三种平衡状态。忽略

式（10）中的惯性、阻尼和动态激励项，得到非线性静

平衡方程：

k1 w 1 + k2 w 2 + N 1 (ΔT ) w 1 + N 2(ΔT ) w 2 +
α1 w 2

1 + α2 w 2
2 + α3 w 1 w 2 + α4 w 3

1 + α5 w 3
2 +

α4 w 3
1 + α5 w 3

2 + α6 w 2
1 w 2 + α7 w 1 w 2

2 + N 3 (ΔT )= 0
（13a）

k3 w 1 + k4 w 2 + N 3 (ΔT ) w 1 + N 4 (ΔT ) w 2 +
      β1 w 2

1 + β2 w 2
2 + β3 w 1 w 2 + β4 w 3

1 + β5 w 3
2 +

      β6 w 2
1 w 2 + β7 w 1 w 2

2 + N 6 (ΔT )= 0 （13b）
在固化过程中，非对称复合材料层合板从制造

温度冷却至室温。设室温与制造温度之间的差值为

ΔT，并以温差绝对值 |ΔT |作为控制参数。改变 |ΔT |，
通过求解式（13）可绘制静态分岔图，如图 3 所示。
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图 3（a）中，黑线、蓝线和红线分别表示非对称

铺设顺序为（0°/0°/90°/90°），（0°/0°/0°/90°/90°/90°）
和（0°/0°/0°/0°/90°/90°/90°/90°），尺寸为 300 mm×
300 mm 的双稳态板。由图可知，平衡解的数目随

着 |ΔT |的变化从 1 变到 3，这表明静态分岔的类型

是超临界叉形分岔。

图 3（b）表示非对称铺设顺序为（0°/0°/0°/90°/
90°/90°），尺寸为 300 mm×300 mm 的双稳态板的固

化过程。板在点 A 处是一个平面板。在点 B 处，温

度⁃位移关系曲线分岔出分支 BC，BD 和 BE。沿分

支 BC，正位移的大小随着参数 |ΔT |（ΔT 的符号为

负）的增加而增加；沿分支 BD，位移保持在接近于

零的水平；沿分支 BE，负位移的大小随着参数 |ΔT |
的增加而增加。在分支 BE，沿 x 方向的曲率占主导

地位，而沿 y 方向的曲率接近于零，这代表第一稳定

状态；在分支 BD，沿 x 和 y 方向的曲率大小相等、符

号相反，这代表不稳定平衡状态；在分支 BC，沿 y 方

向的曲率占主导地位，而沿 x 方向的曲率接近于零，

这代表第二稳定状态。

3　稳定性分析

本节中，首先研究式（10）是否有三个平衡点，然

后通过稳定性分析判断式（10）是否有两个稳定平衡

点和一个不稳定平衡点。分别考虑无阻尼和有阻尼

的情况，其中，无阻尼情况对应静态分析，有阻尼情

况对应动态分析。

在本节中，非对称铺设顺序为（0°/0°/0°/90°/
90°/90°），尺寸为 300 mm×300 mm，ΔT 为− 90 ℃。

令 w 1 = x1， ẇ 1 = x2， w 2 = x3，ẇ 2 = x4，将式（10）转

化为状态空间的形式：
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ê

ê
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ê ù
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úẋ1

ẋ2
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=
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ê

ê ù
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ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úf1

f2

f3

f4

（14）

其中：

f1 = x2 （15a）
f2 = -c1 x2 - k1 x 1 - k2 x 3 - N 1 (ΔT ) x 1 -
         N 2(ΔT ) x 3 - α1 x2

1 - α2 x2
3 - α3 x 1 x 3 -

         α4 x 3
1 - α5 x 3

3 - α6 x2
1 x 3 - α7 x 1 x2

3 -
         N 3 (ΔT )+ γ1 f cos (Ωt ) （15b）

f3 = x4 （15c）
f4 = -c2 x 4 - k3 x 1 - k4 x 3 - N 4 (ΔT ) x 1 -
         N 5 (ΔT ) x 3 - β1 x2

1 - β2 x2
3 - β3 x 1 x 3 -

         β4 x 3
1 - β5 x 3

3 - β6 x2
1 x 3 - β7 x 1 x2

3 -
         N 6 ( )ΔT + γ2 f cos ( )Ωt （15d）

雅可比矩阵为：

J=
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ú∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f1

∂x3

∂f1

∂x4

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2

∂f2

∂x3

∂f2

∂x4

∂f3

∂x1

∂f3

∂x2
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∂x3

∂f3
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∂f4

∂x1

∂f4
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（16）

即

J=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úa11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

（17）

其中：

a11 = 0，a12 = 1，a13 = 0，a14 = 0，
a21 = -k1 - N 1 (ΔT )- 2α1 x 1 - α3 x 3 -
           3α4 x2

1 - 2α6 x 1 x 3 - α7 x2
3，

a22 = -c1，

图 3 角（Lx， Ly）的横向位移 w 关于温差绝对值 |ΔT |的静态

分岔图

Fig. 3 The static bifurcation diagrams of the transversal 
displacement w of corner （Lx， Ly） with respect to 
absolute values of temperature difference |ΔT |
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a23 = -k2 - N 2(ΔT )- 2α2 x 3 - α3 x 1 -
           3α5 x2

3 - α6 x2
1 - 2α7 x 1 x 3，

a24 = 0，a31 = 0，a32 = 1，a33 = 0，a34 = 0，
a41 = -k3 - N 4 (ΔT )- 2β1 x 1 - β3 x 3 -
           3β4 x2

1 - 2β6 x 1 x 3 - β7 x2
3，

a42 = 0，
a43 = -k4 - N 5 (ΔT )- 2β2 x 3 - β3 x 1 -
           3β5 x2

3 - β6 x2
1 - 2β7 x 1 x 3，

a44 = -c2 （18）

3. 1　三个平衡点

为确定三个平衡点，去掉阻尼和外激励项，并令

式（14）中的 ẋ1 = 0，ẋ2 = 0，ẋ3 = 0，ẋ4 = 0，得到：

x2 = 0 （19a）
-k1 x 1 - k2 x 3 - N 1 (ΔT ) x 1 - N 2(ΔT ) x 3 -
           α1 x2

1 - α2 x2
3 - α3 x 1 x 3 - α4 x 3

1 -
           α5 x 3

3 - α6 x2
1 x 3 - α 7 x 1 x2

3 - N 3 ( )ΔT = 0（19b）
x4 = 0 （19c）

-k3 x 1 - k4 x 3 - N 4 (ΔT ) x 1 - N 5 (ΔT ) x 3 -
           β1 x2

1 - β2 x2
3 - β3 x 1 x 3 - β4 x 3

1 - β5 x 3
3 -

           β6 x2
1 x 3 - β 7 x 1 x2

3 - N 6 ( )ΔT = 0 （19d）
通过求解式（19）得到三个平衡解：
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（20）

3. 2　无阻尼稳定性分析

令 c1=0，c2=0，并将式（20）中的第一个平衡点

代入雅可比矩阵（16），则 J1被表示为：

J1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 1 0 0
-1.21 × 105 0 2.95 × 107 0

0 0 0 1
1.47 × 105 0 -5.29 × 107 0

  （21）

对应 J1的特征方程为：

det ( J1 - λI)= 0 （22）
即

λ4 + 5.3 × 107 λ2 + 2.06 × 1012 = 0 （23）
特征值为：

λ11 = 7279.28i，λ12 = -7279.28i，
λ13 = 197.2i，λ14 = -197.2i （24）
由于 λ11和 λ12是一对共轭纯虚特征值，λ13和 λ14也

是一对共轭纯虚特征值，所以式（20）中的第一个平

衡点是一个中心点且该点是稳定的。

令 c1=0，c2=0，并将式（20）中的第二个平衡点

代入雅可比矩阵（16），则 J2被表示为：

J2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 1 0 0
-1.15 × 106 0 1.35 × 106 0

0 0 0 1
1.35 × 106 0 -1.15 × 106 0

  （25）

对应 J2的特征方程为：

det ( J2 - λI)= 0 （26）
即

λ4 + 2.3 × 106 λ2 - 5.1 × 1011 = 0 （27）
特征值为：

λ21 = 451.59，λ22 = -451.59，
λ23 = 1581.34i，λ24 = -1581.34i （28）
由于 λ21和 λ22是一对符号相反的实特征值，λ23和

λ24是一对共轭纯虚特征值，所以式（20）中的第二个

平衡点是鞍中心点且该点是不稳定的。

令 c1=0，c2=0，并将式（20）中的第三个平衡点

代入雅可比矩阵（16），则 J3被表示为：

J3 =

é
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ê

ê

ê

ê
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ê

ê

ê

ê ù

û
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ú0 1 0 0
-5.29 × 107 0 1.47 × 105 0

0 0 0 1
2.95 × 107 0 -1.21 × 105 0

  （29）

对应 J3的特征方程为：

det ( J3 - λI)= 0 （30）
即

λ4 + 5.3 × 107 λ2 + 2.06 × 1012 = 0 （31）
特征值为：

λ31 = 7279.11i，λ32 = -7279.11i，
λ33 = 197.2i，λ34 = -197.2i （32）
由于 λ31和 λ32是一对共轭纯虚特征值，λ33和 λ34也

是一对共轭纯虚特征值，所以式（20）中的第三个平

衡点是中心点且该点是稳定的。

3. 3　有阻尼稳定性分析

考虑阻尼并将式（20）中的第一个平衡点代入雅

可比矩阵（16），则雅可比矩阵被确定为：

J1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 1 0 0
-1.21 × 105 -c1 2.95 × 107 0

0 0 0 1
1.47 × 105 0 -5.29 × 107 -c2

 （33）

对应 J1的特征方程为：

det ( J1 - λI)= 0 （34）
即

λ4 + 3 × 107 λ2 + 18956.4c1 λ + 137c2 λ +
2.04 × 1012 = 0 （35）

特征值为：
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λ11 = f1 (c1，c2)+ 7279.28i，
λ12 = f1 (c1，c2)- 7279.28i，
λ13 = f1 (c1，c2)+ 197.2i，
λ14 = f1 (c1，c2)- 197.2i （36）

由于 λ11和 λ12是一对共轭复特征值，λ13和 λ14也是

一对共轭复特征值，所以式（20）中的第一个平衡点

不再是中心点而是焦点。一旦 c1和 c2 被确定，f1（c1，

c2）就可以被计算出来。

考虑阻尼并将式（20）中的第三个平衡点代入雅

可比矩阵（16），则雅可比矩阵被确定为：

J3 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 1 0 0
-5.29 × 107 -c1 1.47 × 105 0

0 0 0 1
2.95 × 107 0 -1.21 × 105 -c2

  （37）

对应 J3的特征方程为：

det ( J3 - λI)= 0 （38）
即

λ4 + 3 × 107 λ2 + 18956.4c2 λ + 137c1 λ +
2.04 × 1012 = 0 （39）

特征值为：

λ31 = f2(c1，c2)+ 7279.11i，
λ32 = f2(c1，c2)- 7279.11i，
λ33 = f2(c1，c2)+ 197.2i，
 λ34 = f2(c1，c2)- 197.2i （40）

由于 λ31和 λ32是一对共轭复特征值，λ33和 λ34也是

一对共轭复特征值，所以式（20）中的第三个平衡点

不再是中心点而是焦点。一旦 c1和 c2 被确定，f2（c1，

c2）就可以被计算出来。

令 c1=c2=c，以阻尼为控制参数，得到动态分岔

图，如图 4 和 5 所示。

图 4 为特征值 λ1，λ2，λ3，λ4与阻尼 c 的关系曲线，

图中，Re（∙）表示特征值实部，Im（∙）表示特征值虚

部。由图 4 可知，当 c>0 时，所有特征值实部为负，

说明平衡点是一个稳定的焦点；当 c<0 时，所有特

征值的实部为正，说明平衡点是一个不稳定的焦点。

可以得出结论，当阻尼 c 的符号从负变到正时，所有

特征值实部的符号从正变到负，而虚部的大小和符

号几乎保持不变，即平衡点从一个不稳定的焦点变

为一个稳定的焦点。

图 5 为平衡点的动态分岔图。如图 5 所示，当阻

图 4 特征值与阻尼 c的关系曲线

Fig. 4 The relationship curves between the eigenvalues and 
damping c
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尼 c 从零变为非零时，平衡点从中心点变为焦点。

图 5（a）说明，当 c>0 时，平衡点为稳定焦点；图 5
（b）说明，当 c<0 时，平衡点为不稳定焦点。可以

得到结论，平衡点的动态分岔随着阻尼 c 的变化而

发生。

4　势能曲线

对于动力学特性分析，双稳态系统必须要有外

部能量输入，以克服其自身的势能。基于式（14），势

能为：

U =
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1 + C （41）

非对称铺设双稳态板的势能曲线如图 6 所示。

图中，黑线表示（0°/0°/90°/90°），蓝线表示（0°/0°/0°/
90°/90°/90°），红 线 表 示（0°/0°/0°/0°/90°/90°/90°/
90°）。图 6 和 7 中的横坐标表示角（Lx，Ly）的位移 w，

纵坐标表示能量 U。双稳态板的尺寸为 300 mm×
300 mm，ΔT为−90 ℃。

通过分析图 7，（0°/0°/0°/90°/90°/90°）双稳态板

的势能曲线有两个势阱和一个势垒，这有助于研究

动态跳跃和非线性振动。由图 7 可知，双稳态系统

需要足够的能量输入来驱动其从一个稳定平衡状态

跳跃到另一个稳定平衡状态。也就是说，需要向双

稳态系统施加足够的能量，以驱动其挣脱某一个势

阱的束缚，并跨过隔离两个势阱的势垒，进入到另外

一个势阱。当能量输入不足时，动态响应将被限制

在某一个稳定状态附近的小范围内。

图 6 与横向位移 w 相关的能量曲线

Fig. 6 The energy curves related to the transversal 
displacement w

图 7 （0°/0°/0°/90°/90°/90°）双稳态板的能量曲线与横向位

移 w 的关系

Fig. 7 The relationship between the energy curve of the 
（0°/0°/0°/90°/90°/90°） bistable plate and transversal 
displacement w

图 5 平衡点的动态分岔图

Fig. 5 Dynamic bifurcation diagrams of the equilibrium points
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5　动力学分析

为研究非对称铺设双稳态正交复合材料层合方

形板的动力学特性，设置控制参数为：

p=（n， ΔT， c， f， Ω） （42）
式中  f表示激励振幅；Ω 表示激励频率。

式（12）被用作频率⁃位移响应函数。选择三组

控制参数，分别为 p1=（4， 90， 0.75， 1， Ω），p2=（6， 
90， 0.75， 0.6， Ω），p3=（8， 90， 0.75， 0.3， Ω）。利用

Runge⁃Kutta 法进行扫频，得到非对称铺设顺序分别

为（0°/0°/90°/90°），（0°/0°/0°/90°/90°/90°），（0°/0°/
0°/0°/90°/90°/90°/90°），尺 寸 为 300 mm×300 mm
的双稳态板的频率⁃位移响应图，如图 8 所示。

选择一组控制参数（6， 90， 0.75， 0.6， Ω），得到

非对称铺设顺序为（0°/0°/0°/90°/90°/90°），尺寸为

300 mm×300 mm 的双稳态板的频率⁃位移响应，如

图 9 所示。

在图 8 中，纵坐标为角（Lx，Ly）的横向位移 w，横

坐标为频率 Ω。横向位移 w 采用以下无量纲形式：

w = w̄ 1 x̄2 + w̄ 2 ȳ 2 = Lx w 1 ( x
Lx )

2

+ Ly w 2( y
Ly )

2

 （43）

在图 9（a）中，纵坐标为 x 方向的曲率，横坐标为

频率 Ω；在图 9（b）中，纵坐标为 y 方向的曲率，横坐

标为频率 Ω。

图 8 和 9 可以被用来分析非对称铺设双稳态正

交复合材料层合方形板在扫频过程中的振动形式。

为全面分析动力学特性，图 10 展示了一系列平面

(w 1，ẇ 1)上的庞加莱截面图，它们表明了双稳态系

统的振动形式。图 10（a）说明了当 Ω=14.46 时，系

统在第一稳定状态附近的周期性振动；图 10（b）说

明了当 Ω=16.68 时，系统在两个稳定平衡状态之间

的连续动态跳跃和混沌振动；图 10（c）说明了当 Ω=
17.16 时，系统在第二稳定状态附近的概周期振动；

图 10（d）说明了当 Ω=17.52 时，系统在两个稳定平

衡状态之间的动态跳跃和混沌振动；图 10（e）说明

图 8 双稳态板角点（0. 15，0. 15）位移关于基础激励频率 Ω

的分岔图

Fig. 8 The bifurcation diagrams of the bistable plates of the 
displacement w of corner （0. 15，0. 15） with respect 
to base excitation frequency Ω

图 9 关于基础激励频率 Ω 的 w1和 w2的分岔图

Fig. 9 The bifurcation diagrams of w1 and w2 with respect to 
base excitation frequency Ω
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了当 Ω=17.64 时，系统在第一稳定状态附近的概周

期振动；图 10（f）说明了当 Ω=17.88 时，系统在第二

稳定状态附近的周期振动。

基于图 10 中的庞加莱截面图，图 8 和 9 可以被

描述为如下的流程：

（1）系统在某一个稳定平衡状态附近的振动→

系统在两个稳定平衡状态之间的动态跳跃→系统在

某一个稳定平衡状态附近的振动；

（2）系统在第一个稳定平衡状态附近的周期振

动→系统在两个稳定平衡状态之间的连续动态跳跃

→系统在第二个稳定平衡状态附近的概周期振动→
系统在两个稳定平衡状态之间的动态跳跃和混沌振

动→系统在第二个稳定平衡状态附近的混沌振动→
系统在第一个稳定平衡状态附近的概周期振动→系

统在第二个稳定平衡状态附近的周期振动；

（3）单势阱小振幅振动→单势阱大振幅振动→
双势阱大振幅振动和非线性振动→单势阱大振幅振

动→单势阱小振幅振动。

通过扫频可知，双稳态板首先在某一个稳定平

衡状态附近发生轻微振动，然后在两个稳定平衡状

态之间发生剧烈跳跃，最后又在某一个稳定平衡状

态附近发生轻微振动。

所有能引起双势阱大振幅动态跳跃和非线性振

动的激励频率构成了一个特定的范围，这个特定范

围实际上有助于双稳态能量采集器的设计，且会随

着层合板层数的增加而减小。随着总厚度 2H 的增

加，动态跳跃将被限制在一个非常窄的频率带内。

如图 10（a）和（e）所示，沿 y 方向的曲率振幅占

主导地位，而沿 x 方向的曲率振幅几乎为零，也就是

图 10 庞加莱截面图

Fig. 10 The Poincaré sectional views
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说，图 10（a）和（e）显示的位移为正，这表示系统在

第一稳定状态附近振动。类似地，如图 10（c）和（f）
所示，沿 x 方向的曲率振幅占主导地位，而沿 y 方向

的曲率振幅几乎为零，也就是说，图 10（c）和（f）中显

示的位移为负，这表示系统在第二稳定状态附近振

动。通过比较图 11 和 12 所示的 w1和 w2的动态响应

可以发现，在振动过程中，当某一个方向的曲率趋于

零，而另一个方向的曲率迅速增加时，系统发生动态

跳跃。基于庞加莱截面图可知，动态跳跃往往伴随

着混沌振动，也就是说，混沌振动是动态跳跃发生的

有利条件。

图 11 当 Ω =16. 68 时，系统在两个稳定平衡状态之间的

连续动态跳跃和混沌振动

Fig. 11 The continuous dynamic snap⁃through and chaotic 
vibration between the two stable equilibrium states 
when Ω=16. 68
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6　结  论

本文建立了非对称铺设双稳态正交复合材料层

合方形板的静力学和动力学模型。在静力学分析

中，进行了固化分析、稳定性分析和能量曲线分析；

在动力学分析中，研究了基础激励频率对非对称铺

设双稳态正交复合材料层合方形板的影响。

通过固化分析确定了双稳态板的三个平衡位

置，并阐明了以温差绝对值为控制参数的超临界叉

形分岔。通过稳定性分析确定了三个平衡位置为两

个稳定平衡位置和一个不稳定平衡位置。通过在动

力学分析中引入阻尼，分析了平衡点的动态分岔，其

中，稳定平衡点不再是中心点而是焦点。利用静平

衡方程绘制了带有两个势阱的势能曲线，这有助于

对动态跳跃现象的研究。

以基础激励频率为控制参数的理论模型论证

了非对称铺设双稳态正交复合材料层合方形板的

双势阱动态跳跃和非线性振动。只有当激励频率

位于一定范围内时，系统才会发生双势阱大振幅动

态跳跃和非线性振动，否则只会发生单势阱小振幅

振动。动态跳跃往往伴随着混沌振动。混沌振动

是动态跳跃发生的有利条件。非线性振动往往表

现为周期振动、概周期振动和混沌振动。在动态跳

跃过程中，沿一个方向的曲率趋于零，而沿另一个

方向的曲率迅速增加。所有能引起双势阱大振幅

动态跳跃和非线性振动的激励频率构成了一个特

定的范围，这个特定范围实际上有助于双稳态能量

采集器的设计，且会随着层合板层数的增加而减

小。随着厚度的增加，动态跳跃将被限制在一个非

常窄的频率带内。
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Statics and dynamics analysis of bistable asymmetric cross‑ply composite 
laminated square plates

GUO Zhen‑kun1， XU Jia‑le1， DONG Ting2

（1.School of Mechanical⁃Electronic and Vehicle Engineering， Beijing University of Civil Engineering and Architecture， 
Beijing 100044， China； 2.China North Vehicle Research Institute， Beijing 100072， China）

Abstract: A theoretical model for statics and dynamics of bistable asymmetric cross-ply composite laminated square plates is estab⁃
lished. Three equilibrium states are determined by curing analysis in statics. Meanwhile the super-critical pitchfork bifurcation with 
temperature difference as the control parameter is explicated in the process of curing. Two stable states and one unstable state are 
demonstrated by stability analysis. The potential energy curve with two potential wells is depicted， which can contribute to study⁃
ing dynamic snap-through. Moreover， the dynamic bifurcation for the equilibrium points is induced by introducing damping in dy⁃
namics. The influence of the base excitation frequency on the dynamics is discussed by numerical simulation. When the excitation 
frequency is located in a certain range， the large-amplitude dynamic snap-through and nonlinear vibrations with two potential wells 
can occur. The dynamics behaviors of the bistable system are overwhelmingly dominated by periodic vibration， quasi-periodic vibra⁃
tion and chaotic vibration. The certain frequency range， where the large-amplitude dynamic snap-through and nonlinear vibrations 
with two potential wells can occur， can be defined as a certain frequency broadband which proofs bistable asymmetric cross-ply 
composite laminated square plates to be applicable to bistable energy harvesters.

Key words: nonlinear vibration， composite laminated square plates；bistable state；three equilibrium states；dynamic snap⁃through
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