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黏弹性 Pasternak地基上修正 Timoshenko梁
横向自振特性分析
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摘要: 基于修正 Timoshenko 梁理论，建立黏弹性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁的横向振动控制方程，运用回

传射线矩阵法推导出黏弹性 Pasternak 地基上两端简支修正 Timoshenko 梁自振频率和衰减系数的解析解，结合二

分法和黄金分割法计算了经典边界条件下黏弹性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁的自振特性，对比分析了考

虑剪切变形引起的转动惯量、梁长及不同的边界条件对结构自振特性的影响。研究表明：黏弹性 Pasternak 地基上

修正 Timoshenko 梁的各阶自振频率和衰减系数小于经典 Timoshenko 梁的各阶自振频率和衰减系数；梁越短，剪切

变形引起的转动惯量对结构自振频率和衰减系数的影响越大，且对高阶的影响明显大于低阶；边界约束条件越强，

振动能量衰减越明显。
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引  言

黏弹性地基梁在土木工程领域应用广泛［1⁃2］，如

机场、铁路、公路、高层建筑基础中均有涉及。而结

构的自振特性是反映结构动力特性的重要物理量，

通过对其进行准确高效的研究不仅对结构设计和施

工计算提供理论基础，而且对避免发生共振、疲劳问

题和对结构的减振有重要的帮助，因此，地基梁的动

力学特性在工程领域及学术界备受关注［3⁃5］。

目前各种地基上经典的 Timoshenko 梁研究较

为丰富，Malekzadeh 等［6］采用微积分法研究了弹性

地基上 Timoshenko 梁的自振特性的数值解；彭丽

等［7⁃9］运用复模态方法研究了 Pasternak 地基上 Ti⁃
moshenko 梁的自振特性及任一初始激励条件下外

激励的响应；余云燕等［10］ 求解了黏弹性 Pasternak
地基上 Timoshenko 梁在不同的约束条件下单跨及

两跨连续地基梁的自振频率、衰减系数和模态。这

些理论虽然有较大的研究空间，但梁在高跨比比较

大、局部悬空、局部高度承载情况下，由于未考虑剪

切变形引起转动惯量的影响，导致经典 Timoshenko
梁存在挠度关于时间的四阶导数项、第二频谱、物理

意义不明确等问题，使计算结果有较大偏差。因此，

陈镕等［11］对传统的 Timoshenko 梁的运动方程进行

了修正，发现修正 Timoshenko 梁对高频段有较大影

响，指出考虑梁剪切变形引起的转动惯量后，时间的

四阶导数项自然会消失；夏桂云［12］利用固有频率和

临界频率的关系论证了 Timoshenko 梁产生第二频

谱的原因，通过实例验证 Timoshenko 梁第二频谱的

存在，因此，准确、合理地对其进行计算具有重要的

意义。吴晓等［13］应用 Timoshenko 梁修正理论推导

了泡沫铝合金梁的自振频率表达式，并求解了在简

谐荷载作用下强迫振动的解析解；王家乐等［14］基于

修正 Timoshenko 梁理论，采用复模态分析法推导多

种边界条件下弹性地基梁振动超越方程及模态函

数；Li 等［15］推导出分数阶标准固体黏弹性地基上修

正 Timoshenko 梁的运动控制方程，得到了自振频率

的解析解；徐梅玲等［16］采用分离变量法，给出 Euler
梁模型相对于修正 Timoshenko 梁模型的误差计算

公式。但上述研究未充分考虑地基土体颗粒之间相

互剪切的连续性，也未分析剪切变形引起的转动惯

量、梁长及边界条件对黏弹性地基上修正 Timosh⁃
enko 梁自振频率、衰减系数和模态的影响。

本文将修正 Timoshenko 梁理论与黏弹性 Pas⁃
ternak 地基进行组合，建立新的黏弹性地基梁振动

控制方程，运用回传射线矩阵法解耦，得到黏弹性

Pasternak 地基中两端简支修正 Timoshenko 梁自振

频率和衰减系数的解析解，对比分析了考虑剪切变
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形引起的转动惯量、梁长和不同的边界条件对结构

自振特性的影响。从而为黏弹性地基梁振动分析和

计算提供理论基础。

1　振动控制方程及方程的解

黏弹性地基上修正 Timoshenko 梁的力学模型

如图 1 所示。地基与修正 Timoshenko 梁的相互作

用采用考虑土体连续性的巴氏（Pasternak）模型，即

在 Winkler 地基模型的基础上通过一层只能产生横

向剪切变形而不可压缩的剪切层来实现。建立整体

坐标系 ( x，v )，引入 2 个对偶局部坐标系 x12 和 x21。

对图 1 取微段隔离体，其受力情况如图 2 所示。

根据达朗贝尔原理，对微段隔离体建立竖向力

及力矩平衡略去高阶项，得：
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式中  ρ，Iz 分别为密度、横截面惯性矩；V ( x，t )
和 M ( x，t ) 分 别 为 截 面 剪 力 和 弯 矩 ，V ( x，t )=  

k'AG
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，

其中 v和 ϕ分别为梁的总挠度和截面转角，E，G，A 和

k'分别为弹性模量、剪切模量、横截面面积和截面剪

切系数；qv ( x，t )为黏弹性地基梁的地基竖向反力，

qv ( x，t )= kv v ( x，t )+ βv

∂v ( x，t )
∂t

- Tv

∂2 v ( x，t )
∂x2 ，其

中 kv，βv 和 Tv 分别为土体弹簧系数、土体阻尼系数

和地基剪切系数。

整理式（1），得到黏弹性 Pasternak 地基上修正

Timoshenko 梁的振动控制方程为：
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对式（2）进行 Fourier变换有：
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d2 v̂
dx̄2 + dϕ̂
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- d2 v̂

dx̄2 = 0

Q 3
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dx̄

+ d2 ϕ̂
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（3）

式 中  顶 标“ ”和“ - ”表 示 频 域 中 的 变 量 ；

i = -1 ； Q 1 = k̄v + iωβ̄v - ω2

c2
1
， Q 2 = 1

αR 2
z

，

Q 3 = ω2

c2
0
，k̄v = kv

k'AG
，ω = ω̄ n + iδn 为圆频率，ω̄ n 和 δn

分 别 为 自 振 频 率 和 衰 减 系 数 ；β̄v = βv

k'AG
，T̄v =

Tv

k'AG
，α = E

k'G
，Rz = Iz A 为 截 面 的 回 转 半 径 ，

c0 = E ρ 为纵波波速，c1 = k'G ρ 为横波波速。

求解式（3）得：

v̂ ( x，ω )= a1 ( ω ) eik1 x + d 1 ( ω ) e-ik1 x + a2 ( ω ) eik2 x +
d 2 ( ω ) e-ik2 xϕ̂ ( x，ω )= g1 a1 ( ω ) eik1 x - g1 d 1 ( ω ) e-ik1 x +

g2 a2 ( ω ) eik2 x - g2 d2 ( ω ) e-ik2 x （4）
式中  a1 ( ω )，a2 ( ω ) 为待定的入射波波幅；d 1 ( ω )，
d 2 ( ω )为待定的出射波波幅；k1，k2 为波数，满足：

kj ( ω )= -b ±(-1 )j + 1 b2 - 4ac
2a

，j = 1，2 （5）

式 中  a= T̄v + 1；b= Q 1 +( T̄v + 1 ) Q 2 -( Q 2 + Q 3 )；
c = Q 1 Q 2。

对应于波数 k1 和 k2，v̂ 与 ϕ̂ 的比值为：

gj =- Q 1 +( T̄v + 1 ) k 2
j

ik 2
j

=
ik j ( Q 2 + Q 3 )

k 2
j + Q 2

，j = 1，2 （6）

弯矩和剪力在频域中的表达式为：
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M̂ ( x，ω )= β1 a1 ( ω ) eik1 x + β1 d 1 ( ω ) e-ik1 x +
β2 a2 ( ω ) eik2 x + β2 d2 ( ω ) e-ik2 x

V̂ ( x，ω )= γ1 a1 ( ω ) eik1 x - γ1 d 1 ( ω ) e-ik1 x +
γ2 a2 ( ω ) eik2 x - γ2 d2 ( ω ) e-ik2 x

（7）

式中  βj = -iEIz kj gj，γj = k'AG ( ikj - gj )，j = 1， 2。

图 1 黏弹性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁力学模型

Fig. 1 Mechanical model of modified Timoshenko beam on 
viscoelastic Pasternak foundation

图 2 微段隔离体受力分析图

Fig. 2 Force analysis diagram of micro-segment isolator
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2　经典边界条件下的自振频率及模态

求解

2. 1　两端简支条件下黏弹性地基梁的自振频率方程

以两端简支的黏弹性修正 Timoshenko 梁为例，

运用回传射线矩阵法推导自振频率方程，其自由振

动的边界条件为：
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M̂ 12 ( 0，ω )= 0，   M̂ 21 ( 0，ω )= 0

（8）

将 式（4），（7）代 入 式（8），并 整 理 成 矩 阵 形

式有：
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式（9）可写为：

d= Sa （10）
式中  d，，a分别为出射波和入射波波幅向量；S为散

射矩阵。三者表达式如下：

d= [d 12
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。

入射波波幅向量和出射波波幅向量之间的相位

关系为：

a= Pd͂ （11）
式中  d͂= [d 21

1   d 21
2   d 12

1   d 12
2 ] T

；P 为传播矩阵，P=
diag{ - e-ik1 l  -e-ik2 l  -e-ik1 l  -e-ik2 l}。

d͂与 d中的元素完全相同，只是各元素的排列

位置有所调整，引入置换矩阵U：

d͂= Ud （12）
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将式（12）代入式（11）得：

a= PUd （14）
将式（14）代入式（10）得：

d [ I- R ]= 0 （15）
式中  R= SPU为回传射线矩阵；I为单位矩阵。

要使式（15）中的 d有非零解，则其系数行列式

为零，则：

| I- R |= ( e2ik1 l - 1 )( e2ik2 l - 1 )= 0 （16）
利用指数函数与三角函数的关系，有：

| I- R |= [ cos ( 2k1 l )+ isin ( 2k1 l )- 1][ cos ( 2k2 l )+
]isin ( 2k2 l )- 1 = 0 （17）

忽略其奇异解，式（17）可解：

k = ( n - 1 ) π
l

，n = 1，2，3，⋯ （18）

式中  l为梁长。

将式（18）代入式（5）求解复系数一元二次方程，解得：

ω = β̄v ( k 2 + Q 2 )

2( k 2 + Q 2

c2
1

+ k 2

c2
0

)
i +

- β̄ 2
v ( k 2 + Q 2 )2 + 4 ( k 2 + Q 2
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1
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0

) [ ]( T̄v + 1 )( k 4 + Q 2 k 2 )+ k̄v ( k 2 + Q 2 )- Q 2 k 2

2 ( k 2 + Q 2

c2
1

+ k 2

c2
0

)

（19）
进一步得到两端简支边界条件下黏弹性 Pas⁃ ternak 地基上修正 Timoshenko 梁的自振频率为：

ω̄ n =
- β̄v

2 ( k 2 + Q 2 )2 + 4 ( k 2 + Q 2

c2
1

+ k 2

c2
0

) [ ]( T̄v + 1 )( k 4 + Q 2 k 2 )+ k̄v ( k 2 + Q 2 )- Q 2 k 2

2 ( k 2 + Q 2

c2
1

+ k 2

c2
0

)
（20）

衰减系数为：

δn = β̄v ( k 2 + Q 2 )

2( k 2 + Q 2

c2
1

+ k 2

c2
0

)
（21）

由线性代数，有：

[ I- R ] ∗adj[ I- R ]= det [ I- R ] ∗I （22）
式 中  adj[ I- R ] 为 矩 阵 [ I- R ] 的 伴 随 矩 阵 ；

det [ I- R ]为矩阵 [ I- R ]的模。

当 det [ I- R ]中 ω 的实部取自振频率 ω̄ n，虚部

取衰减系数 δn 时，式（22）可表示为：

[ I- R ( ωk )] ∗adj[ I- R ( ωk )]= 0 （23）
式中 ωk 为第 k阶频率。

设 N 是出射波波幅向量 d k 的维数，T 为 1 ≤
T ≤ N 的任意正整数，矩阵 adj[ I- R ]的第 T 列记

为 d k，则：
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[ I- R ( ωk )] ∗d k = 0 （24）
由式（24）可知，adj[ I- R ( ωk )]的每一个非零列

均可作为黏弹性地基梁在自由振动时非零出射波的

波幅向量，求得 d k 以后，代入式（14）可求得 a k，将 a k

和 d k 代入式（4）中，将各节点处的位移归一化处理

后，得到黏弹性地基梁的模态曲线。

2. 2　其他边界条件下黏弹性地基梁的自振频率方程

固定⁃简支边界条件下黏弹性 Pasternak 地基上

修正 Timoshenko 梁，其自由振动的边界条件为：
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ϕ̂12 ( 0，ω )= 0， M̂ 21 ( 0，ω )= 0

（25）

散射矩阵 S为：
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（26）
[ I- R ]为：

[ I- R ]= ( g1 - g2 + g1 e2ik1 l - g1 e2ik2 l + g2 e2ik1 l -
g2 e2ik2 l - g1 e2ik1 l e2ik2 l + g2 e2ik1 l e2ik2 l )= 0 （27）

式（27）是关于自振频率 ω̄ n 及衰减系数 δn 的二

维复数超越方程。经计算，其他边界条件下的自振

频率方程也是隐式超越方程，在数学上此类问题只

有数值解而没有解析解。考虑到以上因素，根据回

传射线矩阵法的列式特点提出将二分法和黄金分割

法（简称求根法）结合起来进行迭代求解复杂超越方

程，即分别对 ω 的实部 ω̄ n 和虚部 δn 进行循环，当

[ I- R ]的模小于预先给定的误差时，取出 ω 对应的

实部 ω̄ n 和虚部 δn，得到其他边界条件下黏弹性地基

上修正 Timoshenko 梁的自振频率和衰减系数。

3　算例分析

黏弹性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁计

算模型如图 1 所示，修正 Timoshenko 梁的计算参数

如表 1 所示，土体的计算参数参考文献［17］中的数

值，如表 2 所示。

3. 1　不同梁理论对黏弹性 Pasternak 地基梁自振

特性的影响

以两端简支的黏弹性 Pasternak 地基上修正 Ti⁃
moshenko 梁为例，利用表 1 和 2 中的计算参数，改变

梁长，得出不同梁理论下黏弹性 Pasternak 地基梁前

8 阶自振频率和衰减系数的精确解如表 3 和 4 所示。

其中黏弹性 Pasternak 地基上经典 Timoshenko 梁

（P⁃T）和修正 Timoshenko 梁（P⁃MT）理论的区别在

于振动控制方程中是否考虑了剪切变形引起的转动

惯量影响。表中误差为相对误差，其自振频率相对

误差计算公式为 ζ = ( ω̄P⁃T - ω̄P⁃MT ) ω̄P⁃T，其衰减系

数相对误差计算公式为 ψ = ( δP⁃T - δP⁃MT ) δP⁃T。

由表 3 可知，黏弹性 Pasternak 地基上经典 Ti⁃
moshenko 梁和修正 Timoshenko 梁理论第 1 阶自振

频率相同，第 2 阶之后，随着阶数的增大，两者频率

值的差距逐渐增大，并且修正 Timoshenko 梁的各阶

自振频率小于经典 Timoshenko 梁的各阶自振频率。

当梁长 l=30 m 时，高跨比为 0.05，其 7，8 阶自振频

率相对误差为 0.58% 和 0.85%，当梁长 l=6 m 时，

高跨比为 0.25，其 7，8 阶自振频率相对误差分别为

9.28% 和 10.13%。从相对误差的角度来看，在黏弹

性 Pasternak 地基上考虑剪切变形引起转动惯量的

修 正 Timoshenko 梁 与 不 考 虑 其 影 响 的 经 典 Ti⁃
moshenko 梁自振频率计算结果在高跨比比较大的

表 1 修正 Timoshenko梁的计算参数

Tab. 1 Calculation parameters of modified Timoshenko 
beam

弹性模

量 E/Pa

4.322×
1010

剪切模

量 G/Pa

1.751×
1010

截面

尺寸

A/m2

1.5 ×
1.5

梁长
l/m

6

惯性

矩
Iz /m4

0.422

密度
ρ/( kg ⋅
m- 3 )

2700

截面剪

切系数

k'

π2 /12

表 2 黏弹性地基的各项物理计算参数

Tab. 2 Physical calculation parameters of viscoelastic 
foundation

弹簧系数
kv /( N ⋅ m- 2 )

1×106

阻尼系数
βv /( N ⋅ s ⋅ m- 2 )

1×104

剪切系数
Tv /N
1×107

表 3 两端简支黏弹性地基梁前 8阶自振频率

Tab. 3 The first eight order natural frequencies of simply supported viscoelastic foundation beam at both ends

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

l=30 m
ω̄P⁃T

12.804
23.228
76.323

166.013
286.854
434.390
604.326
792.713

ω̄P⁃MT

12.804
23.187
76.145

165.557
286.000
432.699
600.823
785.937

ζ/%
0.00
0.18
0.23
0.27
0.30
0.39
0.58
0.85

l=6 m
ω̄P⁃T

12.804
434.390

1436.618
2649.427
3925.501
5215.121
6501.793
7780.585

ω̄P⁃MT

12.804
432.699

1407.195
2531.576
3668.667
4791.268
5898.138
6992.438

ζ/%
0.00
0.39
2.05
4.45
6.54
8.13
9.28

10.13
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高频段振动有较大偏差。所以在涉及黏弹性地基梁

具体工程计算中，在梁对高跨比比较大的高频段计

算结果有重大影响的分析中（诸如冲击等问题），应

采用修正 Timoshenko 梁理论。

由表 4 可知，黏弹性 Pasternak 地基上经典 Ti⁃
moshenko 梁和修正 Timoshenko 梁理论第 1 阶衰减

系数相同，第 2 阶之后，随着阶数的增大，两者衰减

系数值的差距逐渐增大，并且修正 Timoshenko 梁的

各阶衰减系数小于经典 Timoshenko 梁的各阶衰减

系数。梁长为 6 m 时，第 2 阶衰减系数相对误差值

与梁长为 30 m 时第 6 阶衰减系数相对误差值相等，

且梁长为 6 m 时，其 7，8 阶衰减系数相对误差分别

高达 41.97% 和 43.66%。所以在工程实践中涉及振

动能量损耗控制时，应考虑剪切变形引起转动惯量

的影响，否则会带来较大偏差。

图 3 和 4 为不同梁长情况下黏弹性 Pasternak 地

表 4 两端简支黏弹性地基梁前 8阶衰减系数

Tab. 4 The first eight order attenuation coefficients of simply supported viscoelastic foundation beam at both ends

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

l=30 m
δP⁃T

0.8230
0.8214
0.8167
0.8096
0.8011
0.7921
0.7834
0.7754

δP⁃MT

0.8230
0.8180
0.8037
0.7819
0.7552
0.7260
0.6965
0.6680

ψ/%
0.00
0.41
1.59
3.42
5.73
8.34

11.09
13.85

l=6 m
δP⁃T

0.8230
0.7921
0.7577
0.7476
0.7509
0.7589
0.7677
0.7758

δP⁃MT

0.8230
0.7260
0.5958
0.5205
0.4809
0.4588
0.4455
0.4371

ψ/%
0.00
8.34

21.38
30.38
35.96
39.55
41.97
43.66

图 3 黏弹性 Pasternak 地基上经典 Timoshenko 梁与修正 Timoshenko 梁的前 6 阶模态（l=30 m）

Fig. 3 The first six order modes of classical Timoshenko beam and modified Timoshenko beam on viscoelastic Pasternak 
foundation（l=30 m）
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基上经典 Timoshenko 梁与修正 Timoshenko 梁的

前 6 阶模态。从图 3 和 4 可知，l=30 m 时，黏弹性

Pasternak 地 基 上 经 典 Timoshenko 梁 与 修 正 Ti⁃
moshenko 梁的第 1 阶振型曲线之间的差距最大，

振型峰值相同，从第 2 阶开始，随着阶数的增大，

其振型曲线之间的差距逐渐减小，但振型峰值逐

渐增大。 l=6 m 相对于 l=30 m 的短梁，黏弹性

Pasternak 地 基 上 经 典 Timoshenko 梁 与 修 正 Ti⁃
moshenko 梁振型峰值增大得越明显，表明梁越短，

考虑剪切变形引起转动惯量的修正 Timoshenko
梁对振型峰值的影响越大。所以在工程结构抗震

计 算 中 ，按 照 修 正 Timoshenko 梁 设 计 是 偏 于 安

全的。

3. 2　边界条件对黏弹性 Pasternak 地基上修正

Timoshenko梁自振特性的影响

黏弹性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁的

各项物理参数采用表 1 和 2 中的数值，通过回传射线

矩阵法，结合二分法和黄金分割法，计算了黏弹性

Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁在不同边界条

件下前 8 阶自振频率和衰减系数的数值解如表 5
所示。

由表 5 可知，五种边界条件下黏弹性 Pasternak
地基上修正 Timoshenko 梁的前 8 阶自振频率由大

到小依次排序为：自由⁃自由>固定⁃自由>固定⁃固
定>固定⁃简支>简支⁃简支；衰减系数由大到小依

次排序为：固定⁃固定>固定⁃简支>固定⁃自由>简

支⁃简支>自由⁃自由，表明约束越强，振动能量衰减

越明显。

图 5 为五种边界条件下黏弹性 Pasternak 地基

上修正 Timoshenko 梁的前 6 阶模态。由图 5 可见，

将各节点处的位移归一化处理后，其振型峰值变化

并没有统一的规律，但不同边界条件下的振型曲线

差异十分明显。

图 4 黏弹性 Pasternak 地基上经典 Timoshenko 梁与修正 Timoshenko 梁的前 6 阶模态（l=6 m）

Fig. 4 The first six order modes of classical Timoshenko beam and modified Timoshenko beam on viscoelastic Pasternak 
foundation（l=6 m）
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4　结  论

将回传射线矩阵法推广至黏弹性地基梁的振动

分析中，求解了黏弹性 Pasternak 地基中两端简支修

正 Timoshenko 梁自振频率和衰减系数的解析解，对

比分析了考虑剪切变形引起的转动惯量、梁长和不

同的边界条件对结构自振特性的影响。得出以下

结论：

（1）黏弹性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko

表 5 不同边界条件下黏弹性 Pasternak地基上修正 Timoshenko梁的前 8阶自振频率和衰减系数

Tab. 5 The first eight order natural frequencies and attenuation coefficients of modified Timoshenko beam on 
viscoelastic Pasternak foundation under different boundary conditions

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

自由-自由

ω̄ n

13.0102
895.9527

1954.0449
3083.8719
4190.3426
5282.7712
6355.1587
7420.6872

δn

0.82308
0.70329
0.57165
0.51572
0.46777
0.44280
0.43669
0.41373

固定-自由

ω̄ n

12.9521
816.2489

1840.2387
2918.6867
4015.2194
5100.7618
6180.0322
7249.4563

δn

0.82351
0.78087
0.72457
0.68364
0.65482
0.63782
0.62739
0.62143

固定-固定

ω̄ n

12.9432
794.0807

1723.0747
2768.2405
3839.4595
4921.8337
6001.2015
7077.9599

δn

0.82368
0.77087
0.74967
0.71916
0.69345
0.67384
0.66009
0.65041

固定-简支

ω̄ n

12.9325
608.6540

1574.4856
2653.7663
3756.7773
4857.7592
5950.8560
7035.9882

δn

0.82341
0.77750
0.73863
0.70508
0.67992
0.66270
0.65114
0.64326

简支-简支

ω̄ n

12.8036
432.6988

1407.1950
2531.5759
3668.6674
4791.2676
5898.1376
6992.4382

δn

0.82305
0.72604
0.59576
0.52051
0.48086
0.45877
0.44552
0.43706

图 5 五种边界条件下黏弹性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁的前 6 阶模态

Fig. 5 The first six order modes of modified Timoshenko beam on viscoelastic Pasternak foundation under five boundary conditions
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梁的各阶自振频率和衰减系数小于经典 Timoshen⁃
ko 梁的各阶自振频率和衰减系数；梁越短，对黏弹

性 Pasternak 地基上修正 Timoshenko 梁自振频率和

衰减系数的影响就越大，所以在黏弹性地基梁具体

工程计算中涉及振动能量损耗控制时，或在梁对高

跨比比较大的高频段计算结果有重大影响的分析中

（诸如冲击等问题），应采用考虑剪切变形引起转动

惯量的修正 Timoshenko 梁理论，否则会带来较大

偏差。

（2）梁越短，考虑剪切变形引起转动惯量的修正

Timoshenko 梁对振型峰值的影响越大。所以在工

程结构抗震计算中，按照修正 Timoshenko 梁设计是

偏于安全的。

（3）不同边界条件下黏弹性 Pasternak 地基上修

正 Timoshenko 梁的前 8 阶自振频率大小关系为：自

由⁃自由>固定⁃自由>固定⁃固定>固定⁃简支>简

支⁃简支；其衰减系数大小关系为：固定⁃固定>固

定⁃简支>固定⁃自由>简支⁃简支>自由⁃自由，表明

约束越强，振动能量衰减越明显。

（4）运用回传射线矩阵法可以求解埋置结构的

高阶自振频率、模态等动力参数，列式统一，求解稳

定，易于编程，且具有较高的计算效率和精度，从而

为工程实践及工程设计提供理论基础。
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Analysis of transverse free vibration characteristics of modified 
Timoshenko beam on viscoelastic Pasternak foundction

LIU Wei1， WANG Guo-bin2， ZHAO Zhi-peng1， ZHAO Xiao-jun1

（1.School of Civil Engineering， Lanzhou University of Information Technology， Lanzhou 730300，China；
2.Geotechnical Engineering Research Institute， Xi’an University of Technology， Xi’an 710048，China）

Abstract: Based on the modified Timoshenko beam theory， the transverse vibration governing equation of the modified Timoshen⁃
ko beam on the viscoelastic Pasternak foundation is established. The analytical solutions of the natural frequency and attenuation co⁃
efficient of the modified Timoshenko beam simply supported at both ends in the viscoelastic Pasternak foundation are derived with 
the reverberation-ray matrix method. The natural vibration characteristics of the modified Timoshenko beam on the viscoelastic 
Pasternak foundation under classical boundary conditions are calculated by dichotomy and golden section method. The effects of 
moment of inertia caused by shear deformation， beam length and different boundary conditions on the natural vibration characteris⁃
tics of the structure are compared and analyzed. The results show that the natural frequency and attenuation coefficient of the modi⁃
fied Timoshenko beam on the viscoelastic Pasternak foundation are smaller than those of the classical Timoshenko beam； the short⁃
er the beam， the more significant the influence of the moment of inertia caused by shear deformation on the natural frequency and at⁃
tenuation coefficient of the structure， and the influence on the higher order is obviously greater than that on the low order； the stron⁃
ger the boundary constraint condition， the more obvious the vibration energy attenuation.

Key words: viscoelastic Pasternak foundation； modified Timoshenko beam； reverberation-ray matrix method； analytical solution； 
boundary condition
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