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摘要: 确定性和随机激励联合作用下的非线性动力系统具有特殊的动力响应特征。本文提出一种用于计算联合激

励下含分数阶阻尼的非线性系统非平稳响应的半解析方法。将系统响应表示为确定性响应和零均值随机响应之

和，则原分数阶非线性运动微分方程可等效地化为分数阶确定性微分方程和随机子微分方程的组合。利用时变谐

波平衡法处理非线性确定性微分方程，利用统计线性化处理非线性随机子微分方程。对于后者，结合 Prony⁃SS 算

法和 Laplace 变换得到其分数阶等效线性方程的半解析解。联立得到的相关耦合方程，通过数值算法迭代求解响应

未知量。蒙特卡罗模拟验证了此方法的适用性和精度。
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引  言

分数阶微积分是微积分学的重要分支，距今已

有 300 多年的历史［1］。近几十年来，分数阶导数模型

在工程领域得到了广泛的应用［2］。土木或机械工程

领域的许多情形下，都使用黏弹性阻尼器降低结构

振动，而分数阶导数模型描述黏弹性材料本构关系

具有较大优势。在这方面，Gemant［3］提出分数阶导

数模型用以精确描述黏弹性材料的频率依赖性； 
Slonimsky［4］， Smit 等［5］发现黏弹性介质中的应力与

应变之间存在分数阶微积分关系；Lewandowski
等［6］提出黏弹性阻尼器的分数 Kelvin⁃Voigt 模型和

分数 Maxwell 模型的参数辨识方法；Bagley 等［7⁃8］通

过大量实验和数据分析得出，分数阶导数模型可用

于描述黏弹性材料的应力松弛和蠕变现象，且模型

简单、参数少。可见，具有分数阶导数阻尼的运动微

分方程能很好地描述装配有黏弹性减/隔振（震）阻

尼器结构的动力特性［9］。因此，亟需发展求解分数

阶运动微分方程的解析或数值方法。

分数阶系统的随机动力响应分析较其确定性响

应分析更具挑战。到目前为止，人们通过若干方法

得到了线性系统的随机动力响应，例如：Pinnola［10］

基于复谱矩的概念通过分数阶状态方程的特征向量

展开和 Melin 变换得到了线性分数阶系统的二阶矩

解析解；文献［11⁃12］通过 Laplace 变换和 Prony⁃SS
算法得到了分数阶线性单自由度系统响应二阶矩的

半解析解；Di Paola 等［13］基于分数阶线性系统状态

方程和特征向量展开得到了多自由度线性系统响应

的功率谱密度数值解。然而，以上通过特征向量展

开或 Laplace 变换的方法均只适用于分数阶线性随

机动力系统，而无法适用于分数阶非线性系统。另

外，工程随机激励（如地震激励）具有明显的非平稳

特性，而只有基于 Laplace 变换的方法［11⁃12］可得到非

平稳（半）解析解。

实际工程中的结构会同时受到确定性和随机激

励联合作用。例如，在随机风浪作用下运行的风力

发电机［14］。在力学等相关领域，确定性和随机激励

作用下非线性系统的随机动力响应得到广泛关

注［15⁃20］。然而，工程结构中随机非平稳响应［21］、滞回

特性［22］及多自由度系统［23］等问题仍有待进一步

研究。

文献［24⁃25］发展了非线性系统在联合激励作

用下非平稳响应的统计线性化方法。该方法的关键

在于将系统响应分解为确定性和随机响应分量之

和，从而得到两组耦合的、分别以确定性和随机响应

为未知量的子微分方程；再分别以确定性和随机动

力方法求解从而得到总响应。该方法已被推广到分
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数阶非线性系统的随机动力响应分析［26］，其中，利用了

Yuan⁃Agrawal（YA）的无记忆方法［27］将分数阶导数化

为了整数阶导数。然而，研究发现：Yuan⁃Agrawal对
分数阶导数整数化的处理存在局限，分数阶导数接

近 0 或 1 时方法的精度下降。为此，本文提出使用文

献［11⁃12］提出的 Laplace 变换方法计算随机等效线

性方程的近似半解析解，再结合统计线性化方法依

照联合激励下整数阶非线性系统非平稳响应的思路

求得分数阶系统的响应。

本文结构如下：对分数阶非线性运动方程分解，

得到等效确定性和随机子微分方程；利用时变谐波

平衡法求解确定性非线性子微分方程；利用统计线

性化方法处理随机非线性子微分方程，并通过 La⁃
place 变换和极点⁃留数方法得到其等效线性方程的

半解析解；联立相关方程并通过数值算法迭代求解

响应未知量。最后，通过大量的数值算例验证本文

建议方法的精度和适用性。

1　理论方法

1. 1　动力学方程

具有分数阶导数阻尼的单自由度非线性系统在

随机与确定性调制谐波联合激励作用下的运动方

程为：

        mẍ ( t )+ cD q
c[ x ( t ) ]+kx ( t )+

       f [ x ( t )，ẋ ( t )，ẍ ( t ) ]=w ( t )+F ( t ) sin ( ω 0 t ) （1）
式中  m，c和 k 分别为系统的质量、分数阶阻尼系数

和刚度系数；q 为分数阶导数的阶数；x ( t )，ẋ ( t )和
ẍ ( t ) 分 别 为 结 构 的 位 移 、速 度 和 加 速 度 ；

f [ x ( t )，ẋ ( t )，ẍ ( t ) ]为关于结构位移、速度和加速

度的非线性函数；ω 0 为确定性谐波激励的频率，慢

变时间调制函数为［28］：

F ( t )= A F[exp ( - μ1 t )- exp ( - μ2 t ) ] （2）
式中  A F 为谐波激励的幅值；μ1，μ2 为控制调制函

数形状的参数。

w ( t )为零均值非平稳随机过程，本文采用调制

非平稳过程模型，即

w ( t )= a ( t ) w s( t ) （3）
式中  w s( t )表示功率谱密度为 S0 的白噪声；a ( t )为
时间调制函数，采用指数函数叠加的形式表示［11］：

a ( t )= ∑
l = 1

Nl

γl eυl t （4）

式中  N l 为指数分量的项数；γl 和 υl 为实数。可见，

式（2）所示调制函数为式（4）的特殊形式；通过调整

函数的幅值和指数大小能方便地调整指数函数上升

和下降段速率。

式（1）中，D q
c 表示 q (0 < q < 1)阶分数阶导数，

采用 Caputo 定义：

D q
c[ x ( t ) ]= 1

Γ ( )1 - q
∫

0

t ẋ ( )τ

( )t - τ
q

dτ （5）

为使分数导数项量纲与经典阻尼项一致，取

c = 2ζmω 2 - q
n ，其中 ω n = k/m 为结构的自振频率，ζ

为系统阻尼比。

将系统响应分解为确定性谐波 μx ( t )与零均值

随机分量 x̂ ( t )之和，即［24⁃26］

x ( t )= μx ( t )+ x̂ ( t ) （6）
注意到，文献［28］在处理零均值随机激励作用

下非零点对称（如平方）非线性振子时也采用了类似

形式，表示响应为非零均值随机过程；有关该分解的

合理性，见文献［24⁃26］的评述。对式（6）两边求期

望可得：

E [ x ( t ) ]= μx ( t ) （7）
由分数阶导数的线性性质［1］可知：

D q
c[ ]x ( )t = D q

c[ μx ( t ) ]+ D q
c[ x̂ ( t ) ] （8）

将式（6）代入式（1）中，有：

m ( μ̈x + ẍ̂)+ c [D q
c ( μx)+ D q

c ( x̂) ]+ k ( μx + x̂)+

            f ( μx，x̂，μ̇x，ẋ̂，μ̈x，ẍ̂)= w ( t )+ F ( t ) sin ( ω 0 t )

（9）
为方便计算，式（9）省略了系统响应的时间参

数。由期望与均方微积分互换的性质可知：

E{D q
c[ x̂ ( t ) ] }= 1

Γ ( )1 - q
∫

0

t E [ ]ẋ̂ ( )t
( )t - τ

q
dτ（10）

结合式（10）和（7），对式（9）两边求期望可得：

mμ̈x ( t )+ cD q
c[ μx ( t ) ]+ kμx ( t )+ E ( f )=

F ( t ) sin ( ω 0 t ) （11）
式（9）减去式（11）后可得：

mẍ̂ ( t )+ cD q
c[ x̂ ( t ) ]+ kx̂ ( t )+ f - E ( f )= w ( t )

（12）
因此，联合激励下分数阶非线性运动方程式（1）

可分解为确定性运动方程（11）和随机运动方程（12）。

由于式（11）包含随机分量，式（12）包含确定性分量。

因此，这两组方程式相互耦合，须同时考虑才能求得

系统响应。

1. 2　确定性响应的时变谐波平衡法

考虑立方非线性刚度（Duffing 振子）的情况，即

f [ x ( t )，ẋ ( t )，ẍ ( t ) ]= εkx3 ( t ) （13）
式中  ε为非线性强度系数。

本文采用时变谐波平衡法求解式（11），与结构
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初始条件有关的瞬态响应会因为阻尼逐渐衰减。

因此，考虑确定性响应频率为共振频率且包含幅值

非 平 稳 的 情 况 ，确 定 性 响 应 可 用 如 下 描 述 函 数

表示：

μx ( t )= A ( t ) cos ( ω 0 t )+ B ( t ) sin ( ω 0 t ) （14）
式中  A ( t )和 B ( t )为时间慢变幅值。为简化计算，

省略幅值系数的时间参数。响应的分数阶导数可近

似写为：

D q
c[ ]μx ( )t = ωq

0
é

ë
ê
êê
êA cos (ω 0 t + πq

2 )+

                 B sin (ω 0 t + πq
2 ) ùûúúúú （15）

将式（13）~（15）代入式（11）可得：

          m [ - Aω 2
0 cos ( ω 0 t )- Bω 2

0 sin ( ω 0 t )]+

          cωq
0
é

ë
ê
êê
êA cos (ω 0 t + πq

2 )+ B sin (ω 0 t + πq
2 ) ùûúúúú+

          k [1 + 3εσ 2
x̂ ( t ) ][A cos ( ω 0 t )+ B sin ( ω 0 t )]+

εk [A cos ( ω 0 t )+ B sin ( ω 0 t )] 3 = F ( t ) sin ( ω 0 t )（16）
将式（16）展开，考虑一次谐波平衡，可得两组代

数方程：

         -mAω 2
0 + cωq

0 (A cos πq
2 + B sin πq

2 )+

        k [1 + 3εσ 2
x̂ ( t ) ] A + 3εk

4 (A3 + AB2)= 0 （17）

       -mBω 2
0 + cωq

0 (B cos πq
2 - A sin πq

2 )+

 k [1 + 3εσ 2
x̂ ( t ) ] B + 3εk

4 (B3 + A2 B)= F ( t ) （18）

结合式（17）和（18）可以求得依时间慢变的谐波

系数 A ( t )和 B ( t )。然而，式（17）和（18）包含未知的

随机响应标准差 σx̂ ( t )，因此，还需引入随机微分方

程进行联立求解。

1. 3　随机响应的统计线性化方法

考虑使用等效线性方程：

mẍ̂ ( t )+ cD q
c[ x̂ ( t ) ]+ kx̂ ( t )+ ke x̂ ( t )= w ( t )  （19）

代替式（12），并使得二者之间的差别：

ε = f - E ( f )- ke x̂ ( t ) （20）
在均方意义上最小［28］，即

E ( dke

dx̂ )= 0 （21）

可得：

ke( t )= 3εk [ σ 2
x̂ ( t )+ μ2

x ( t ) ] （22）
可见，其与随机响应标准差 σx̂ ( t )和确定性响应

μx ( t )有关。σx̂ ( t )的非平稳性主要源于慢变的随机

激励调制函数 a ( t )；μx ( t )的时变性来源于慢变的谐

波调制函数 F ( t ) 和快变的被调制谐波 sin ( ω 0 t )/
cos ( ω 0 t )。注意到，以上非平稳性或时变性导致了

等效线性刚度 ke 为时间 t 的函数。将 ke( t )中的快变

分量 μx 在一个周期内平均，即

μ̄2
x ( t )= 1

T 0
∫

t - T0

2

t + T0

2
μ2

x (τ ) dτ = A2( )t
2 + B2( )t

2   （23）

将式（23）代入式（22）得：

k̄e( t )= 3εk [ σ 2
x̂ ( t )+ μ̄2

x ( t ) ]=

3εk [ σ 2
x̂ ( t )+ A2 /2 + B2 /2] （24）

式中  T 0 = 2π/ω 0。由此得到的 k̄e( t )为时间慢变

函数。结合式（19）和（23）可得等效线性方程为：

mẍ̂ ( t )+ cD q
c[ x̂ ( t ) ]+ [ k + k̄e( t ) ] x̂ ( t )= w ( t ) （25）

对式（25）的时域响应做 Laplace 变换，并注意到

k̄e( t )依时间慢变，可得：

x͂ ( s)= h͂ ( s，t ) w͂ ( s) （26）
其中，w͂ ( s)和 x͂ ( s)分别为 w ( t )和 x̂ ( t )的 Laplace 变

换，h͂ ( s，t )为时变传递函数，即

h͂ ( s，t )= 1
ms2 + csq + k + k̄e( )t

（27）

此时，时变频响函数为：

H (ω，t )= h͂ ( iω，t ) （28）
一般而言，对于任意阶分数阶导数，式（27）不能

精确地表示为极点⁃留数的形式。将式（28）做逆

Fourier变换：

h (τ，t )= 1
2π ∫

-∞

∞

H (ω，t ) eiωτ dω （29）

h (τ，t )为时变脉冲响应函数，即 t - τ 时刻的单

位脉冲在 t时刻引起的响应。通过 Prony⁃SS 数值算

法［11⁃12］（详见附录）将 h (τ，t )写为：

h (τ，t )≈ ∑
n = 1

Nn

βn ( t ) eμn( )t τ （30）

的形式。对式（30）做 Laplace 变换，可得式（27）的极

点⁃留数形式：

h͂ ( s，t )= ∑
n = 1

Nn βn ( )t
s - μn ( )t

（31）

式中  βn ( t )和 μn ( t )分别为二维函数 h͂ ( s，t )关于 s

的留数和一阶极点。此时，脉响函数（30）是关于时

间 τ 的函数，将随机激励的时变特性考虑到系统中，

可得：

H ′(ω，t )=∫
0

t

h ( t - θ，t ) a (θ) e-iωθ dθ （32）

式中  θ = t - τ。

将式（4）代入式（32）可得：

1341



振   动   工   程   学   报 第  37 卷

H ′(ω，t )=∫
0

t

h ( t - θ，t )∑
l = 1

Nl

γl eκlθ dθ （33）

式中  kl = υl - iω。

式（33）可看作外荷载为∑
ι = 1

Nι

γι eκι τ 时的线性系统

的响应。

对式（33）做 Laplace 变换可得：

H͂ ( s，ω)= h͂ ( s，t ) ⋅∑
l = 1

Nl γl

s - κl
（34）

将式（31）代入式（34）可得：

H͂ ( s，ω)= ∑
n = 1

Nn βn ( )t
s - μn ( )t

⋅∑
l = 1

Nl γl

s - κl
（35）

将式（35）展开为极点⁃留数的形式：

H͂ ( s，ω)= ∑
n = 1

Nn an ( )t
s - μn ( )t

+ ∑
l = 1

Nl bl( )t
s - κl

（36）

其中，an ( t )和 bl( t )为：

an = lim
s → μn( )t

[ s - μn ( t ) ] H͂ ( s，ω)= ∑
l = 1

Nl βn ( )t γl

μn ( )t - κl

 （37）

bl = lim
s → κl

( s - κl) H͂ ( s，ω)= ∑
n = 1

Nn βn ( )t γl

κl - μn ( )t
 （38）

对式（36）做 Laplace 逆变换可得：

H ′(ω，t )= ∑
n = 1

Nn

an ( t ) eμn( )t t + ∑
l = 1

Nl

bl( t ) eκl t （39）

将式（37）和（38）代入到式（39）可得：

H ′(ω，t )= ∑
l = 1

Nl

∑
n = 1

Nn βn ( )t γl

μn ( )t - κl

( )eμn t - eκl t （40）

系统响应功率谱密度为：

Sx (ω，t )= H ′(ω，t ) Sw (ω) H̄ ′(ω，t ) （41）
H̄ ′( t，ω)为 H ′( t，ω)的复共轭，Sw ( )ω 为激励平

稳部分的功率谱密度，将式（40）代入到式（41）可得：

Sx̂ ( t，ω)= ∑
l = 1

Nl

∑
j = 1

Nl

∑
n = 1

Nn

∑
m = 1

Nn γl γj βn ( )t -
β

m
( )t

( )μn ( )t - κl ( )-
μ

m
( )t - -

κ j

⋅ 

{e[ ]μn( )t + -
μ

m ( )t t - e[ ]μn( )t + -
κ j t - e[ ]-

μ
m ( )t + κl t + e( )κl + -

κ j t}Sw (ω)
（42）

对式（42）中 ω 积分可得随机响应分量方差［11］：

          σ 2
x̂ ( t )= ∑

l = 1

Nl

∑
j = 1

Nl

∑
n = 1

Nn

∑
m = 1

Nn 2πS0 γl γj βn ( )t β̄m ( )t
μn ( )t + μ̄m ( )t - υl - ῡ j

⋅

                          éëe
[ ]μn( )t + -

μ
m ( )t t - e( )υl + υj tù

û （43）

上 式 中 的 βn ( t )，μn ( t ) 依 赖 于 等 效 线 性 刚 度

k̄e( t )。综上：式（17）和（18）给出了 A ( t )，B ( t )，σx̂ ( t )
之间关系的两个方程；式（43）给出了 σ 2

x̂ ( t )和 k̄e( t )
之 间 关 系 的 第 三 个 方 程 ；式（24）建 立 了 k̄e 和

A ( t )，B ( t )，σx̂ ( t )之间关系的第四个方程。可通过

数值方法求解以上四个非线性代数方程。

1. 4　求解流程

为此，构造双重循环流程求解。选用 Newton
迭代法［29］求解谐波系数 A ( t )和 B ( t )，构造矩阵：

x= [A，B ] T
（44）

F ( x )= [ f1 ( x)，f2( x) ] T
（45）

式中

f1 ( x)= -mAω 2
0 + cωq

0 (A cos πq
2 + B sin πq

2 )+

                 k [1 + 3εσ 2
x̂ ( t ) ] A + 3εk

4 (A3 + AB2) （46）

f2( x)= -mBω 2
0 + cωq

0 ( - A sin πq
2 + B cos πq

2 )+

                k [1 + 3εσ 2
x̂ ( t ) ] B + 3εk

4 (B3 + A2 B)- F ( t )
（47）

迭代方程为：

x ( )i + 1 = x ( )i -
F ( )x ( )i

J ( )x ( )i
，  i = 0， 1， 2，⋯ （48）

其中 Jacobian 矩阵为：

J=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
∂f1 ( )x
∂A ( )t

∂f1 ( )x
∂B ( )t

∂f2( )x
∂A ( )t

∂f2( )x
∂B ( )t

（49）

外环迭代步骤为：

（1） 确定谐波系数 A ( t )和 B ( t )的初值和随机

响应分量的标准差 σx̂ 的初值。令非线性强度系数

ε = 0，则 k̄ ( )0
e = 0，通过式（17）和（18）求得谐波系数

的初值 A( )0 ( t )和 B( )0 ( t )，通过式（43）求得随机响应

分量标准差初值 σ ( )0
x̂ ，设迭代步 i = 0。

（2） 将 σ ( )i
x̂ 代入式（48）利用 Newton 迭代法更新

谐波系数 A( )i + 1 和 B( )i + 1 ；利用 A( )i + 1 ，B( )i + 1 和 σ ( )i
x̂ 通

过式（24）求得等效线性刚度系数 k̄ ( )i + 1
e ；根据式（43）

求得更新后的标准差 σ ( )i + 1
x̂ 。

（3） 判定收敛：如不收敛，i = i + 1，并回到第

（2）步；如收敛，结束循环。

值得注意的是，本节的方法同样也适用于随机

激励分量为调制色噪声或/和确定性激励具有多谐

波分量的情形。相应地，需要采用前置滤波器方法

对式（12）扩阶或/和使用多谐波平衡法处理式（11）。

2　数值算例

作为演示算例，考虑归一化的分数阶 Duffing 振

子 。 参 数 为 ：m = 1 kg，ζ = 0.2，ω n = 1 rad/s，q =
0.5，ε = 0.1，运动方程为：
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          ẍ ( t )+ 2ζD q
c[ x ( t ) ]+ x ( t )+ εx3 ( t )=

                        w ( t )+ F ( t ) sin ( ω 0 t ) （50）
取调制谐波激励的参数 A F = 0.5，ω 0 = 1.1；白

噪声强度取 S0 = c/ (π mk )；确定性激励时间调制

函数参数为 μ1 = 0.02，μ2 = 0.1，能够较好地体现地

震波的非平稳特性。

随机激励时间调制函数为：

a ( t )= e-0.05t - e-0.1t （51）
即 N l = 2， γ1 =-1，γ2 = 1， υ1 =-0.05， υ2 =-0.1。

求解随机方程过程中，使用 Prony⁃SS 数值算法

获得极点和留数时，本文选用参数为：项数 N n = 3、
频率间隔 Δω = π/64、频率点数 N = 1024、上限截止

频率 ωN = 16π。
为便于误差分析，本文对于所建议方法（Pro⁃

posed Method， PM）和 Monte Carlo 模 拟（Monte 
Carlo Simulation， MCS）得到的随机响应分量标准

差做时间平均：

σ̄ x̂ = 1
T ∫

0

T

σx̂ ( t ) dt （52）

对确定性响应包络函数取时间平均：

μ̄x = 1
T ∫

0

T é

ë

ê
êê
ê
ê
ê A2( )t + B2( )t

2
ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

dt （53）

式中  T 为总时长。

2. 1　典型响应

本文建议的方法计算得到的响应标准差和均值

与 MCS 的结果对比如图 1所示。其中，MCS 中样本

激励由谱表现方法生成，样本数为 10000个。由图可

见，除确定性响应起始部分外，建议方法得到的响应

标准差和均值与 MCS 估计的结果几乎吻合，而且可

以很好地体现响应的非平稳性。图 1（a）中，由两种

方法得到的响应均值稳态平均功率相差-8.63%；

图 1（b）中，两种方法得到的响应标准差时间平均则

相差 0.22%，验证了所建议方法具有较好的精度。

为进一步验证所建议方法在其他参数设置情况

下的适用性，进行以下参数分析。

2. 2　确定性谐波激励频率

确定性谐波激励频率无疑会影响确定性响应分

量。定性而言，激励频率接近线性系统自振频率时

会增大 μx 的幅值。确定性激励频率如何影响随机

响应分量，仍有待考察；同时，需研究所建议方法在

确定性激励频率变化时的适用性。为此，除使确定

性谐波激励频率变化外，其他系统和激励参数同 2.1
节。图 2 和 3 所示为不同频率引起的系统响应变化

图 1 联合激励下分数阶 Duffing 振子的响应

Fig. 1 Typical response of a fractional Duffing oscillator 
subjected to combined excitation

图 2 确定性响应包络函数的时间平均与谐波激励频率之间

的关系

Fig. 2 Time⁃averaged envelope function of the deterministic 
response versus frequency of the harmonic excitation

图 3 随机响应标准差的时间平均与谐波激励频率之间的

关系

Fig. 3 Time⁃averaged standard deviation of the stochastic 
response versus frequency of the harmonic excitation
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曲线。由图 2，3 可见，谐波激励频率改变时，对确定

性响应有较大影响。使确定性响应包络平均 μ̄x 达

到峰值的谐波激励频率大于自振频率 1.0 rad/s
幅⁃频响应曲线向高频倾斜，符合硬化系统的特征。

此外，在确定性响应的峰值频率处，随机响应标准差

σ̄ x̂ 的时间平均达到最低。总体而言，所建议方法准

确地捕捉了 MCS 结果显示的上述响应特征，且和后

者预测结果的吻合性较好。值得注意的是，当确定

性激励分量频率处于 1.1~1.2 rad/s 之间（主外共振

频率）时，方法对预测响应标准差时间平均的适用性

降低。

2. 3　确定性谐波激励幅值

确定性谐波激励幅值同样会影响系统确定性

响应分量。因此，需考察确定性谐波激励幅值对随

机响应的影响，同时研究在这种情况下所建议方法

的适用性。同样地，除使谐波激励幅值 A F 变化外，

其他系统和激励参数同 2.1 节。考察 A F 与系统响

应之间的关系。如图 4 和 5 所示分别为两种方法得

到的确定性响应包络平均 μ̄x 和随机响应分量标准

差的时间平均 σ̄ x̂ 与谐波激励幅值之间的关系曲线。

可以看出，μ̄x 随着谐波激励幅值增大而增大，两种

方法之间的最大误差仅为 3.37%；反之，σ̄ x̂ 随着谐

波激励幅值增大仅稍有下降，两种方法之间的最大

误差约为−3.93%。

2. 4　随机激励谱强度

考察随机激励谱强度 S0 对系统响应的影响。

同样地，除使 S0 变化外，其他系统和激励参数同 2.1
节。考察随机激励谱强度 S0 (10-4 ~102)与系统响

应之间的关系。图 6 和 7 所示分别为所建议方法和

MCS 得到的确定性响应包络平均 μ̄x 和响应标准差

时间平均 σ̄ x̂ 与 S0 之间的关系曲线。可见，σ̄ x̂ 随谱强

度 S0 的增大而增大，两种方法获得结果之间的最大

误差约为-7.35%；μ̄x 随 S0 的增大而减小，两种方法

所获结果之间的最大误差约为 15.91%。

2. 5　系统非线性强度

非线性强度对系统响应的影响至关重要。考

察系统非线性强度变化时所建议方法的适用性及

图 4 确定性响应包络函数的时间平均与谐波激励幅值之间

的关系

Fig. 4 Time⁃averaged envelope function of the deterministic 
response versus amplitude of the harmonic excitation

图 7 联合激励下随机响应标准差的时间平均与白噪声激励

强度的关系

Fig. 7 Time⁃averaged standard deviation of the stochastic 
response versus white noise excitation strength

图 5 随机响应标准差的时间平均与谐波激励幅值

之间的关系

Fig. 5 Time⁃averaged standard deviation of the stochastic 
response versus amplitude of the harmonic excitation

图 6 确定性响应包络函数的时间平均与白噪声激励强度的

关系

Fig. 6 Time⁃averaged envelope function of the deterministic 
response versus white noise excitation strength
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非线性强度对响应分量的影响。如图 8 和 9 所示

为建议方法和 MCS 得到的确定性响应包络平均

μ̄x 和响应标准差的时间平均 σ̄ x̂ 随非线性强度系数

ε 变化的曲线。由图可见，μ̄x 和 σ̄ x̂ 都随 ε 的增加而

降低，其中以 μ̄x 更为显著。图 8 中，所建议方法与

MCS 结果的最大误差约为 3.75%，而图 9 中的最

大误差约为-6.26%，均对应 ε = 1。可见，所建议

方法得到的确定性和随机响应分量的计算精度均

随 ε 的增加而降低，但仍在一般统计线性化方法误

差的合理范围内［28］。

2. 6　系统分数阶大小

根据 Singh 等［30］的研究，分数阶导数模型以较

少的模型参数就能逼近标准线性固体模型（Stan⁃
dard Linear Solid model， SLS， 即多个整数阶导数

阻尼和刚度单元串并联）才能模拟的储能或耗能模

量的频率依赖行为。定性而言，分数阶导数增加时，

模型阻尼成分增加、刚度成分减小；反之，分数阶导

数减小时，模型刚度成分增加、阻尼成分减小。本文

提出采用 Laplace 变换方法计算随机等效线性系统

响应，相比 Yuan⁃Agrawal 的无记忆方法，适用于分

数阶导数（0 < q < 1）较大或较小的情况。因此，有

必要考察分数阶导数不同时所建议方法的适用性，

以及分数阶导数大小对响应标准差的时间平均 σ̄ x̂

和确定性响应包络平均 μ̄x 的影响。如图 10 和 11 所

示分别为 μ̄x 和 σ̄ x̂ 随分数阶 q 变化的曲线，其中给出

了所建议方法和 MCS 得到的结果对比。由图可见，

μ̄x 和 σ̄ x̂ 均随 q 增加而逐渐下降，在 q = 0.1 处达到最

大值和最大误差，均值响应误差约为-13.79%，随

机响应误差约为-5.93%。

3　结  论

本文提出了一种求解分数阶非线性振子在确定

性调制谐波激励和调制白噪声作用下非平稳响应的

统计线性化方法。首先，系统响应表示为确定性调

制谐波响应和零均值响应之和，将原方程等效地分

解为耦合的确定性和随机子微分方程。采用时变谐

波平衡和统计线性化方法分别处理了确定性和随机

子微分方程，得到了响应未知量之间的非线性代数

关系；其中，基于 Laplace 变换和极点⁃留数方法建立

图 8 确定性响应包络函数的时间平均与非线性强度的关系

Fig. 8 Time⁃averaged envelope function of the deterministic 
response component versus nonlinear strength

图 9 随机响应标准差的时间平均与非线性强度的关系

Fig. 9 Time⁃averaged standard deviation of the stochastic 
response versus nonlinear strength

图 10 确定性响应包络函数的时间平均与分数阶大小的

关系

Fig. 10 Time⁃averaged envelope function of the deterministic 
response versus the fractional derivative order

图 11 随机响应标准差的时间平均与分数阶程度的关系

Fig. 11 Time⁃averaged standard deviation of the stochastic 
response versus the fractional derivative order
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了随机等效线性系统响应方差和等效线性参数之间

的关系。最后，利用迭代方法求解了未知量之间耦

合的非线性方程。通过蒙特卡罗模拟对该方法进行

了验证和参数分析。

结果表明：该方法继承了统计线性化方法在处

理非线性随机振动问题方面的普遍适用性，基于

Laplace 变换的分数阶等效线性系统响应的半解析

解精度高、适用于分数阶 0 < q < 1 的所有情况。

注意到，线性分数阶系统的脉冲响应函数具有显式

解析表达，采用它而非由频率响应函数逆变换而来

的数值表达（式（29）），可进一步得到线性分数阶系

统非平稳响应的解析解。本文所建议的方法也可

拓展至滞回非线性系统和多自由度非线性系统等

情况。
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A semi‑analytical method for non‑stationary response determination of 
nonlinear systems subjected to combined excitation
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Abstract: The nonlinear dynamic systems exhibit particular behaviors when subjected to combined deterministic and stochastic ex⁃
citation. A semi-analytical method for calculating the nonstationary response of a fractional nonlinear oscillator subjected to com ⁃
bined excitation is proposed. Representing the system response as a sum of a deterministic component and zero-mean stochastic 
component leads to two equivalent sub-equations for the differential equation of motion. The time-varying harmonic balance meth⁃
od is used for the nonstationary solution of the deterministic differential sub-equation， while the statistical linearization method is 
utilized for obtaining an equivalent linear substitution for the stochastic sub-equation. A semi-analytical solution of the equivalent lin⁃
ear equation is obtained by the Prony-SS and Laplace transform technique. The unknown deterministic/stochastic response compo⁃
nents are obtained by solving the derived nonlinear algebraic equations simultaneously. Monte Carlo simulations demonstrate the 
applicability and accuracy of this method.
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附 录

使用 Prony⁃SS 算法将时变脉冲响应函数 h (τ，t )近似为 ∑
n = 1

Nn

βn ( t ) eμn( )t τ 的形式，考虑到 h (τ，t )是关于激励

时间 τ 和响应时间 t 的二元函数，可先取 τ = τ ( i)并给定采样时间间隔 Δt 使得 h (τi，tk)= h (τ ( i)，kΔt )，k =
0，1，⋯，N - 1，其中，N 为采样点数。通过如下步骤确定 N n，βn ( t )，μn ( t )：
1　确定项数 N n

根据 h (τi，tk)的值构建 Hankel矩阵H i(0)∈ R ξ × η：

H i(0)=

é
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⋮ ⋮ ⋮
h ( )τi，tξ - 1 h ( )τi，tξ ⋯ h ( )τi，tξ + η - 2

（A1）

其中， ξ + η = N，当 ξ=η=N/2 时，矩阵H i(0)为方阵。此时，对式（A1）作奇异值分解可得：

H i(0)= [U 1 U 2 ] é
ë
êêêê ù

û
úúúúΣ 1 0

0 0
é
ë
êêêê

ù
û
úúúúV T

1

V T
2

= U 1 Σ 1V T
1 （A2）

注意到：由于奇异值分解之后矩阵 Σ 1 为对角矩阵，矩阵 Σ 1 的元素值从大到小排列，分别代表了在每个基

vT
i 上对应的权重。为了简便计算，截取权重较大的前 N n 项，此时，U 1 ∈ R ξ × Nn，Σ 1 ∈ RNn × Nn，V 1 ∈ Rη × Nn。

2　确定系数 μn ( t )
根据 h (τi，tk)的值构建 Hankel矩阵H i(1)∈ R ξ × η：

H i(1)=
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（A3）

使用式（A2）中矩阵计算：

A= Σ
- 1

2
1 U T

1 H i ( 1 )V 1 Σ
- 1

2
1 （A4）

求解式（A4）的特征值 zn，n = 1，⋯，N n，得到系数 μn ( i)= ln ( zn) /Δt。

3　确定系数 βn ( t )
根据 h (τi，tk)和特征值 zn 求解线性方程组：
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（A5）

通过以上程序可得到 N n，βn ( i)，μn ( i)，使 i = i + 1 遍历激励时间 τ 即可得到 N n，βn ( t )，μn ( t )，从而将时变

脉冲响应函数 h (τ，t )近似为指数函数叠加的形式，详细推导可以参考文献［12］。
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