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摘要: 贝叶斯 FFT 算法是运营模态分析的最新一代算法，以其准确性高、计算速度快、可有效进行不确定性度量等

优点受到广泛关注。然而，现有贝叶斯 FFT 算法针对不同情况（稀疏模态、密集模态、多步测试等）需采用不同优化

算法，且编程实现极为复杂。为此，本文旨在提出针对不同情况的贝叶斯 FFT 算法的统一框架，并实现模态参数的

高效求解；视结构模态响应为隐变量，建立贝叶斯模态识别单步测试和多步测试的隐变量模型框架；针对提出的隐

变量模型运用期望最大化算法实现各种情况下模态参数的统一贝叶斯推断，利用隐变量解耦模态参数优化过程，采

用 Louis 等式间接求取似然函数的 Hessian 矩阵。通过两个实际工程测试案例，并与现有方法对比，验证所提方法

的准确性和高效性。分析结果表明，本文所提算法与现有方法结果相同，但其推导简单、易编程，尤其对于密集模态

识别问题具有明显的计算优势。本文为贝叶斯模态识别建立起统一的隐变量模型框架，在很大程度上简化原本繁

琐且冗长的推导过程，提高计算效率，同时也为应用变分贝叶斯、吉布斯采样等算法求解贝叶斯模态识别问题提供

了可能。
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引　言

由于数据采集相对简便且不干扰正常运营，运

营模态分析已逐步发展为土木工程结构振动测试的

重要手段。该方法利用结构在环境振动下的响应数

据识别模态参数（自振频率、阻尼比和振型等），识别

结果反映结构在正常运营状态下的动力学特征，为

结构健康监测［1］、振动控制［2］和设计验证［3］等工作的

开展提供了基础工具。

基于贝叶斯统计的运营模态识别方法可在实现

模态参数估计的同时量化识别不确定性。它将模态

参数视为随机变量，参数识别结果以后验概率分布

形式给出，该后验分布正比于先验分布和似然函数

的乘积。目前已开发出时域算法［4⁃5］、功率谱密度算

法［6］和贝叶斯 FFT 算法［7］等模态识别方法。贝叶斯

FFT 算法得到了最广泛的关注，被应用于稀疏模

态［8］、密集模态［9］、多步测试［10］和时间异步数据［11］等

各种实际工况。

贝叶斯 FFT 算法采用 Laplace 逼近，即用高斯

分布逼近后验分布，将均值选作模态参数的点估计，

以协方差矩阵表征识别不确定性［12］。由于在运营模

态分析中数据量一般较大，根据中心极限定理，La⁃
place 逼近可以较准确地求解模态参数的后验概率

分布。贝叶斯 FFT 算法通过数值优化算法最大化

似然函数，然后采用解析求导获得似然函数的二阶

导数矩阵（Hessian 矩阵），进而求得模态参数的协方

差矩阵［13］。该方法易于理解，但其编程实现极为复

杂，尤其是密集模态条件下计算效率大打折扣。

运营模态分析只利用结构振动响应数据，实验

模态分析却可同时利用输入、输出信息，从而更准确

地识别结构模态参数。受此启发，如果能够先识别

输入荷载，进而可把运营模态分析近似转化为实验

模态分析。需指出地是，这种条件下获得的输入荷

载只是估计结果且具有较大不确定性，并不能直接

套用实验模态分析方法。为此，本文将运营模态分

析中未被测量的输入荷载视作“隐变量”，并应用隐

变量模型理论［14⁃15］考虑输入荷载估计的不确定性，

从而简化贝叶斯 FFT 算法中后验均值和 Hessian 矩

阵的求解。实际上隐变量模型在土木工程中早有应
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用：例如，KULLAA［16］将温、湿度等当作隐变量用以

消除环境因素对桥梁模态频率的影响，NAIR 等［17］

使用混合高斯模型对结构损伤识别中的特征向量进

行概率建模。上述工作均从数据分析角度直接应用

不同隐变量模型，并未涉及与物理模型的结合，无法

解释实际工程问题中构建和求解隐变量模型的具体

意义。

本文首先介绍统计学习中隐变量模型框架及常

用的期望最大化算法；然后从结构动力学的基本物

理关系出发将贝叶斯 FFT 算法中的概率模型归结

为隐变量模型，针对单步测试和多步测试提出求解

贝叶斯 FFT 后验均值和协方差矩阵的方法；最后，

本文以单步测试和多步测试的两个工程实例验证上

述方法的正确性和有效性。

1　隐变量模型概述

为解释观察到的现象，常用方法是构建参数模

型m ( u，θ )，建立输入向量 u和输出向量m的函数关

系，其中 θ为参数向量。由于建模误差和测量误差

难以避免，实际观测向量 y和模型输出 m之间必然

存在差异，即：

y= m (u，θ )+ ε （1）
式中      ε为误差向量。

为建立与式（1）对应的概率分布模型，随机嵌入

方法［18］被广泛采用，即首先通过最大熵原理［19］给定

误差 ε的概率分布，并据此构建似然函数 f ( y|u，θ )，
然后给定参数 θ的先验分布  π ( θ )（反映研究人员对

未知参数的知识和理解），进而获得联合概率分布

模型：

p ( y，θ|u )= f ( y|u，θ ) π ( θ ) （2）
给定测量数据  y，贝叶斯定理提供了计算参数 θ

后验分布的方法：

p ( θ|y，u )= z-1 f ( y|u，θ ) π ( θ ) （3）

式中      z =∫ f ( y|u，θ ) π ( θ ) dθ为归一化常数，常被

称为“证据函数”，广泛应用于模型选择问题［20］。

由于仪器数量有限、数据缺失或无法直接获取

感兴趣的物理量，并非所有输入向量 u或观测向量 y

中的变量都能被实际测量。此时，引入隐变量，式

（1）可写成：

{ y，x 1 }= m ({u，x 2}，θ )+ ε （4）
式中　x 1 和 x 2 表示未被观测到的隐变量，记作 x=
{x 1，x 2}。 应 用 随 机 嵌 入 方 式 ，可 以 获 得 隐 变 量

模型：

p ( x，y，θ|u )= f ( x，y|u，θ ) π ( θ ) （5）

式中　概率分布 f ( x，y|u，θ )一般被称作完全似然

函数，表征了隐变量 x和观测值 y与输入向量 u的相

互关系。其与似然函数 f ( y|u，θ )的关系为：

f ( y|u，θ )=∫ f ( x，y|u，θ ) dx （6）

为了区分，在隐变量模型中似然函数 f ( y|u，θ ) 
又被称作非完全似然函数。

在隐变量模型（5）中，给定测量数据 y，参数 θ的

后验概率分布 p ( θ|y，u )仍需通过式（3）求解。但由

于需首先利用式（6）求得非完全似然函数，其后验推

断过程往往更为复杂。近年来，针对隐变量模型，新

的推断算法不断被提出，如期望最大化［21］、变分贝叶

斯［22］和吉布斯采样［23］等。这些算法极大促进了隐变

量模型在实际工程中的应用。在贝叶斯参数辨识

中，期望最大化算法适用于 Laplace 逼近，要求大样

本和参数具备全局可辨识性；变分贝叶斯可用于解

决小样本推断问题，且可规避 Hessian 矩阵的计算难

题；吉布斯采样具有广泛的适用性，但计算效率偏

低。已有经验表明，在大样本条件下三种算法的计

算结果极为接近。本文将贝叶斯 FFT 算法中的概

率模型转化为隐变量模型，通过挖掘隐变量模型的

优势，利用期望最大化算法实现模态参数后验均值

和协方差矩阵的求解。

2　期望最大化算法

根据中心极限定理，在数据量较大条件下，参数

θ的后验概率分布 p ( θ|y，u ) 可用高斯分布近似，即

Laplace 逼近。对于该高斯分布，其均值为极大后验

估计量 θMAP，协方差矩阵 Ĉ由负对数后验函数在

θ= θMAP 处 Hessian 矩阵的逆矩阵给出，即：

θMAP = arg max 
θ

L (θ )=

arg max 
θ

ln [ f ( y|u，θ ) π (θ ) ] （7）

Ĉ=
é
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ê
ê
êê
ê
ê
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|∂2 L ( )θ

∂θ∂θT
θ= θMAP

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

-1

（8）

式中　L ( )θ 表示对数后验分布函数；“ arg max
θ

[ ∙]”

表示最大值运算；“[ ∙]-1
”表示矩阵的求逆运算。期

望最大化算法天然适用于 Laplace 逼近，本节将对该

算法进行详细介绍。

在隐变量模型中，由于非完全似然函数通常是

观测值和未知参数的复杂函数，因此求解 θMAP 和 Ĉ

十分困难。在这方面，期望最大化算法提供了一种

系统且易于处理的方法：采用迭代计算估计 θMAP。

设定初始值 θ ( 0 )，期望最大化算法迭代有以下两个
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步骤：

（1） E 步：给定输入数据 u，观测数据 y和当前参

数估计值 θ ( t )，计算完整数据对数后验分布函数

L (θ )= ln [ f ( x，y|u，θ ) π (θ ) ]的条件期望：

Q (θ|θ ( )t )= Ex[ (θ ) ]=∫L ( )θ f ( x|y，u，θ ( t )) dx （9）

式中　“Ex[ ∙]”表示针对隐变量 x的期望运算；

（2） M 步：最大化上述 Q ( θ|θ ( t ) )，并令：

θ ( t + 1 ) = arg max
θ

 Q (θ|θ ( )t ) （10）

重复执行上述两步直至收敛。

此外，对于后验协方差矩阵 Ĉ的求取，LOUIS
等式［24］给出了式（8）中函数 L (θ )的 Hessian 矩阵的

求解公式：

∂2 L ( )θ
∂θ∂θT = ∂2 Q

∂θ∂θT + Ex
é
ë
êêêê

∂L
∂θT

∂L
∂θ

ù
û
úúúú- ∂Q

∂θT

∂Q
∂θ   （11）

通常在期望最大化算法 M 步最大化 Q 函数时

已经得到函数 Q 关于 θ的一阶导数，因此上式第二、

三项可直接利用其结果，另外函数 Q 对参数 θ的二

阶求导一般较 L (θ )对参数 θ的二阶求导更为简便。

因此，通过式（11）计算 Hessian 矩阵相比于直接法往

往效率更高。

期望最大化算法充分利用“分而治之”的思想，

将原问题分解为更易于求解的子问题。特别是当概

率模型属于指数分布族时，E 步变为求解充分统计

量的期望，在 M 步中函数 Q 为关于未知参数 θ二次

函数，其最优解可解析获得［25］。贝叶斯 FFT 算法的

概率模型属于指数分布族，可利用期望最大化算法

实现高效求解。在文献［21］中已经应用期望最大化

算法实现单步测试贝叶斯 FFT 算法的极大后验估

计 θMAP，本文将进一步应用公式（11）完成后验协方

差估计 Ĉ，并拓展其在多步测试中的应用。

3　贝叶斯 FFT模态识别

运营模态分析只利用结构的动力响应，而缺少

相应激励信息，因此在运用隐变量模型进行概率建

模时很自然地将激励或与之相关的物理量视作隐变

量。本节将详细讨论在频域内构建运营模态分析

中，两类测试的隐变量模型和期望最大化算法求解

的过程。

3. 1　单步测试

单步测试是指用 n 个拾振器同时测量结构 n 个

测点的动力响应，且其位置不随时间改变，是结构健

康监测、动力测试中最常用的方法。

3. 1. 1　隐变量模型

假定采样频率为 fs（单位：Hz），采样时长为 T

（单位：s），测得的结构动力响应记为{ ŷ j}∈ Rn（j =
0，⋯，N - 1； N = Tfs），则其对应频域数据表达为

F̂ k = 1
Nfs

∑
j = 0

N - 1

{ }ŷ j e-2πijk/N，其中 F̂ k 为频率 fk = kfs N

处的离散傅里叶变换值，i为虚数单位。应用模态叠

加法［26］，对结构自振频率附近一个频带内的频域数

据进行概率建模：

F̂ k =Φη k + εk （12）
式中　Φ ∈ Rn × m 为振型矩阵（m 为所选频带内模态

阶数，一般不超过 3 个）；εk ∈ Cn × 1 为噪声项。模态

响 应 表 达 为 η k = h k p k ∈ Cm × 1， 其 中 h k =
diag (h1k  h2k  ⋯  hmk)∈ Cm × m 为 频 响 函 数 矩 阵 ，

p k ∈ Cm × 1 为模态激励。在假定线性时不变系统和

经典阻尼的情况下，频响函数可表示为：

hik = ( )2πifk

-q

( )1 - β 2
ik - 2ζi βik i

， βik = fi

fk
（13）

式中     fi 和 ζi 分别表示结构在所选频带内的第 i阶自

振频率和阻尼比；q 等于 0，1 和 2 分别对应加速度、

速度和位移数据。

贝叶斯 FFT 方法假定模态激励 p k 和噪声项 εk

分别服从相互独立的复高斯分布，即 p k ~CN (0，S)
和 εk ~CN (0，Se In)，S ∈ Cm × m 和 Se ∈ R 为相应的功

率谱密度，In 表示维度为 n 的单位矩阵。给定测量

频域数据 F̂ k（k = 1，⋯， N f；N f 为所选频带内 FFT
点 数），为 识 别 未 知 参 数 θ={ f，ζ，Φ，S，Se}（f=
[ f1   f2   ⋯   fm ]T，ζ=[ ζ1   ζ2   ⋯   ζm ]T），贝叶斯 FFT
方法假定先验 π (θ )为均匀分布，然后基于 Laplace
逼近原理，通过直接优化获得极大后验估计 θMAP，对

未知参数逐一进行二阶求导获得 Hessian 矩阵并以

其伪逆作为协方差矩阵［13］（下文称直接法）。

本文应用隐变量模型，将模态响应 η k 视作隐变

量，可得其完整数据对数后验分布函数：

L= ln [ f (η k，F̂ k |θ ) π (θ ) ]=

-(m + n) N f ln π ( )θ - nN f ln | Se |-

S-1
e ∑

k = 1

Nf

é
ë
êêêê ù

û
úú( )F̂ k -Φη k

* ( )F̂ k -Φη k -

∑
k = 1

Nf

[ ]η*kΗ-1
k η k + ln ||Η k （14）

式中　H k = h kSh*k。另外，基于复高斯分布的性质，

条件分布 p ( η k |F̂ k，θ )仍为复高斯分布，其均值和协

方 差 矩 阵 分 别 为 P-1
k ΦT F̂ k 和 Se P-1

k ，其 中 P k =
SeH -1

k +ΦTΦ。下面在利用期望最大化算法求解
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时应用这一结论。另外需要指出的是，本文曾考虑

将模态激励 p k 视作隐变量，但发现求解过程更为复

杂，且在计算效率上也无优势。因此，本文最终选择

模态响应 η k 为隐变量，从而简化推导过程。

3. 1. 2　期望最大化算法求解

在本小节中，将针对隐变量模型式（14）应用期

望最大化算法实现模态参数的高效求解。

根据本文第 2 节介绍，在 E 步中求取式（14）对

条件分布 p ( η k |F̂ k，θ )的期望构建 Q 函数，并在 M 步

中通过优化未知参数 θ最大化 Q 函数，最后利用

Louis 等式计算 Hessian 矩阵。受篇幅所限，且公式

较为冗长，本文省略推导过程，主要结果如表 1
所示。

相比于直接法，由于隐变量 η k 的引入，除频率

和阻尼比外，其他未知参数在 M 步可以以解析解的

形式依次被更新，避免了直接法中原有的大量迭代

步，特别是对参数量巨大的振型（正比于数据通道总

数）而言，有效地提高了优化效率。在求解 Hessian
矩阵时，由于 p ( η k |F̂ k，θ )是复高斯分布且其均值与

协方差矩阵在 E 步构建 Q 函数已求得，因此对 Q 函

数求二阶导数较直接法对似然函数求二阶导更为简

单。另外，需要说明的是，本文提出的隐变量模型计

算框架理论上适用于多阶模态参数的同时识别，矩

阵求导规则的应用更进一步统一了推导过程，因此

无需如文献［8 ⁃9］所示明确区分稀疏模态和密集

模态。

3. 2　多步测试

在实际工程中，考虑到经济成本及现场测试环

境，多步模态测试方式也广泛被采用，即通过在不同

测点反复使用一定数目（少量）的传感器来分布式测

量具有较大自由度数目的结构，从而获得结构的全

局振型。

3. 2. 1　隐变量模型

多步测试中每个测步的数据建模过程与单步测

试基本相同，但模态参数受温湿度等因素影响往往

体现出一定的时变性，因此本文建模时直接考虑这

一影响，假定频率、阻尼比等模态参数在不同测步内

取不同值，但在同一测步内保持不变，同时振型不随

时间而变以获得全局振型。具体而言，假定某次测

试共有 ns 个测步，结构自振频率附近一个频带内的

第 r测步频域数据可建模为：

F̂ ( )r
k = C rΦη ( r )

k + ε ( r )
k （15）

式中　Φ ∈ Rn × m 为全局振型矩阵；C r ∈ Rnr × n 为传感

器位置矩阵（nr 表示测步 r 的传感器总数），如果第 i
个传感器测量全局振型的第 j 个自由度，那么 C r 的

( i，j)元素为 1，否则为 0；其余参数与式（12）具有相

同含义。模态响应 η ( r )
k = h ( r )

k p ( r )
k ∈ Cm × 1 包含模态激

励 p ( r )
k ∈ Cm × 1 和频响函数矩阵 h ( r )

k ∈ Cm × m 信息，频响

函数的表达式与式（13）相同，反映频率 f ( )r 和阻尼比

ζ ( )r 的影响。

与单步测试类似，假定模态激励 p ( r )
k 和噪声项

ε ( r )
k 分 别 服 从 相 互 独 立 的 复 高 斯 分 布 ，即

p ( r )
k ~CN (0，S( )r )和 ε ( r )

k ~CN (0，S ( r )
e In)，视模态响应

η( )r
k 为隐变量并引入均匀分布先验，可得完整数据对

数后验分布函数 L (θ )= ∑
r = 1

ns

∑
k = 1

Nfr

L ( )r
k ，其中：

L ( )r
k = -(nr + m ) ln π ( θ )- nr ln S ( )r

e -

S ( )r - 1
e

é
ë
êêêê(F̂ ( )r

k -Φ rη( )r
k ) * (F̂ ( )r

k -Φ rη( )r
k ) ùûúú-

ln | H ( )r
k |- η( )r *

k H ( )r - 1
k η( )r

k （16）
式中　N fr 表示第 r 测步所选频带内 FFT 数据点数，

并引入局部振型矩阵Φ r = C rΦ以简化表达式。

多 步 模 态 测 试 未 知 参 数 集 包 含 θ=

{{ f ( )r ，ζ ( )r ，S( )r ，S ( r )
e }，Φ， r = 1，⋯，ns}，总 数 量 为

表 1 单步测试模态识别期望最大化算法伪代码

Tab. 1 Pseudocode of expectation‑maximization algorithm 
for single‑setup modal identification

输入: 频带数据 F̂ k;最大迭代次数 nIter;收敛标准  ε
1        初始化：给定初始值  θ ( 0 ), t = 0;
2        while t < nIter and (θ ( t + 1 ) - θ ( t )) /θ ( t ) ≥ ε do
3                 E 步: 求期望  Q (θ|θ ( t ))= E{ }ηk |F̂ k,θ

[L ]

其中  {η k |F̂ k,θ}~CN ( μ̂ k,Σ̂ k)，μ̂ k = P-1
k ΦT F̂ k,

Σ̂ k = Se P-1
k ，P k = SeH -1

k +ΦTΦ;
4                 M 步: 求解  ∂Q ( )θ|θ ( t ) ∂θ= 0 得到  θ ( t + 1 );

Μ 2k = Σ̂ k + μ̂ k μ̂*
k;

Φ ( t + 1 ) = ∑Re (F̂ k μ̂ k) é
ë

ê
êê
ê∑

k = 1

Nf

Re ( )Μ 2k

ù

û

ú
úú
ú

-1

;

S( t + 1 ) = N -1
f ∑Re (h-1

k Μ 2kh-*
k );

S ( t + 1 )
e = n-1 N -1

f ∑tr{Re (F̂ k F̂ *
k -ΦΜ 2kΦT ) };

利用 MATLAB fminsearch 函数优化求得 f ( t + 1 )

和 ζ ( t + 1 );
5                 更新 θ ( t ) = θ ( t + 1 ), t = t + 1;
6        end while
7        计算 Hessian 矩阵  ∇2

θL (θ ) |θ= θMAP =
|[ ]E 1 + E 2 + E 3
θ= θMAP

其中 E 1 = - ∂Q
∂θT

∂Q
∂θ，E 2 = ∂2 Q

∂θ∂θT ，

E 3 = E ηk |F̂ k,θ
é
ë
êêêê

∂L
∂θT

∂L
∂θ

ù
û
úúúú;

8        求解协方差矩阵 Ĉ= [ - ∇2
θL (θ ) |θ= θMAP ]

†
;  % “†” 

伪逆

输出: 模态参数后验估计 θMAP 及其不确定性 Ĉ
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ns(m + 1) 2 + nm。当多步测试自由度数 n 和测步数

ns 较大时，庞大的未知参数数量给贝叶斯模态参数

识别造成巨大困难。对于密集模态问题（m ≥ 2），

由于模态之间的相互干扰，已有直接法［10］更是难以

收敛。本文将基于上述多步模态测试的隐变量模

型，应用期望最大化算法实现模态参数的极大后验

估计和协方差矩阵快速求解。

3. 2. 2　期望最大化算法求解

基于 3.1.2 节单步测试期望最大化算法，本节将

提出针对多步测试的模态参数识别算法。对比公式

（16）和（14）可以看出，多步模态测试的对数后验分

布函数仅比单步测试情况多一层关于测步数 r 的求

和，所以其期望最大化算法 E 步和 M 步与单步测试

基本相同。值得注意的是，多步测试模型估计的振

型参数是全局振型Φ，但是 Q 函数却是关于局部振

型 Φ r 构建的，因此在 M 步获取全局振型 Φ的解析

更新形式时需要采用复合函数求导。另外关于后验

协方差矩阵 Ĉ的求取，仍然可以使用公式（11）间接

求取 Hessian 矩阵。多步测试模态参数识别期望最

大化算法的伪代码如表 2 所示。

4　实例分析

本节将以工程实例验证本文提出的模态识别算

法，并通过与现有贝叶斯 FFT 算法对比验证其准确

性和高效性。

4. 1　单步测试

本小节以位于浙江省海宁市的某上承式钢筋混

凝土拱桥（如图 1 所示）现场测试为例验证本文单步

测试模态识别方法。

该桥跨度 27 m，宽 5 m。如图 1（b）所示，沿桥两

侧等间距布置 4 个三向伺服式加速度计，其内置 24
位采集仪，外接大容量电池为其供电，以 GPS 形式

进行同步。测试时间为 15 min，采样频率为 100 Hz。
舍弃刚度过大的沿桥方向数据，共测量 16 个自由

度。相应的功率谱密度（PSD）和奇异值谱（SV）如

图 2 所示，PSD 图中，不同颜色的线代表不同自由度

的功率谱密度；SV 图中，不同颜色的线代表功率谱

密度矩阵的各个特征值，并以中括号形式给出了每

个模态所选频带范围，奇异值谱绘制了功率谱密度

矩阵的特征值随频率的变化情况，最大特征值的峰

值代表结构模态的可能位置，在结构频率附近明显

大于其他特征值的特征值数量代表了频带内包含的

模态数（通常不超过 3 个）。频带的选取需综合考虑

统计误差和模型误差，当所选频带过窄时实际采用

数据有限进而造成较高的统计误差，但当频带过宽

时则易引起模型误差，因为本文模型假定模态激励

和测量噪声在所选频带内满足白噪声假定。实际操

作时，可以最大特征值与其他特征值的交接处作为

选取频带的边界。

实际结构各个方向的激励大小可能存在显著差

异，加之测量噪声对低频段影响，可能导致某些方向

表 2 多步测试模态识别期望最大化算法伪代码

Tab. 2 Pseudocode of expectation‑maximization algorithm 
for multi‑setup modal identification

输入: 频带数据 F̂ ( r )
k ；传感器位置矩阵 C r；最大迭代次数

nIter；收敛标准 ε
1        初始化：给定初始值  θ ( 0 ), t = 0;
2        while t < nIter and (θ ( t + 1 ) - θ ( t )) /θ ( t ) ≥ ε do
3                 E 步: 求期望  Q (θ|θ ( t ))= E{ }η( r )

k |F̂ ( r )
k ,θ [L ]

其中  {η ( r )
k |F̂ ( r )

k ,θ}~CN ( μ̂ ( r )
k ,Σ̂ ( r )

k )，μ̂ ( r )
k =

P-1
k ΦT

r F̂ ( r )
k ,Σ̂ ( r )

k = S ( r )
e P-1

k ，P k = S ( r )
e H ( )r  -1

k +
ΦT

r Φ r;
4                 M 步: 求解  ∂Q ( )θ|θ ( t ) ∂θ= 0 得到  θ ( t + 1 );

Μ ( )r
2k = Σ̂ ( )r

k + μ̂( )r
k μ̂( )r *

k ;

A r = S ( )r - 1
e C T

r C r, B r = ∑
k = 1

Nfr

Re ( )Μ ( )r
2k ,

P= ∑
r = 1

ns é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úS( )r - 1

e ∑
k = 1

Nfr

Re ( )C T
r F̂ ( )r

k μ̂( )r *
k

for i = 1:n do

         Φ ( t + 1 )( i,:)= P ( i,:) é
ë
ê
êê
ê∑

r = 1

ns

( )A r( )i,i B r
ù

û
úúúú

-1

end for
S( )r  ( t + 1 ) = N -1

fr ∑Re (h( )r  -1
k Μ ( )r

2k h( )r  -*
k );

S ( )r  ( t + 1 )
e = n-1

r N -1
fr ∑tr{Re (F̂ ( )r

k F̂ ( )r  *
k -

Φ rΜ ( )r
2k ΦT

r ) };
利用 MATLAB fminsearch 函数优化求得

f ( )r  ( t + 1 )和 ζ ( )r  ( t + 1 );
5                 更新 θ ( t ) = θ ( t + 1 ), t = t + 1;
6        end while

% 计算 Hessian 矩阵  ∇2
θL (θ ) |θ= θMAP

7        for r = 1:ns do
利用表 1 算法计算各测步对应 Hessian 矩阵  
∇2
θLr |θ ( r ) = θ ( r )

MAP
;

K r = Im⊗ C r;  % “⊗” Kronecker product
∇2
θL ( IIXr,IIXr)= ∇2

θLr( IXr,IXr);
∇2
θL ( IIϕ,IIϕ)= ∑

r

K T
r ∇2

θLr( )Iϕr,Iϕr K r;

∇2
θL ( IIXr,IIϕ)= ∑

r

∇2
θLr( )IXr,Iϕr K r;

% IIϕ，IIXr，Iϕr 和 IXr 分别对应振型和其他模态参数

在全局

% 参数向量 θ和测步参数向量 θ ( )r 中的索引

8        end for
9        ∇2

θL ( IIϕ,IIXr)= ∇2
θL ( IIXr,IIϕ) T

;

10       求解协方差矩阵 Ĉ= [ - ∇2
θL (θ ) |θ= θMAP ]

†
;

输出: 模态参数后验估计 θMAP 及其不确定性 Ĉ
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的响应被掩盖。如图 2 中 0~5 Hz 的两阶模态，前一

阶模态的峰值明显被后一阶模态掩盖。为了解决此

问题，本文仅采用一个方向的数据识别这些模态。

图 2 奇异值谱中以圆圈代表各阶频率的初始值，其

中黑色代表使用全部测量通道数据进行模态分析，

共 5 个；红色代表只用 z 方向（竖桥向），共 2 个；蓝色

代表只用 y 方向（横桥向），共 2 个。

因竖桥向和横桥向的刚度相差较大，本文所选

频带皆为稀疏模态。由于期望最大化算法结果与直

接法结果在所考虑数值精度内完全相同，而直接法

结果的正确性已被反复验证［7］，所以本文方法的合

理性也可因此得到证明。本文只列出由期望最大化

算法求得的 9 阶模态，如表 3 所示。

变异系数为标准差除以均值，代表了模态参数

的识别不确定性。表 3 给出的变异系数为采用 Lou⁃
is 等式计算所得。耗时定义为针对某阶模态同一电

脑运行两种方法 10 次的平均时间。对于单个稀疏

模态，本文方法与直接法计算效率近似，但在总计算

时间上比直接法节省约 5.4 s。
模态振型的识别结果如图 3 所示。各阶模态以

模态振型的形态命名，如 TY1 表示 y 方向平动一阶，

R3 表示扭转三阶。括号中为振型识别的变异系数，

定义为振型后验协方差矩阵迹的平方根［12］。需要指

出地是，振型 TZ1， TZ3， TY2 和 TY3 因激励过小

被其他模态掩盖而取单个方向的数据分析。结果中

缺少一阶和二阶扭转振动可能是因为其在测试时间

内未被环境激励充分激发。

4. 2　多步测试

本小节以浙江大学海宁国际校区钟楼（如图 4
所示）为例验证本文多步测试模态识别方法。该建

筑呈立方体形，长宽均为 4 m，共计 8 层。使用 8 个

三向伺服式加速度计分 5 个测步对其进行测试，共

计 120 个自由度。

各测步加速度计放置在螺旋向上的楼梯处，图 5
展示了各个测步测点的布置位置，图中数字代表高

度，单位为 m。测步 1布置在最上面两层的四个角落

（即图中 F⁃7和 F⁃8的 4个方块），其余四个测步沿旋转

楼梯平台布置。测步 1的 8个位置分别作为其他四个

测步的参考点位置，保证其与每个测步至少有一个振

型值不为零的公共测点，以便集成全局振型。

每个测步测试 15 min，加上在每两个测步之间

图 3 海宁拱桥的振型识别结果

Fig. 3 Identified mode shapes of Haining Arch Bridge

图 1 海宁拱桥测试及测点布置

Fig. 1 Test configuration of Haining Arch Bridge

图 2 海宁拱桥的功率谱密度和奇异值谱

Fig. 2 PSD and SV spectrum of Haining Arch Bridge

表 3 海宁拱桥模态参数识别结果

Tab. 3 Identified modal parameters of Haining Arch 
Bridge

模

态

1
2
3
4
5
6
7
8
9

频率

识别

结果/Hz
2.53
4.27
9.28

15.37
23.43
24.65
26.40
28.16
41.45

变异

系数/‰
3.60
1.70
1.60
1.20
0.95
1.30
0.14
0.52
0.72

阻尼比

识别

结果/%
8.63
5.21
5.96
2.49
1.53
3.18
0.23
1.04
2.08

变异

系数/%
6.33
4.04
3.99
6.09

15.61
6.89
6.90
8.59
7.62

耗时

直接法/
s

1.71
4.22
5.61
4.07
4.28
5.37
2.53
1.66
6.88

本文

方法/s
1.93
4.69
6.11
4.28
1.50
4.22
2.99
1.79
3.42
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移动和调节仪器等工作，该测试大约花费 3 h。测步

1 采集数据的功率谱密度和奇异值谱如图 6 所示，所

选频带和初始频率值以中括号和圆圈表示。与单步

测试算例相同，黑色代表使用全部测量通道数据进

行模态分析，共 5 个；红色代表仅采用 z 方向（竖向）

数据，共 1 个。由于结构在水平 x 和 y 方向的刚度和

质量分布相似，所以产生了明显的密集模态，体现在

奇异值谱中同一共振频带内有超过一个特征值明显

大于其他特征值，如所选的第 1，4 和 6 个频带，均包

含两阶模态。

本文方法与直接法识别的后验均值在所考虑精

度内完全一样，故此处只列出本文期望最大化算法

识别到的 9 阶模态，如表 4 和图 7 所示，各阶模态以

模态振型的形态命名。可以看出频率和阻尼比均体

现出一定的时变特性，由于识别误差的影响，阻尼比

的变化范围相对更大。需要指出的是，模态参数的

时变特性和识别变异系数实际上表征了两种不同的

不确定性，即偶然不确定性和认知不确定性。前者

属于结构的自身属性，难以有效降低，例如变化的温

度可以导致结构弹性模量改变，进而引起结构频率

的时变特性；后者表征在特定模型假设和给定数据

下识别量的变异性，可通过改变模型、增加数据等方

式有效降低其影响。

另外本文以第 1，2 阶密集模态和第 3 阶稀疏模

态的阻尼比识别变异系数为例进行不确定性分析，

结果如表 5 所示。可以看出，两种方法计算结果极

为接近（相差小于 1%）。对于稀疏模态，变异系数

计算时间相近，均为 7 s 左右；但对于密集模态，本文

所提方法有明显优势，计算时间仅为直接法的 1/3
左右。

图 6 钟楼的 PSD 和 SV 谱（测步 1）
Fig. 6 PSD and SV spectrum of Bell Tower （setup 1）

图 4 浙江大学海宁国际校区钟楼

Fig. 4 Bell Tower at Zhejiang University， Haining Interna⁃
tioal Campus

表 4 钟楼模态参数识别结果

Tab. 4 Identified modal parameters of Bell Tower

模态

参数

频率/
Hz

阻尼比/
%

模态

名称

X1
Y1
Z1
R1
X2
Y2
R2
X3
Y3
X1
Y1
Z1
R1
X2
Y2
R2
X3
Y3

测步

1
1.55
1.60
2.39
4.80
5.75
5.77
8.58

10.72
10.77

1.89
1.16
7.51
0.92
1.59
1.58
1.06
4.43
6.00

2
1.54
1.58
2.40
4.81
5.72
5.74
8.56

10.67
10.85

1.61
1.85

11.72
1.11
1.65
1.68
1.23
3.79
4.60

3
1.54
1.59
2.30
4.80
5.70
5.72
8.56

10.70
10.92

1.47
1.67

10.07
1.00
2.05
1.97
1.65
3.42
5.01

4
1.54
1.58
2.27
4.79
5.70
5.72
8.55

10.65
10.77

1.61
1.67
6.26
1.50
1.96
2.17
1.42
3.97
4.88

5
1.54
1.58
2.23
4.79
5.71
5.71
8.54

10.52
10.64

1.54
1.43
7.20
1.09
2.43
2.19
1.36
4.38
4.51

图 5 钟楼各测步测点布置图

Fig. 5 Test configuration of Bell Tower in each test step

1482



第  9 期 朱　伟，等： 隐变量模型及其在贝叶斯运营模态分析的应用

5　结　论

本文构建了贝叶斯运营模态识别的隐变量模型

框架，应用期望最大化算法求解了模态参数的极大

后验估计和后验协方差矩阵，为模态识别单步测试

和多步测试提供了统一的贝叶斯推断方法。通过理

论分析和实验验证，可得出以下结论：

（1）隐变量模型为贝叶斯运营模态分析提供了

清晰的统一框架，将结构模态响应视作隐变量，经合

理处理可极大降低模态参数识别难度；

（2）期望最大化算法为已有贝叶斯 FFT 模态识

别算法提供了替代解法，两者对稀疏模态的识别效

果相当，但前者在密集模态条件下表现更优。

本文应用 Laplace 逼近原理，采用期望最大化算

法求解运营模态，识别隐变量模型。除此之外，变分

贝叶斯和吉布斯采样等也常用于隐变量模型推断，

这将在以后做进一步探究。
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Fig. 7 Identified mode shapes of Bell Tower
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Latent variable model and its application to 
Bayesian operational modal analysis

ZHU Wei1， LI Bin-bin1，2，3， XIE Yan-long4， CHEN Xiao-yu1

（1.ZJU-UIUC Institute， Zhejiang University， Haining 314400， China； 
2.Center for Balance Architecture， Zhejiang University， Hangzhou 310058， China； 

3.The Architectural Design and Research Institute of Zhejiang University Co.， Ltd.， Hangzhou 310058， China； 
4.College of Civil and Transportation Engineering， Shenzhen University， Shenzhen 518060， China）

Abstract: As a method for operational modal analysis （OMA）， the Bayesian FFT algorithm has garnerd significant attention for 
its high accuracy and efficiency， as well as its ability of uncertainty quantification. However， different cases of OMA （e.g. well-sep⁃
arated mode， closely-spaced modes， and multi-setup OMA） require different optimization strategy， and it is tedious in computer 
coding. A new framework is proposed in this paper to unify the above-mentioned cases of OMA， and the implement is simplified as 
a consequence. Regarding the structural modal response as a latent variable， the single-setup and multi-setup Bayesian OMA is 
cast as latent variable models， which have been deeply investigated in statistics. An expectation-maximization （EM） algorithm is 
developed for both single-setup and multi-setup OMA. The introduction of latent variables decouples the parameter optimization in 
EM， and Louis identity is employed to calculate the Hessian matrix. Two field tests are applied to verify the performance of the 
proposed approach， with a comparison to the existing algorithm. Consistent results are obtained， and a great advantage in efficiency 
is observed in the case of closely-spaced modes. The proposed latent variable model unifies the cases of Bayesian OMA， with the 
advantage of simplified implementation and fast computation. It also paves a way for a further improvement of Bayesian OMA， e.g. 
with the approach of variational Bayes or Gibbs sampling.

Key words: operational modal analysis；parameter identification；latent variable model；expectation maximization；uncertainty
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