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含中介轴承波纹度的双转子系统振动特性分析
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摘要: 针对双转子系统中存在中介轴承波纹度的问题，以含变截面外转子的双转子⁃轴承系统为研究对象，考虑中介

轴承滚动体和内、外圈滚道波纹度，基于有限元法建立了双转子⁃轴承系统的动力学模型，采用四阶 Runge⁃Kutta 数

值解法求解方程，分析了波纹度激励对系统频谱特征和幅频响应曲线的影响。结果表明：内、外圈滚道存在波纹度

时系统会出现内、外转子转频和保持架转频的组合频率，滚动体存在波纹度时系统会出现偶数倍的滚动体自转频

率；考虑转子不平衡激励，外圈滚道波纹度会增大外转子主激励的共振区域的振动，且随着波纹度幅值的增加，系统

的振动会在整个转速范围内增大，而内圈滚道波纹度与不平衡激励两者的振动响应会在内转子主激励的第二次共

振区域出现近似同频反相的现象，系统的振动会随着波纹度幅值的增加而降低，在其他区域的振动会增大，相对于

高转速区域，滚动体波纹度对低转速区域的振动特性会有较大影响。
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引　言

现代燃气轮机和航空发动机一般采用有中介轴

承支承的双转子结构形式，中介轴承（一般为圆柱滚

子轴承或深沟球轴承）［1］的存在增大了高、低压转子

的动力学耦合效应。由于机械加工误差不可避免，

中介轴承内圈、外圈滚道和滚动体表面会产生波纹

度，而波纹度又是转子⁃轴承系统振动的重要激励源

之一，会使双转子⁃轴承系统表现出更为复杂的动力

学特性。因此，有必要对含中介轴承波纹度的双转

子系统振动特性展开研究。

对于单转子 ⁃轴承系统，顾晓辉等［2］考虑了球轴

承内、外圈滚道波纹度、径向游隙和非线性赫兹力，

研究了波纹度最大幅值和转速对单转子 ⁃轴承系统

非线性振动的影响，并用关联维数判别了系统波纹

度故障的程度。Wang 等［3］考虑了滚子轴承的波纹

度和径向游隙，建立了转子⁃滚动轴承的四自由度动

力学方程，通过分岔图、庞加莱截面图和频谱图等分

析了系统响应的稳定性。Zhang 等［4］考虑了球轴承

波纹度、不平衡力和滚动体的变柔度振动，提出了一

个全面的转子⁃轴承系统动力学模型，深入讨论了轴

承波纹度的幅值和初相角、转子偏心、轴承预紧力和

旋转系统阻尼对系统失稳区域的影响。康锋等［5］考

虑了薄壁滚动轴承内、外圈滚道波纹度、径向间隙等

非线性因素，建立了薄壁轴承⁃转子系统非线性动力

学模型，分析了系统的强迫振动特性。刘永葆等［6］

以某船用燃气轮机低压转子系统为研究对象，建立

了轴承波纹度故障下的双跨三支承滚动轴承转子系

统的动力学模型，研究了波纹度最大幅值和波纹度

个数对系统的非线性动力学特性影响规律。余登亮

等［7］建立了球轴承内、外圈表面的波纹度模型，研究

了含波纹度滚动轴承支撑下裂纹转子系统发生碰摩

故障时的动力学特性。Nan 等［8］考虑轴承波纹度故

障、不平衡激励、非线性 Hertz 接触力、变柔度振动

以及轴材料的物理非线性刚度等，建立了一种新的

滚动轴承支承的非线性转子模型，研究了波纹度、间

隙和质量偏心对动力学行为的影响。Harsha 等［9］考

虑了球轴承内、外圈滚道波纹度和滚珠与滚道之间

的非线性接触力，对球轴承支承的刚性转子的稳定

性进行了研究。

在双转子⁃轴承系统方面，考虑轴承波纹度的双

转子系统动力学特性的研究较少，Lu 等［10］、Ma 等［11］

基于有限元法建立了双转子系统的动力学方程，考

虑中介轴承的径向游隙等非线性因素，分析了径向

游隙对系统非线性振动的影响，没有考虑中介轴承

波纹度的影响。侯磊等［12］考虑了中介轴承内、外圈

滚道波纹度，用单个正弦函数表达波纹度波形，应用

拉格朗日方程建立了双转子 ⁃轴承系统的动力学模

型，主要从分岔图和庞加莱截面图角度分析了转速、
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波纹度幅值等参数对系统的非线性动力学行为。李

静等［13］建立了考虑中介轴承内圈滚道波纹度的双转

子系统模型，将波纹度模型简化为单个正弦函数形

式，从时变刚度曲线、幅频响应曲线、分岔图以及庞

加莱截面图方面，对比分析了理想中介轴承和考虑

内圈滚道波纹度时双转子⁃轴承系统的动力学特性，

发现波纹度使双转子系统运动更加复杂。

上述研究工作主要分析了单转子 ⁃轴承系统存

在波纹度时的振动特性，少量工作针对双转子⁃轴承

系统探索了内、外圈滚道波纹度对系统分岔和混沌

特性的影响规律，对双转子系统振动特性的研究都

鲜有考虑到滚动体波纹度的影响。本文将以双转

子 ⁃轴承系统为研究对象，考虑中介轴承滚动体和

内、外圈滚道的波纹度，将波纹度模型简化为多个周

期性的余弦函数的叠加，利用有限元法建立了含变

截面外转子的双转子⁃轴承系统的动力学模型，对波

纹度激励下双转子 ⁃轴承系统的振动频谱特征和幅

频响应特性开展研究。

1　双转子⁃轴承系统的动力学建模

1. 1　中介轴承波纹度模型的建立

理想滚动轴承的内、外圈滚道和滚动体表面为

光滑曲面，但由于机械加工误差，实际会产生带波纹

度的轴承表面。此时滚动体与内、外圈滚道接触面

的曲率半径是时变的，导致接触力也是时变的。本

文研究的中介轴承为滚珠轴承，轴承外圈滚道刚性

固定在外转子上，随外转子同速转动，内圈滚道刚性

固定在内转子上，随内转子同速转动。如图 1 所示

为轴承内圈、外圈滚道和滚动体波纹度模型的示意

图。将轴承波纹度简化为多个余弦函数的叠加［3］，

叠加的数目和波纹度的阶数有关。

建立波纹度模型之前，首先通过理论力学推导

滚动体的自转速度，假设滚动体与滚道之间为纯滚

动，无滑动，在接触点上两表面的线速度相等，接触

角为 0°。如图 2 所示为滚动体和内、外圈滚道之间

的运动关系图。

设轴承内、外圈滚道同向旋转，外圈滚道转速大

于内圈滚道转速；A，B 两点分别为滚动体与外圈滚

道和内圈滚道的接触点，C 为滚动体中心；V o，V i，V c

分别为 A，B，C 三点的线速度；w i，w o，w c 分别为内

圈、外圈滚道和保持架转速，w i，w o，w c 分别表示它

们的大小；w b 为滚动体自转速度；CA代表由 C 点指

向 A 点的矢量；CB代表由 C 点指向 B 点的矢量；r i，

ro，r z 分别为内圈、外圈滚道半径和滚动体半径，则由

刚体平面运动可得：

{V o = V c + w b × CA
V i = V c + w b × CB

（1）

则内、外圈滚道同向旋转时滚动体自转速度大小 w b

和保持架的旋转速度大小 w c 分别为：

w b = ro w o - r i w i

ro - r i
（2）

w c = ro w o + r i w i

ro + r i
（3）

对于波纹度模型，设单个余弦函数的表达式为：

qj = A j cos ( 2π
λj

L + αj ) （4）

式中　j为单个余弦函数模型的波纹度阶数；A j 为波

纹度的幅值；λj 为波纹度波纹的波长；L 为某时刻距

离参考点的弧长；αj 为波纹度的初始接触角；内圈、

外圈滚道和滚动体的波纹度参数表达式如下：
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（5）
式中　N 为滚动体编号；Z 为滚动体个数；LNZi，LNZo

分别为某时刻第 N 个滚动体和内圈、外圈滚道接触

点相对滚动体参考点运动的距离；LNi，LNo 分别为某

图 1 波纹度模型示意图

Fig. 1 Schematic diagram of waviness model

图 2 滚动体与内、外圈滚道之间的运动关系图

Fig. 2 Motion relation diagram between rolling body with 
inner and outer ring raceway
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时刻第 N 个滚动体和内圈、外圈滚道接触点相对内

圈、外圈滚道参考点运动的距离；λji，λjo，λjz 分别为内

圈、外圈滚道和滚动体波纹度波纹的波长。

滚动轴承工作时，由于滚动体的旋转路径不可

预测，假设滚动体表面波纹度仅具有平面运动，uNZi

和 uNZo 分别为第 N 个滚动体与内圈、外圈滚道接触

时的滚动体波纹度，qNi 和 qNo 分别为第 N 个滚动体

与内圈、外圈滚道接触时内圈和外圈滚道的波纹度，

则将式（5）代入式（4），并叠加多个余弦函数可得内

圈、外圈滚道以及滚动体的波纹度表达式为［3］：
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（6）
式中　nm 为多个余弦函数叠加模型的波纹度阶数，

在后文中简称为波纹度阶数；A i，A o，A z 分别为内

圈、外圈滚道和滚动体的波纹度幅值；α i，αo，γ z 分别

为内圈、外圈滚道和滚动体波纹度的初始接触角度。

1. 2　考虑波纹度的中介轴承弹性恢复力建模

考虑中介轴承为深沟球轴承，根据滚动轴承

Hertz 接触理论，第 N 个球与内、外圈滚道接触时的

接触力为［14］：

FN = kb δ 1.5
N H ( δN ) （7）

式中　δN 为第 N 个滚动体与滚道之间的弹性变形；

kb 为滚动体与内、外圈滚道之间的等效 Hertz 接触刚

度；H ( x )为 Heaviside 阶跃函数。

设轴承径向游隙为 2δ0，内圈滚道在 x 方向和 y

方向移动了距离 x1 和 y1，外圈滚道在 x 方向和 y 方

向移动了距离 x2 和 y2，则考虑轴承波纹度的弹性变

形 δN 为：

δN = ( x 1 - x2 ) cos θN +( y1 - y2 ) sin θN -
δ0 + qNi - qNo + uNZi + uNZo （8）

式中　 θN 为中介轴承第 N 个滚动体的位置角，即

θN = w c t + 2π ( N - 1 ) /Z，则可得轴承的总弹性恢

复力在 x 方向和 y 方向的分力为：
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（9）

1. 3　双转子⁃轴承系统动力学建模

参考文献［15］，建立了本文的双转子⁃轴承系统

模型，如图 3 所示。轴承 1 和 2 为内转子的支承轴

承，轴承 3 为外转子的支承轴承，轴承 4 为中介轴承。

根据圆盘和轴承的位置，将内转子划分为 6 个节点，

外转子划分为 4 个节点，其中 8，9 节点之间的轴段单

元为变截面形式。

等截面和变截面轴段单元示意图如图 4 所示，

变截面轴段采用锥形梁单元。设轴段单元的长度为

l，密度为 ρ，拉压弹性模量为 E，泊松比为 v，剪切弹

性模量为 G，横截面面积为 S，截面对中性轴的惯性

矩为 I，μ 为截面剪切系数，即：

μ = 1
10
9 ( )1 + 1.6Dd

D 2 + d 2

（10）

式中　d，D 分别为圆截面的内径和外径。

引入剪切参数 ϕ = 12EI/ ( μSGl 2)，等截面轴段

的剪切参数 ϕ 为一个常数，等截面轴段采用考虑剪

切变形和转动惯量的 Timoshenko 梁模型；而变截面

轴段的剪切参数 ϕ 随着轴向位置是变化的，不再是

常数，比较复杂，由于本文模型仅考虑了一个变截面

轴段，其剪切效应对计算结果影响很小可忽略，因此

变截面轴段采用考虑转动惯量的 Rayleigh 梁模型。

在单元上取一微元 ds，由拉格朗日方程可得等

截面梁单元移动惯性矩阵M sT、转动惯性矩阵M sR 和

陀螺力矩矩阵 J s、刚度矩阵K s 分别为：

图 3 双转子-轴承系统模型

Fig. 3 Finite element model of dual rotor-bearing system

图 4 轴段单元示意图

Fig. 4 Diagram of axial segment elements
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M sT =∫
0

l

ρSP T Pds （11）

J s = 2M sR = 2∫
0

l

ρIDT Dds （12）

K s =∫
0

l

( EIP''T P'' + E 2 I 2

μSG
P'''T P''' ) ds （13）

式中　P，D为单元形函数［16］。

推导变截面梁单元矩阵时，横截面面积 S、截面

对中性轴的惯性矩 I 不再是一个常数，而是根据截

面形状随着轴向位置变化的。可将单元内参数随着

轴向距离的变化关系式展开为多项式的形式，再进

行积分累加可得到变截面梁单元矩阵［17］。建立变截

面梁问题的关键在于将轴段截面的变化参数展开为

多项式的形式，S 和 I根据截面变化形状可直接展开

为多项式或者通过泰勒展开得到其多项式如下：

(S) ( s )= ∑
n = 0

mS

(S)
n ( s

l )
n

（14）

( I ) ( s )= ∑
n = 0

mI

( I )
n ( s

l )
n

（15）

式中　mS 和 mI 分别表示 S 和 I展开多项式的最高次

数；n 表示多项式连加求和中的一个过程变量。考

虑变截面梁为线性变化，由拉格朗日方程可得线性

锥形梁单元移动惯性矩阵M sTv、转动惯性矩阵M sRv、

陀螺力矩矩阵 J sv、刚度矩阵K sv 分别为：

M sTv = ∑
n = 0

mS

( ρS )n∫
0

l ( )s
l

n

P T Pds （16）

J sv = 2M sRv = 2 ∑
n = 0

mI

( ρI )n∫
0

l ( )s
l

n

DTDds （17）

K sv = ∑
n = 0

mI

( EI )n∫
0

l ( )s
l

n

P''T P''ds （18）

利用有限元法单元组合规则，可得双转子⁃轴承

系统的运动微分方程为：
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式中　M，G，K分别为内、外转子的总质量矩阵、总

回转矩阵和总刚度矩阵；C为瑞利阻尼矩阵；Q u1，

Q u2 为转子的不平衡力；Q g 为圆盘的重力；Q i1，Q i2 为

轴承非线性弹性恢复力；u1，u2 为内、外转子的广义

位移向量，即：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

u1 ={ }x1 θy1 x2 θy2 ⋯ x10 θy10
T

u2 ={ }y1 -θx1 y2 -θx2 ⋯ y10 -θx10
T

（20）

2　有限元模型验证及求解方法

2. 1　有限元模型验证

内、外转子参数如表 1 所示。圆盘 1 和 2 的参数

相同，质量、极转动惯量和直径转动惯量分别为

9.683 kg，0.049 kg·m²，0.0245 kg·m²；圆盘 3 和 4 的参

数相同，质量、极转动惯量和直径转动惯量分别为

9.139 kg，0.04878 kg·m²，0.02439 kg·m²；内、外转子

材料密度 ρ 为 7800 kg/m3；泊松比 v 为 0.3；拉压弹性

模量 E 为 2.1×1011 Pa。将支承轴承线性化处理，x 和

y 方向的刚度相同，支承轴承 1，2，3 的刚度分别为

2.6 × 107，1.75 × 107，1.75 × 107 N/m。中介轴承为

深沟球轴承 6005，基本几何参数如表 2 所示，其等效

接触刚度 kb 由文献［1］中的方法计算为 8.4922×
109 N/m1.5。

为验证本文所编写的双转子 ⁃轴承系统有限元

计算程序是有效可行的，将使用 ANSYS 软件计算

双转子 ⁃轴承系统的临界转速和本文编写有限元程

序计算的结果进行对比，先假设中介轴承两个方向

的刚度均为 8.75×106 N/m［15］，内、外转子转速比为

1.5。如图 5 所示为 ANSYS 建立的双转子 ⁃轴承系

统有限元模型，转子采用 BEAM188 单元模拟，轴承

采用 COMBI214 单元模拟，圆盘采用 MASS21 单元

模拟。如图 6 所示为以内转子转速为横轴的 Camp⁃
bell 图，图中斜率为 ki和 ko 的直线分别代表内、外专

子的同步激励线，A 点和 B 点分别为内转子主激励

的前两阶临界转速，C 点和 D 点分别为外转子主激

表 1 转子基本参数表

Tab. 1 Table of basic rotor parameters

转子

内转子

外转子

单元

1
2
3
4
5
6
7
8

长度/cm
10(l1)
20(l2)
15(l3)

5(l4)
10(l5)

7.5(l6)
15(l7)

7.5(l8)

内径/cm
0
0
0
0
0

3.9
3.9~4.7

4.7

外径/cm
2.5
2.5
2.5
2.5
2.5
5.2

5.2~6.0
6.0

表 2 轴承基本几何参数

Tab. 2 Geometric parameter of bearing element

内径/
mm
25

外径/
mm
47

内圈滚道

直径/mm
29.68

外圈滚道

直径/mm
42.32

滚珠

数

10

滚珠直径/
mm
6.35
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励的前两阶临界转速，临界转速计算结果如表 3 所

示。可知本文求解的临界转速和 ANSYS 求解的结

果最大误差为 1.31%，证明了本文所编写的有限元

计算程序的正确性。

2. 2　系统动力学响应求解方法

由于系统方程中含中介轴承非线性恢复力，四

阶 Runge⁃Kutta 数值积分法可以直接应用于非线性

系统，本文采用四阶 Runge⁃Kutta 法求解方程，设系

统振动微分方程为：

mẍ+ cẋ+ kx= F （21）
式中　m，c，k，F，x分别为系统质量矩阵、阻尼矩

阵、刚度矩阵、外力向量和所求位移向量。

首先需要将方程降阶，即定义一个新的向量 X，

并对 X求导，即：

X= é
ë
êêêê ù
û
úúúúx
ẋ

（22）

Ẋ= é
ë
êêêê ù
û
úúúúẋ
ẍ

= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

ẋ

m-1 ( )F- cẋ- kx
= f (X，t ) （23）

设步长为 h，在时刻 i处计算 X的递推公式为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

K 1 = hf ( )X i

K 2 = hf ( )X i + 1
2 K 1，ti + 1

2 h

K 3 = hf ( )X i + 1
2 K 2，ti + 1

2 h

K 4 = hf ( )X i + K 3，ti + 1

X i + 1 = X i + 1
6 ( )K 1 + 2K 2 + 2K 3 + K 4

（24）

3　波纹度对系统响应频谱特征分析

为研究波纹度激励对双转子 ⁃轴承系统响应频

谱特征的影响，以内圈滚道波纹度、外圈滚道波纹度

和滚动体波纹度为控制变量分别分析，设内圈、外圈

滚道波纹度幅值均为 5 μm，滚动体波纹度幅值为

2 μm，内圈、外圈滚道和滚动体波纹度初始接触角

度分别为 π/3，π/6 和 π/4，轴承径向游隙为 4 μm，

内、外转子转速比为 1.5，取图 3 中内转子节点 2 处的

垂直方向振动响应为研究对象。

3. 1　外圈滚道波纹度的影响

仅考虑外圈滚道波纹度时，取内转子转速为

7200 r/min，波纹度阶数为 1~20 阶的三维谱图如图

7 所示。外圈滚道波纹度阶数为 1 时，频谱图中会出

现外圈旋转频率 fo，其他频率成分不明显。在计算

的不同阶数下，随着阶数的增加，频谱图中均出现了

相同的外圈滚道波纹度引起的特征频率。

为进一步分析频谱特征，取波纹度的阶数为

10，滚动体个数为 8 和 10 的频谱图如图 8 所示。发

现频率成分均存在 fo 和保持架旋转速度频率 fc 的组

合频率以及倍频，即 2fo，Z ( fo - fc)，Z ( fo - fc)± fo

和 2Z ( fo - fc)等频率，这些频率多数和滚动体的个

数 Z 具有一定关系，这是因为轴承受载区滚动体的

数目和位置变化而导致支承刚度是时变的，系统是

在这种时变刚度下产生的振动响应。另外本文波纹

度激励为一个多频激励问题，当非线性系统受到多

频激励时，系统出现了激励频率倍数之和或者之差

图 7 不同阶数的三维谱图

Fig. 7 Three-dimensional spectrum of different orders

表 3 计算结果对比

Tab. 3 Comparison of calculation results

内转子

主激励

外转子

主激励

阶次

1
2
1
2

ANSYS 计算/
(r·min‒1)
3020.4
7432.8
1916.4
4841.2

本文建模

计算/(r·min‒1)
2993.4
7335.6
1909.6
4813.2

误差/%

0.89
1.31
0.35
0.58

图 5 双转子-轴承系统有限元模型

Fig. 5 Finite element model of dual rotor-bearing system

图 6 双转子-轴承系统的 Campbell图
Fig. 6 Campbell diagram of dual rotor-bearing system
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的组合振动现象。绘制两种工况下的时域曲线如图

9 所示。对比频谱和时域曲线可知滚动体个数为 10
时的振动响应相对滚动体个数为 8 时更剧烈，这是

因为此时波纹度阶数为 10，与滚动体个数相等，这

和文献［18］单转子⁃轴承系统得出的结论相同，即波

纹度阶数与滚动体个数相等时，系统会出现较大

振动。

为更一般化分析系统频谱特征，如图 10 所示为

10 阶外圈滚道波纹度下的三维谱图。低转速时频

率成分复杂，特征频率不是很明显，且振动幅值比较

低，而在较高转速时波纹度激励产生的特征频率能

够清晰地体现出来，这些频率随着转速的逐渐增大

而增大，且频率成分主要分布在外圈旋转频率 fo 和

波纹度激励特征频率 Z ( fo - fc)的两侧，主要频率

成分可总结为 | mZ ( fo - fc)± nfo |，其中 m 和 n 为自

然数。

3. 2　内圈滚道波纹度的影响

仅考虑内圈滚道波纹度时，取内转子转速为

2400 r/min，波纹度阶数为 10，如图 11 所示为考虑内

圈滚道波纹度的三维谱图，滚动体个数为 8 和 10 的

频谱如图 12 所示。和外圈滚道波纹度计算结果类

似，在不同阶数下均出现了波纹度引起的特征频率，

但与外圈滚道引起的特征频率不同，此时频率成分

主要包括内圈旋转频率 f i 以及其和 fc 的组合频率，

即 2f i，Z ( fc - f i)，Z ( fc - f i)± f i 等频率成分。

对比频谱图可知滚动体个数为 10 时的振动响

应比滚动体个数为 8 时的大，这和波纹度阶数有关。

由图 10 可知低转速时系统的特征频率不明显，随着

转速的升高，特征频率能明显的体现出来，主要频率

成分可总结为 | mZ ( fc - f i)± nf i |，其中 m 和 n 为自

然数。另外在考虑波纹度激励时，轴承的变柔度振

动频率 fvc（fvc = Zw c / ( 2π )）不能明显体现，会被波纹

度激励引起的振动所淹没。

3. 3　滚动体波纹度的影响

仅考虑滚动体波纹度时，取波纹度阶数为 10，
认为所有滚动体具有相同的波纹度，如图 13 所示为

考虑滚动体波纹度的三维谱图。系统在整个转速范

围内存在偶数倍的球自转频率 fb 和一些 100 Hz 以

内的其他低频频率，这些低频频率是系统考虑波纹

图 8 阶数为 10 的振动频谱图

Fig. 8 Vibrational spectrum of order 10

图 9 振动时域曲线

Fig. 9 Vibration time domain curve

图 10 考虑外圈滚道波纹度的三维谱图

Fig. 10 Three-dimensional spectrum of outer ring raceway 
waviness

图 11 考虑内圈滚道波纹度的三维谱图

Fig. 11 Three-dimensional spectrum of inner ring raceway 
waviness

图 12 阶数为 10 的振动频谱图

Fig. 12 Vibrational spectrum of order 10
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度而产生的系统共振频率，和此时刻系统的固有特

性有关。绘制系统的幅频响应曲线如图 14 所示。

发现系统在 0~2000 r/min 转速范围内振动比较复

杂，且振动相对高转速时较大，从瀑布图中看出振动

频率成分主要为偶数倍的球自转频率，系统共振频

率 的 幅 值 较 小 ；而 在 2760~3900 r/min 和 4920~
6600 r/min 区域内的振动频率主要为系统的共振频

率，偶数倍球自转频率的振动幅值较小。

本 文 从 轴 承 恢 复 力 的 角 度 分 析 系 统 在 0~
2000 r/min 低转速范围内比高转速时振动相对较大

的原因，内转子转速分别为 300 r/min 和 4800 r/min
时考虑波纹度与不考虑波纹度的轴承恢复力时域和

频域图如图 15，16 所示。由于波纹度的存在，内转

子转速为 300 r/min 时的轴承弹性恢复力会在一段

时间内较平缓，然后会突然变化剧烈，类似冲击一样

的变化趋势，导致低转速下系统振动过大；而在较高

转速如内转子转速为 4800 r/min 时，轴承的弹性恢

复力是相对比较连续的，没有明显冲击特征。另外

球的自转频率是随着转速的增大而增大的，低转速

时球波纹度波峰和内、外圈滚道接触时间间隔相对

高转速时较长，导致在相同时间段高转速和低转速

时的轴承恢复力时域曲线特征有差别，从而影响系

统的振动响应。

对轴承弹性恢复力进行傅里叶变换，不考虑轴

承波纹度时的轴承恢复力频率主要为轴承变柔度振

动频率 fvc 及其倍频，而考虑轴承波纹度比不考虑波

纹度时的频谱成分丰富且复杂，主要有系统的共振

频率，还有 2fb，4fb，6fb 等偶数倍的球自转频率，出现

偶数倍是因为滚动体不仅和内圈接触，还和外圈接

触，波纹度激励由两部分激励共同组成。

通过上述分析，滚动体存在波纹度时，系统响应

会出现偶数倍的球自转频率，低转速时频率成分幅

值较大，高转速时频率成分幅值较小，且会存在和系

统共振的频率成分。

4　波纹度对系统幅频响应的影响

本节考虑内、外转子的不平衡力，设内转子 2 节

图 15 300 r/min 转速时的 x 方向恢复力

Fig. 15 Restoring force in x direction at 300 r/min speed

图 16 4800 r/min 转速时的 x 方向恢复力

Fig. 16 Restoring force in x direction at 4800 r/min speed

图 13 考虑滚动体波纹度的三维谱图

Fig. 13 Three-dimensional spectrum of waviness of rolling 
body

图 14 滚动体存在波纹度时的幅频响应曲线

Fig. 14 Amplitude-frequency response curve of rolling body 
in the presence of waviness
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点有 9.683×10-5 kg∙m 的不平衡量，外转子 8 节点上

有 9.139×10-5 kg∙m 的不平衡量，初相位均为 0，波纹

度模型参数同前文所述，分别对仅考虑波纹度、仅考

虑不平衡力以及同时考虑两者的幅频响应进行计

算，探究考虑波纹度激励下系统的振动响应。

4. 1　考虑外圈滚道波纹度对系统响应的影响

如图 17 所示为考虑外圈滚道波纹度和转子不

平衡激励时的幅频曲线对比图。高转速时主要是由

转子不平衡引起的振动，轴承的波纹度对振动响应

特性影响较小；而在低转速时波纹度激励会在一些

转速下引起共振，不能忽略其对系统的影响。

仅考虑转子不平衡力时，在一定转速范围内，幅

频响应曲线中会出现四个共振峰，是由内、外转子不

平衡引起的共振，在线性领域内可解释为由内转子

和外转子主激励的前两阶临界转速引起的共振，即

共振峰对应的转速可称为临界转速。

仅考虑轴承外圈滚道波纹度时，低转速下会出

现几个振动较大的区域，这是由波纹度激励引起的，

振动频率成分主要为外圈滚道波纹度故障对应的特

征频率。但随着转速的升高，转子不平衡力逐渐增

大，对系统的振动响应起主导作用，而波纹度激励引

起的振动会趋于平缓，对系统振动响应影响较小。

高转速下波纹度激励引起的振动响应中存在很多高

频成分，且可认为滚动体滚过波纹度波峰或波谷的

时间较短，轴承恢复力较为连续，波纹度对系统振动

影响较小。

同时考虑转子不平衡力和外圈滚道波纹度时，

图 17 中出现了 7 个共振峰，对应转速分别为：780，
1380，1920，3000，3960，4920，7500 r/min。 其 中

780，1380 和 3960 r/min 时的振动主要是由保持架转

频和外转子转频的组合频率引起的系统共振。如图

18 所示为这三个共振点的频谱分析，其主导的频率

分 别 为 Z ( fo - fc)+ fo，Z ( fo - fc) 以 及 Z ( fo -

fc)- fo。

而 1920 r/min 和 4920 r/min 时的振动是外转子

不平衡和外圈滚道波纹度激励共同引起的，主要频

率成分为 fo，这两个转速附近分别可称为外转子主

激励的第一次和第二次共振区域；3000 r/min 和

7500 r/min 时主要是由内转子不平衡引起的振动，

主要频率成分为 f i，这两个转速附近分别可称为内

转子主激励的第一次和第二次共振区域，此时外圈

滚道波纹度激励对这两个区域的振动几乎没有影

响。通过上述分析，在考虑外圈滚道波纹度时，系统

振动特性变得更复杂，波纹度激励不仅会增大低转

速区域的振动，还会对外转子主激励的共振区域振

动产生影响。

4. 2　考虑内圈滚道波纹度对系统响应的影响

如图 19 所示为考虑内圈滚道波纹度和转子不

平衡激励时的幅频曲线对比图。和考虑外圈滚道

波纹度结果类似，系统的幅频响应曲线中也出现了

多个共振峰，共振峰的出现主要由转子的不平衡力

和内圈滚道波纹度激励引起。出现的共振峰对应

的 转 速 分 别 为 720，960，1320，1920，3000，4920，
7500 r/min。其中 720，960 以及 1320 r/min 时的振

动主要是由保持架转频和内转子转频的组合频率引

起的系统共振，如图 20 所示为这三个共振点的频谱

分析，其主导的频率分别为 Z ( fc - f i)+ f i，Z ( fc -

f i)以及 Z ( fc - f i)- f i。

图 17 外圈滚道波纹度下的幅频曲线对比图

Fig. 17 Comparison of amplitude-frequency curves under 
outer ring raceway waviness

图 18 外圈滚道波纹度下三个共振点的频谱

Fig. 18 The spectrum of three resonant points under outer 
ring raceway waviness

图 19 内圈滚道波纹度下的幅频曲线对比图

Fig. 19 Comparison of amplitude-frequency curves under 
inner ring raceway waviness
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外转子主激励的第一次共振区域（1920 r/min
附近）和第二次共振区域（4920 r/min 附近）的振动

主要是由外转子不平衡引起的，内圈滚道波纹度的

影响较小。而在内转子主激励的第一次共振区域

（3000 r/min 附近）和第二次共振区域（7500 r/min 附

近）的振动主要是由内转子不平衡和内圈滚道波纹

度引起的，但是发现在第二次共振区域内圈滚道波

纹度激励降低了转子不平衡引起的振动，为分析这

个现象，如图 21 所示为 7500 r/min 时三种工况的时

域曲线。由图 21 可知仅考虑内圈滚道波纹度和仅

考虑转子不平衡力时的振动响应可近似认为同频反

相，因此两种激励共同作用时系统振动会降低。

通过上述分析，可知考虑内圈滚道波纹度时，共

振峰同样会在低转速区域增多，而且内圈滚道波纹

度激励会对内转子主激励的共振区域振动产生较大

影响，而对外转子主激励的共振区域影响较小。

4. 3　考虑滚动体波纹度对系统响应的影响

如图 22 所示为考虑滚动体波纹度影响的三种

工况的幅频响应对比图。对比发现低转速时系统振

动响应主要是由滚动体波纹度激励引起的，会引起

系统产生几个振动较大区域，此时转子的不平衡力

对系统响应影响较小。而高转速情况下则相反，系

统的响应主要是由转子不平衡引起的，滚动体波纹

度激励引起的振动响应几乎可以忽略。这是因为转

子的不平衡力是随着转速的升高而增大的，低转速

时转子的不平衡力相对滚动体波纹度激励较弱。

另外图中共振峰对应的转速分别为 240，480，
660，1320，1920，3000，4920，7500 r/min。其中前四

个转速振动过大主要是由波纹度激励频率与此时系

统的固有频率相近引起的系统的共振，如图 23 所示

为这四个共振点的频谱分析，其主导的频率主要为

偶数倍的滚动体自转频率。其他四个共振峰是由转

子不平衡引起的。结合图 13 三维谱图可知，虽然滚

动体波纹度激励会引起高转速下的一些区域产生系

统共振，但是在考虑转子不平衡力时，波纹度对高转

速区域振动的影响较小，而对低转速区域的振动则

有一定程度的影响。

5　波纹度幅值对振动响应的影响

转子⁃轴承系统在正常运转过程中，由于轴承摩

擦、润滑以及疲劳等原因，轴承波纹度的幅值可能会

发生变化，因此研究波纹度幅值变化对系统振动响

应的影响很有必要。

5. 1　波纹度幅值对特征频率响应的影响

为研究波纹度幅值对波纹度激励下的响应特征

频率幅值的影响，设内圈滚道、外圈滚道和滚动体波

纹度幅值分别为 5，4，3，2 和 1 µm，考虑内、外圈滚道

波纹度时的转速与上文相同，考虑滚动体波纹度时

图 20 内圈滚道波纹度下三个共振点的频谱

Fig. 20 The spectrum of three resonant points under inner 
ring raceway waviness

图 21 7500 r/min 时三种工况的时域曲线

Fig. 21 Time domain curves of three working conditions 
at 7500 r/min

图 23 滚动体波纹度下四个共振点的频谱

Fig. 23 The spectrum of four resonant points under waviness 
of rolling body

图 22 滚动体波纹度下的幅频曲线对比图

Fig. 22 Comparison of amplitude-frequency curves under 
waviness of rolling body
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取非共振区域内转子转速为 2400 r/min。计算得到

相应特征频率的振动幅值随波纹度幅值的变化规律

如图 24 所示。

5. 2　波纹度幅值对振动幅频响应的影响

由于滚动体波纹度对高转速区域幅频响应影响

较小，本小节主要研究内、外圈滚道波纹度幅值对在

波纹度激励下系统振动幅频响应的影响，设内、外圈

滚道波纹度幅值分别为 2，4，6，8 和 10 µm，如图 25
所示为不同波纹度幅值下的系统幅频响应图，为方

便比较，图中仅绘制了三个波纹度幅值下的幅频响

应曲线。

不同波纹度幅值下幅频响应曲线的共振响应对

比如图 26 所示，其中峰值偏差为位移最大值与平均

值的差。发现随着外圈滚道波纹度幅值的增加，转

速为 780，1920，3960 以及 4920 r/min 对应的振动峰

值偏差会有明显的增加，这是因为波纹度激励对这

些 共 振 峰 的 形 成 具 有 较 大 贡 献 ，然 而 对 于 转 速

3000 r/min 和 7500 r/min 时的共振峰影响较小，因

图 26 不同波纹度幅值的共振响应对比

Fig. 26 Comparison of resonance responses with different 
waviness amplitudes

图 24 波纹度幅值对特征频率振动幅值的影响

Fig. 24 Effect of waviness amplitude on vibration amplitude 
of characteristic frequency

图 25 不同波纹度幅值的幅频响应

Fig. 25 Amplitude-frequency response of different waviness 
amplitudes
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为产生此共振峰的原因主要是内转子的不平衡力，

外圈滚道波纹度的影响较小。随着内圈滚道波纹度

幅值的增加，低转速区域的振动和内转子主激励的

第一次共振区域振动会明显增大，然而在内转子主

激励的第二次共振区域则相反，波纹度幅值越大，响

应越小。结合前文分析，这是因为在此共振区域内

波纹度激励和转子不平衡引起的振动响应可近似认

为同频反相，波纹度激励引起的振动响应增大，转子

不平衡振动响应不变，这将会导致系统振动降低。

总体来看，轴承波纹度幅值对系统振动会有一

定的影响，可能会出现系统振动过大的现象，在一些

区域也有可能会降低系统振动，因此在实际工作情

况下，为减小转子 ⁃轴承系统的振动和噪声，控制波

纹度幅值具有一定的必要性。

6　结　论

本文考虑中介轴承内圈、外圈滚道和滚动体波

纹度，基于有限元法建立了含变截面外转子的双转

子 ⁃轴承系统，分别研究了内圈、外圈滚道和滚动体

波纹度激励下的频谱特征，分析了波纹度激励对系

统振动特性的影响，得出如下结论：

（1）考虑内、外圈滚道波纹度时，低转速时特征

频率成分不太明显，而较高转速时频率成分会明显

体现出来，为内、外转子转频和保持架转频的组合

频率。

（2）外圈滚道存在波纹度时，其故障特征频率可

总结为 | mZ ( fo - fc)± nfo |；内圈滚道存在波纹度

时，其故障特征频率可总结为 | mZ ( fc - f i)± nf i |；滚
动体存在波纹度时，系统响应会出现偶数倍的球自

转频率 fb，低转速时频率幅值较大，高转速时频率成

分幅值较小且会存在和系统共振的频率成分。m 和

n 为自然数，当 m 和 n 取较小值时，频率成分较明显；

当 m 和 n 取较大值时，频率成分存在，但不明显。

（3）考虑转子不平衡和轴承波纹度两种激励时，

较低转速时内、外圈滚道和滚动体波纹度均会对系

统的振动有较大影响，会增大系统的振动。而在较

高转速时，滚动体波纹度对系统响应的影响可以忽

略，外圈滚道波纹度会增大外转子主激励的共振区

域的振动，内圈滚道波纹度会增大内转子主激励的

第一次共振区域的振动，而在内转子主激励的第二

次共振区域两种激励引起的振动响应近似同频反

相，会降低系统的振动。

（4）随着外圈滚道波纹度幅值的增加，系统在整

个转速范围内的振动会增大，随着内圈滚道波纹度

幅值的增加，在内转子主激励的第二次共振区域的

振动会降低，其他转速区域内的振动会增大。

本文以双转子⁃轴承系统为研究对象，分析了中

介轴承滚动体和内、外圈滚道波纹度下系统的振动

特性，并对比分析了滚动体波纹度故障与内、外圈滚

道波纹度故障的特征差异，可为双转子⁃轴承系统的

故障诊断、振动控制以及结构设计提供参考意见。
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Analysis of vibration characteristics of a dual rotor system with 
inter-shaft bearing waviness

LIU Kun-peng1， LIU Hong-da2， SHI Xiu-jiang1， WANG Dong-hua1， LI Wan-you1

（1.College of Power and Energy Engineering， Harbin Engineering University， Harbin 150001， China； 
2.No.703 Research Institute of CSSC， Harbin 150078， China）

Abstract: Aiming at the issue of inter-shaft bearing waviness in a dual rotor system， the dual rotor-bearing system of external rotor 
with variable cross section was taken as the research case. The dynamic model of the dual rotor-bearing system was established 
based on the Finite Element Modeling （FEM）. The waviness of the inner and outer ring raceways and the rolling body of the inter-

shaft bearing were considered in the model. The fourth order Runge-Kutta numerical method was used to solve the equations， and 
the influence of waviness excitation on the amplitude-frequency response curve and spectral characteristics of the system was ana⁃
lyzed. The results show that when there is waviness in the inner and outer ring raceways， the system exhibits a combination fre⁃
quency of the inner and outer rotor rotation speed frequency as well as cage rotation speed frequency. And when there is waviness 
in the rolling body， the system has an even times of the rolling body self-rotation speed frequency. When the rotor is unbalanced， 
the outer ring raceway waviness will amplify vibrations in the resonance region of the outer rotor main excitation. The vibration of 
the system will increase in the whole speed range with the increase of the waviness amplitude， while the vibration responses of the 
inner ring raceway waviness and the unbalanced excitation will appear similar to the same frequency and reverse phase phenomenon 
in the second resonance region of the inner rotor main excitation. The vibration of the system will decrease with the increase of wav⁃
iness amplitude， while the vibration in other regions will increase. Compared with the high rotating speed region， the waviness of 
the rolling body significantly impacts on the vibration characteristics in the low rotating speed region.

Key words: dynamics of rotor；dual rotor system；inter-shaft bearing；waviness；amplitude-frequency response
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