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用于轮胎振动分析的壳模型优化研究
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摘要 : 虽然现有壳模型在 0~500 Hz 频带内精度高，适合用于轮胎结构振动分析，但由于模型中耦合了胎侧二维壳

模型，导致胎冠振动模态难以分离，且模型自由度和所需输入参数增加。本文对该壳模型进行改进：在保持胎冠壳

模型不变的基础上，应用轮胎环模型和板模型中对胎侧的近似方法，采用弹性基底代替胎侧二维壳模型，简化了原

模型的边界条件并缩减了输入参数个数；针对改进后的壳模型建立了求解方法，实现了胎冠模态频率和振型的求

解。并通过与实验数据的对比，验证了改进后的壳模型及其求解方法的正确性。
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引　言

轮胎的振动特性和汽车的操纵特性与车内外噪

声密切相关，因此轮胎结构振动性能是轮胎设计的

关键。目前广泛采用的轮胎振动分析模型主要包括

有限元模型和解析模型两类。其中，有限元模型的

几何建模和模拟轮胎接地变形过程更加精确，但不

适合用于分析轮胎结构振动机理，且计算效率较低；

解析模型的几何建模过程需要进行许多简化，难以

准确模拟接地变形过程，但可以体现轮胎中不同类

型弹性波的传播和影响，且计算效率较高。

由于解析模型在分析轮胎振动机理及计算效率

方面具有优势，因此一直是国内外科研机构的研究

重点和热点。环（Ring）模型［1⁃7］、梁（Beam）模型［8⁃9］、

壳（Shell）模型［10⁃18］和板（Plate）模型［19⁃20］等多种模型

先后被建立。这些模型所适用的频率范围和应用场

景不同。其中，环模型是二维模型，不包含沿轮胎横

向传播的弹性波及对应模态，有效频率范围较窄（约

到 250 Hz）；梁模型和板模型忽略了轮胎曲率，因此

无法用于滚动轮胎；板模型所能分析的频率最高，可

达 3000 Hz，但由于忽略了轮胎曲率，在 100 Hz 以下

的频段内误差较大。

总结上述模型可知，从适用的频带范围及模型

与实际轮胎的接近程度来看，壳模型是综合性能较

好的轮胎振动解析模型。主要体现在：实际中轮胎

结构噪声的主要关注频段是 20~500 Hz，壳模型在

该频段内具有较高精度；壳模型是三维模型，包含横

向模态；壳模型可以模拟轮胎滚动。

关于壳模型的研究历史久远。Soedel［10］采用圆

柱形薄壳近似轮胎，并从特征值和格林函数的角度

研究了模型求解问题。Huang 等［11］进一步研究了两

端简支的旋转柱壳的动态响应求解问题，模型中考

虑了由于内部气压和旋转离心力引起的周向预应

力，也包含了应变的二阶非线性项，壳模型的边界

（即胎冠两侧的边界）采用简支边界条件近似。

Molisani 等［12］研究了轮胎结构和声腔耦合模型，其

中轮胎胎冠采用壳模型，胎侧假设为刚性，胎冠与胎

侧相连处假设为简支边界条件。Kim 等［13］进一步研

究了旋转对壳模型振动响应的影响，分析了旋转带

来的分岔现象。Bozdog 等［14］采用曲面壳模拟轮胎

外形，而并未采用常用的圆柱壳，曲面壳模型等效于

同时对胎冠和胎侧进行建模，而边界条件只需在轮

辋处给出。Lecomte 等［15］提出了用于轮胎振动分析

的壳模型，并深入研究了该模型的求解方法、模型参

数获取方法以及与现有模型的差别。Alujevic′ 等［16］

深入研究了壳模型的模态频率和振型求解问题，该

研究中模型采用的是自由边界条件。Yang 等［17］研

究了壳模型的模态频率求解问题，该论文的研究关

注点与文献［16］类似，但相比文献［16］只考虑自由

边界，该论文采用弹性基底（Elastic Foundation）作

为边界条件，引入 4 个刚度变量，因此其边界条件更
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具一般性。黄海波等［18］建立了考虑横向弯曲振动的

轮胎圆柱薄壳模型，采用径向、切向和侧向的线性等

效弹簧代替胎侧和充气压力的弹性作用，并研究了

固有频率的求解问题，模型中表示高阶振动时采用

的横向傅里叶基函数是简支边界条件下的模态，因

此该模型实际上隐含定义了胎冠边界条件为简支。

对比已建立的壳模型可知，文献［15］中建立的

轮胎振动壳模型是建模过程简化较少且接近实际轮

胎结构和工况的模型。该模型支持周向和横向的拉

伸波和弯曲波，考虑了周向和横向的预应力及周向

和横向的材料力学性能差异，且包含轮胎转速。特

别的是，该模型未采用简支或自由等类型的理想边

界模拟胎冠和胎侧连接处的边界条件，而是通过边

界处的应力合力和形变位移连续，建立了胎冠⁃胎侧

耦合系统。但是这种通过对胎侧建立壳模型形成耦

合系统的方法，不但增加了系统的自由度，而且无法

再直接分析胎冠的振动机理，阻碍了胎冠模态频率

和振型的计算和分析；此外，对胎侧建模还会引入许

多实际中难以获取的参数，如胎侧的拉伸刚度、半

径、高度、线密度、损耗因子、预应力等，增加了该模

型的实际应用难度。

实际上，已有的轮胎振动模型大都未对胎侧直

接建模，而是采用弹性基底模拟胎侧作用（如前文所

述的环模型和板模型），并取得了良好的效果。鉴于

上述原因，本文对文献［15］中的壳模型进行改进，在

保持胎冠壳模型不变的基础上，应用弹性基底代替

胎侧壳模型，简化原模型的边界条件，缩减参数个

数，并实现胎冠模态频率和振型的求解，推进该壳模

型的实际工程应用。

1　胎冠壳模型

为明确相关参数的定义和相关变量的含义，简

要介绍胎冠壳模型（见图 1）［15］。如图 1 所示，笛卡尔

坐 标 系 (ex，ey，e z) 是 固 定 的 惯 性 参 考 系 ，极 坐 标

(e r，eθ，ex)随胎冠旋转，分别指向径向、切向和横向。

变形前壳上一点的位置向量为 r ( 0 )(θ，l，t )= Re r + lex，

其中，R 为圆柱半径，l 为胎冠横向 x 的坐标。图 1
中，b 为胎冠宽度，Ω 为胎冠转速。壳上一点的变形

表示为 u= u  ex + v   eθ + w   e r（u，v，w 分别表示 ex，

eθ，e r 方向的变形分量）。则该模型的运动方程可通

过哈密顿原理即如下变分方程推导得到：

δ ∫
t0

t1

 (T - U 1 - U 2 - U 3 + W b) dt = 0 （1）

式中　 t0 和 t1 表示变形的前、后时刻；T 表示壳变形

和旋转过程的动能，可表示为：

T = M
2 ∫S

|| v 2
Rdldθ （2）

式中　M 表示单位面积的胎冠质量；S 表示面积分；

v表示速度，表达式为：
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式（1）中的 U 1 表示变形应变能，表达式为：
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式中　被积函数第一项中列向量中的元素为不同方

向的线性应分变量，矩阵中的元素为拉伸刚度；被积

函数第二项中列向量中的元素为不同方向的曲率，

矩阵元素为弯曲刚度。

式（1）中的 U 2 表示预应力引起的势能，表达

式为：

U 2 =∫S
( s i e11 + t i e22) Rdldθ （4）

式中　s i 为单位周向距离上的横向预应力；t i 为单位

横向距离上的周向预应力；e11 和 e22 分别表示横向和

周向的二阶应变分量。

式（1）中的 U 3 表示壳变形时内部压力所做的

功，表达式为：

U 3 = -p i∫S

ì
í
î

- 1
2 R

∂u
∂l

u + 1
2 ( )v - ∂w

∂θ
v +

ü
ý
þïï

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúR ( )1 + 1

2
∂u
∂l

+ 1
2

∂v
∂θ

+ 1
2 w w dldθ （5）

式中　p i 为轮胎内部气压。

式（1）中的 W b 表示胎冠边界上应力所做的功，

表达式为：

图 1 轮胎胎冠壳模型

Fig. 1 Shell model of the tire belt
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W b =∫ ( fu u + fv v + fw w + rw

∂w
∂l ) Rdθ （6）

式中　 fu，fv 和 fw 分别表示横向、切向和径向的应力

合力；rw 表示弯矩。这些边界应力合力的方向和符

号约定如图 2 所示。另外需注意式（6）中的积分是

在胎冠两侧边界上沿周向的一维积分，与式（3）~
（5）在胎冠表面的面积分不同。

将式（2）~（6）代入式（1），通过变分运算可推导

得到壳模型的运动方程为：

Lu= 0 （7）
其中，变形 u和系数矩阵 L的表达式分别如下：

u= [ u v w ] T
，L=
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其中：
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此外，在变分过程中，还可推导得到周向预应力

t i = p i R + MΩ 2 R2，边界应力合力表达式为：

fu = a11
∂u
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+ a12

R
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+ ( a12
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2 ) w + s i （8）
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2　胎冠壳模型边界条件改进

对于图 1 所示的胎冠壳模型，周向满足周期性

边界条件，因此可用 cos (nθ)或 sin (nθ)作为傅里叶

基函数展开，其中，n 为周向模态阶数；但是横向的

傅里叶基函数是未知的，需由胎冠两侧的边界条件

确定。如果采用简支等类型的理想边界条件，那么

横向的傅里叶基函数存在解析表达式：cos (mπl b )
或 sin (mπl b )，其中，m 为轴向模态阶数。但是这种

理想边界条件不符合实际，没有考虑胎侧对胎冠的

作用引起的横向模态变化。

解决上述问题有两种方案：一种是对胎侧进行

建模，然后通过确保胎冠和胎侧连接处的应力合力

连续和形变位移连续从而形成耦合系统；另外一种

是采用弹性基底（即线性等效弹簧）代替胎侧作用。

如引言中所述，第一种方案存在一些难点，实际应用

性不足。因此，本文采用第二种方案与前文的胎冠

壳模型进行结合，以解决上述难点，提升这一模型的

实用性。

如图 3 所示，在所建立的壳模型的基础上，将胎

侧作用等效为均布在胎冠壳模型两端的轴向、周向、

径向和弯曲方向的线性弹簧，前三个方向与所建立

的极坐标系方向对应，弯曲方向则与 rw 方向一致，

它们对应的刚度分别为 kx，kθ，kr和kn。由于伴随着

壳模型的推导过程，同时得到了模型边界上的边界

应力表达式（8）~（11），因此对于上述壳模型来说，

采用这种等效方法非常适合，可以直接给出模型的

边界条件如下：

在 l = b/2 一侧：

图 2 壳模型边界应力合力的方向和符号约定

Fig. 2 Direction and symbol conventions for forces and 
moments at the shell model boundaries
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在 l = -b/2 一侧：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

fu - kx u = 0
fv - kθ v = 0
fw - kr w = 0

rw + kn

∂w
∂l

= 0

（13）

3　改进后胎冠壳模型的求解方法

采用改进边界条件后，壳模型的求解实际上是

联合求解式（7）给出的运动方程和式（12），（13）给出

的边界条件。但是根据式（12）和（13）无法判断并给

出横向的傅里叶基函数。为此，首先定义沿横向传

播的弹性波为行波，横向波数为 λ，然后通过边界条

件确定真实的横向模态。因此，假设形变位移为：

ì
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u = U 0 eλ
l
R cos ( )nθ + ωt

v = V 0 eλ
l
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w = W 0 eλ
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R cos ( )nθ + ωt

（14）

式中　U 0，V 0 和 W 0 分别为轴向、周向和径向形变位

移幅值；ω 为频率。

将式（14）代入运动方程（7）中，可得：
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其中：

k111 = Mω2 - ( g12
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16R4 + t i

R2 ) n2，k112 = a11

R2 ，
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为使得式（15）有非零解，其左侧系数矩阵的行

列式应为零，因此得到如下特征方程：

A 8 λ8 + A 6 λ6 + A 4 λ4 + A 2 λ2 + A 0 = 0 （16）
其中：

A 0 = k111 k221 k331 - k111 k 2
231，

A 2 = (k221 k332 + k222 k331 - 2k231 k232) k111 +
(k331 k112 - k 2

132) k221 + 2k122 k132 k231 -
k 2

122 k331 - k112 k 2
231，

A 4 = (k221 k333 + k222 k332 - k 2
232) k111 +

(k221 k332 + k222 k331 - 2k231 k232) k112 +
2k122 k132 k232 - k 2

122 k332 - k 2
132 k222，

A 6 = (k221 k333 + k222 k332 - k 2
232) k112 +

k333 (k111 k222 - k 2
122)，

A 8 = k112 k222 k333。

注意式（16）中包含横向波数 λ 和频率 ω 两个参

数，也就是说该方程约束了 λ 和 ω 之间的关系，但是

由于这两个参数相互关联，因此通过该方程无法求

得壳模型的模态频率。模态频率的确定还需结合边

界条件，即式（12）和（13）。具体方法如下。

首先给定一个频率 ω，则通过式（16）可以求解

出 λ。由于式（16）是关于 λ 的 8 次特征方程，因此其

有 8 个解。将给定的 ω 和其对应的 8 个 λ 解代入

式（14）中的径向形变位移，可得：

w = W ( l ) cos (nθ + ωt ) （17）
其中：

W ( l )= ∑
r = 1

8

Br eλr
l
R （18）

式中　Br（r=1，2，…，8）为对应每个解 λr 的复系数。

根据式（15），可以得到另两个方向形变位移幅

值与径向形变位移幅值的关系如下：

图 3 胎冠壳模型的弹性基底边界条件

Fig. 3 Boundary conditions based on elastic foundation for 
the shell model of the tire belt
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d u
w ( λr )= U 0

W 0
= k12 k23 - k13 k22

k11 k22 - k 2
12

，

d v
w ( λr )= V 0

W 0
= k12 k13 - k11 k23

k11 k22 - k 2
12

（19）

其中：

k11 = k111 + k112 λ2
r，

k12 = k122 λr，k13 = k132 λr，

k22 = k221 + k222 λ2
r，  k23 = k231 + k232 λ2

r。
因此，式（14）中的横向和切向形变位移可表

示为：

ì
í
îïï

u = U ( )l cos ( )nθ + ωt

v = V ( )l sin ( )nθ + ωt
（20）

其中：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

U ( )l = ∑
r = 1

8

Br d u
w ( λr )  eλr

l
R

V ( )l = ∑
r = 1

8

Br d v
w ( λr )  eλr

l
R

（21）

将式（17）和（20）代入式（12）和（13），可以得到

以 Br（r=1，2，…，8）为未知数的 8 阶线性方程组：

FB B= 0 （22）
式 中　 FB 为 8 × 8 阶 系 数 矩 阵 ；B 为 由 Br（r=1，
2，…，8）组成的列向量。

如果矩阵 FB 行列式为 0，也就是式（22）有非零

解，那么此时所对应的频率 ω 即为壳模型的模态频

率。计算时可以采用搜索的方法，对所关心频带内

的每个频率重复上述过程，即可得到该频带内的模

态频率，并可进一步得到该模态频率对应的振型。

但是这里需要注意一个难点：给定频率 ω 后，通

过式（16）求解出的 λ 可能为复数根，也就是 FB 为复

矩阵，因此通过搜索实频率 ω，无法找到复矩阵 FB

的行列式等于 0 的位置，即无法确定模态频率。

解决上述难点的方法是对式（16）求解出的 λ 的

根的形式进行讨论，并将每种 λ 的根的形式对应的

形变位移转化为实系数表达式，进而代入边界条件

确定模态频率。

式（16）的奇数项系数为 0，因此 8 个解可看作 4
对。因为复数解有纯实数、纯虚数和复数三种，所以

式（16）关于 λ 的 4 对解的形式可以总结为 9 种，如

表 1 所示，表中的变量元素全为正实数。

将每种解的组合形式代入式（18）会得到不同

的表达式。这里首先以最典型的第一种解的组合

形式为例，当 λ 取表 1 中第 1 种解的组合形式时，

可得：

W ( l )= C 1 e
α1 l
R + C 2 e

-α1 l
R + C 3 cos ( γ2 l

R )+

C 4 sin ( γ2 l
R )+ C 5 e

p1 l
R cos ( q1 l

R )+

C 6 e
p1 l
R sin ( q1 l

R )+ C 7 e- p1 l
R cos ( q1 l

R )+

C 8 e- p1 l
R sin ( q1 l

R ) （23）

式中　Cr（r=1，2，…，8）为由 Br 组合成的新系数且

全为实数。

将式（23）代入式（21），可得：

U ( l )=d 2 C 1 e
α1 l
R -d 2 C 2 e

-α1 l
R +d 4 C 3 cos ( γ2 l

R )-
d 4 C 4 sin ( γ2 l

R )+e
p1 l
R
é

ë
ê
êê
ê(d 7 C 5+d 8 C 6) cos ( q1 l

R )+
ù

û
úúúú(d 7 C 6-d 8 C 5) sin ( q1 l

R ) +e- p1 l
R
é

ë
ê
êê
ê(-d 7 C 7+

d 8 C 8) cos ( q1 l
R )-(d 7 C 8+d 8 C 7) sin ( q1 l

R ) ùûúúúú
（24）

V ( l )=d 1 C 1 e
α1 l
R +d 1 C 2 e

-α1 l
R +d 3 C 3 cos ( γ2 l

R )+
d 3 C 3 sin ( γ2 l

R )+e
p1 l
R
é

ë
ê
êê
ê(d 5 C 5+d 6 C 6) cos ( q1 l

R )+
(d 5 C 6-d 6 C 5) sin ( q1 l

R ) ùûúúúú+e- p1 l
R
é

ë
ê
êê
ê(d 5 C 7-

d 6 C 8) cos ( q1 l
R )+(d 5 C 8+d 6 C 7) sin ( q1 l

R ) ùûúúúú
（25）

其中：

表 1 特征方程（16）的解的不同组合形式

Tab. 1 Different combination forms of solutions of the 
characteristic equation （16）

类型

1

2

3

4

5

6

7

8

9

特征方程的解

±α1

±( p1 ± iq1 )

±α1

±iγ1

±α1

±α1

±α1

±α1

±iγ1

±iγ2

±α2

±iγ2

±α2

±α2

±α2

±iγ2

±iγ2

±( p1 ± iq1 )

±( p2 ± iq2 )

±( p1 ± iq1 )

±( p1 ± iq1 )

±α3

±α3

±iγ3

±iγ3

±iγ3

±α4

±iγ4

±iγ4

±iγ4

±iγ4

1560



第  9 期 张永斌，等： 用于轮胎振动分析的壳模型优化研究

d 1 = d v
w ( λr )，λr = α1；

d 2 = d u
w ( λr )，λr = α1；

d 3 = d v
w ( λr )，λr = iγ2；

d 4 = img [ ]d u
w ( λr ) ，λr = iγ2；

d 5 = real [ ]d v
w ( λr ) ，λr = p1 + iq1；

d 6 = img [ ]d v
w ( λr ) ，λr = p1 + iq1；

d 7 = real [ ]d u
w ( λr ) ，λr = p1 + iq1；

d 8 = img [ ]d u
w ( λr ) ，λr = p1 + iq1。

式中　real表示实部，img 表示虚部。

将式（23）~（25）代入边界条件（12）和（13），可

以得到以 Cr（r=1，2，…，8）为未知数的 8 阶线性方

程组：

FCC= 0  （26）
式中　C为由 Cr（r=1，2，…，8）组成的列向量；FC 为

8 × 8 阶系数矩阵且其中元素全为实数。若方程

（26）存在非零解，则 FC 行列式为零，此时所对应的

频率 ω 即为壳模型的模态频率。

上述求解过程可总结如下：首先给定一个周向

模 态 阶 数 n 和 频 率 ω，求 解 式（16）得 到 λr（r=1，
2，…，8），针对每个 λr 根据公式（23）~（25）生成纯实

数系数矩阵 FC 并计算 FC 的行列式；重复上述过程，

计算频带内其他频率对应的 FC 的行列式；判别 FC

的行列式等于零时对应的频率，即为模态频率；计算

模态频率下的非零系数 C，并代回公式（17）和（20），

计算模态振型。

4　模型验证

为 验 证 改 进 模 型 的 准 确 性 ，以 型 号 为 205/
55R16 的轮胎为对象开展实验，该轮胎的相关参数

如表 2 所示。实验测试了该轮胎的自由模态频率。

实验时，在轮胎中间（即 l = 0）圆周方向均匀布置了

24 个测点，并通过移动力锤的方式测试了每个测点

处的力锤信号与固定粘贴的加速度传感器信号之间

的频率响应函数（FRF），然后通过 Test. Lab 计算得

到径向模态频率。

采用本文提出的改进壳模型计算得到的结果与

实验结果的对比如表 3 所示，部分阶次的误差小于

1%，部分阶次的误差接近 2.5%。部分阶次误差稍

大的原因在于：首先，模型采用了线性、各向同性等

假设，如计算中假设了材料的轴向和横向特性相同，

即 a11 = a22 且 b11 = b22，但实际轮胎材料具有非线性

且存在各向异性；其次，由于模态频率和轴向特征波

数相互耦合，因此只能采用遍历搜索的方式，通过行

列式数值的符号变化近似得到模态频率，因此计算

过程存在误差；最后，部分输入参数是通过反演得到

的，与实际参数之间存在误差。但是，总体上计算结

果与实验结果吻合较好，从而证明了本文提出的改

进壳模型的准确性。

图 4~6 给出了实验获得的 3~5 阶模态振型，并

与采用本文提出的改进壳模型计算得到的模态振型

进行了对比。通过对比结果可以看出，计算结果与

图 4 n=3 时实验与计算固有振型对比

Fig. 4 Comparison of experimental and calculated natural 
vibration mode shape when n=3

表 2 轮胎相关参数

Tab. 2 Correlation parameters of tire

参数

轮胎半径 R/mm

轮胎厚度 h/mm

轮胎宽度 b/mm

轮胎密度 ρ/（kg∙m−3）

轮胎内部气压 p i/atm

杨氏模量 E/（N∙m−2）

泊松比 ν

轴向弹簧刚度 kx/（N∙m−2）

径向弹簧刚度 kr/（N∙m−2）

切向弹簧刚度 kθ/（N∙m−2）

弯曲弹簧刚度 kn/N

取值

315.1

15.2

175

1167

2.0

4.88×106

0.40

1.27×105

5.00×106

1.08×105

122.06

表 3 轮胎胎冠模态频率计算结果与实验结果对比

Tab. 3 Comparison of modal frequencies between 
calculated results and experimental results of 
tire belt

阶次 n

2

3

4

5

6

7

8

实验结果/Hz

101.41

125.10

151.53

179.19

207.73

237.38

269.50

计算结果/Hz

101.51

122.35

152.95

179.95

206.54

237.61

269.33

误差/%

0.10

2.20

0.94

0.42

0.57

0.10

0.06
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实验结果较为吻合，进一步说明了改进壳模型的准

确性。

5　结　论

本文将轮胎环模型和板模型中近似胎侧的弹性

基底方法用于改进壳模型中。与原模型相比，应用

弹性基底后的模型去除了胎冠三维壳模型与胎侧二

维壳模型的耦合，实现了实际中非常重要的胎冠振

动模态的分离，减少了实际中难以获取的输入参数

数目和模型求解的自由度。

针对改进的壳模型，本文详细讨论了模型求解

过程中存在的难点，建立了胎冠模态频率和模态振

型的求解方法，并通过实验验证了改进后的壳模型

及其求解方法的正确性。
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Optimization of the shell model for tire vibration analysis

ZHANG Yong-bin， ZHANG Zhen-wei， ZHANG Xiao-zheng， BI Chuan-xing
（Institute of Sound and Vibration Research， Hefei University of Technology， Hefei 230009， China）

Abstract: The existing shell model is accurate in the frequency band of 0~500 Hz， making it highly suitable for tire vibration analy⁃
sis. However， the modal properties of the tire belt cannot be obtained separately and the freedom as well as the number of parame⁃
ters required by the model increases， because the shell model couples the tire belt and sidewall. Therefore， this shell model was im ⁃
proved in this paper. The shell model for simulating the tire belt remained unchanged， whereas， by using the method for approxi⁃
mating the sidewall used in the ring model and plate model of tire， the two-dimensional shell model for simulating the tire sidewall 
was replaced by an elastic foundation to simplify the boundary conditions of the tire belt and reduce the number of parameters 
related to the tire sidewall. The solving method for the improved shell model was developed to calculate the modal frequency and 
the modal shape of the tire belt. The validity of both the improved shell model and its solving method was demonstrated by an ex⁃
periment.

Key words: tire vibration；shell model；boundary conditions；modal frequency；modal shape
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