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摘要 : 齿轮副啮合刚度是齿轮传动动力学模型中的重要参数，啮合刚度识别对于齿轮传动系统振动与噪声的分析

以及状态监测具有重要意义。由于齿轮传动系统的时变啮合刚度很难用直接测量的方法得到，因此有必要发展基

于数据驱动的齿轮时变啮合刚度辨识方法。为了解决该难题，本文提出了一种系统状态和模型参数交替优化方法

以辨识齿轮传动系统时变啮合刚度。该方法以齿轮啮合频率为基频构造傅里叶基函数库表征齿轮时变啮合刚度，

并进一步提出了一种基于再生核希尔伯特空间的降噪方法来估计系统状态和模型参数。系统状态变量与时变啮合

刚度在动力学模型与数据双重约束下进行交替迭代优化，实现对齿轮传动系统时变啮合刚度的辨识。齿轮传动动

力学仿真和齿轮传动系统实验结果验证了所提齿轮时变啮合刚度辨识方法的有效性。
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引　言

齿轮结构被广泛应用于机械传动系统。在齿轮

动力学模型中，时变啮合刚度是反映齿轮系统动态

特性的重要参数，其数值变化可导致机械传动系统

产生振动和噪声。对齿轮副啮合刚度进行建模与识

别 ，有 助 于 齿 轮 传 动 系 统 的 优 化 设 计 和 状 态

监测［1⁃5］。

确定齿轮副时变啮合刚度的方法可分为两种：

数值计算［6⁃8］和实验辨识［9⁃11］。齿轮啮合刚度数值计

算方法主要包括解析法、有限元法和混合法。解析

法基于材料力学原理对齿轮啮合刚度进行数学建

模，如势能法［12］和石川法［13］。有限元法则在计算中

综合考虑了齿轮几何结构、轮齿缺陷、材料性能等多

种因素的影响。HU 等［14］构建了含有齿隙的有限元

模型，并研究了轮齿修形对啮合刚度的影响。与解

析法相比，有限元法在复杂齿轮结构仿真中具有更

高的计算精度，但其计算时间随着有限元模型的网

格细化而大幅增加。为减少有限元法的计算量并保

持其高计算精度，混合法（解析⁃有限元法）被用以替

代有限元法计算齿轮的离散啮合刚度。在混合法

中，齿轮副结构的整体变形由有限元法计算得到，而

轮齿接触区的局部变形由解析法确定。CHANG
等［15］通过解析赫兹解推导齿轮副的局部接触变形，

有效避免了所构建有限元模型对轮齿接触区域的过

度细化。CHEN 等［16］在轮齿接触点附近构建了局

部刚性区以避免模型的局部畸变，并利用所构建的

解析 ⁃有限元混合模型分析了不同裂纹扩展路径对

啮合刚度的影响。实验辨识一般通过编码器或成对

加速度传感器预先测量齿轮系统传动误差来估计啮

合刚度，也可应用模态分析、光弹性法、数字图像相

关法等技术辨识齿轮副啮合刚度。例如 RAGHU⁃
WANSHI 等［11］在全啮合周期内的齿轮副多个啮合

点处进行模态分析实验，得到离散的齿轮副啮合刚

度估计。

上述数值方法在计算啮合刚度时需要精确的齿

轮几何结构先验信息，而模态分析法［11］等实验辨识

法则需要多次改变齿轮副啮合角进行密集测试，这

为齿轮时变啮合刚度辨识带来了困难。为了解决上

述难题，本文提出一种系统状态和模型参数交替优

化的辨识方法，该方法可在齿轮结构先验信息缺失

的条件下通过系统输入和输出信号辨识齿轮时变啮

合刚度，仿真和实验结果验证了该方法的有效性。
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1　齿轮时变啮合刚度辨识问题

在齿轮传动系统动力学模型中，齿轮副间的相

互作用由齿轮啮合界面描述。典型的齿轮传动动力

学模型如图 1 所示，I为转动惯量，r 为基圆半径，θ 为

旋转角位移，T 为扭矩，下标 1，2 分别表示主、从动

轮。通过引入等效质量和传动误差的概念，该模型

的动力学方程可表示为：

mÿ ( t )+ c ( t ) ẏ ( t )+ k ( t ) y ( t )=
f ( t )- më ( t ) （1）

其中：

m = I1 I2

I1 r 2
2 + I2 r 2

1
，

y ( t )= r1 θ1 ( t )- r2 θ2 ( t )- e ( t )，

f ( t )= m ( r1

I1
T 1 ( t )+ r2

I2
T 2 ( t )) （2）

式中　m 为齿轮副等效质量；c 和 k 分别为齿轮副的

啮合阻尼与啮合刚度；f ( t )为啮合力；e 为几何传动

误差（也称空载传动误差）。

若直接对式（1）所示的齿轮传动系统模型进行

啮合刚度辨识，需要预知几何传动误差 e。测量几

何传动误差要求齿轮系统以极低的转速与扭矩（近

似空载，扭矩大小仅使齿轮副在整个啮合周期恰好

保持接触）运转，从而避免系统动态特性和齿轮副弹

性变形的影响。然而，齿轮副在低转速下的运行平

稳性往往并不理想，不利于载荷的有效加载和几何

传动误差的测量。考虑到低速测量的实际缺陷，本

文的输入、输出信号在中高转速下获得：齿轮系统分

别在两次不同的扭矩输入下运行，则与两啮合力

（fa ， fb）相对应的动力学方程可表示为：

mÿ a ( t )+ c ( t ) ẏ a ( t )+ k ( t ) y a ( t )= fa ( t )- më ( t )
（3）

mÿb ( t )+ c ( t ) ẏb ( t )+ k ( t ) yb ( t )= fb ( t )- më ( t )
（4）

将式（3）与式（4）作差，可得：

mẍ ( t )+ c ( t ) ẋ ( t )+ k ( t ) x ( t )= F ( t ) （5）

式中　状态变量 x ( t )= ya ( t )- yb ( t )= pa ( t )- pb ( t )
表示两个不同扭矩下的动态传动误差（Dynamic 
Transmission Error， DTE）测量值之差。系统输入

F ( t )= fa ( t )- fb ( t )表示对应啮合力之差。DTE 定

义为 p ( t )= r1 θ1 ( t )- r2 θ2 ( t )。
值得注意的是，式（5）对应的啮合刚度辨识问题

不再需要预知几何传动误差 e，有效避免了低速空

载（或低速轻载）的严苛测量条件。

2　齿轮系统状态及参数交替优化

啮合刚度是齿轮动力学模型中的时变参数，其

数值随着传动过程中啮合点的移动而变化。啮合刚

度曲线与轮齿的几何形态及齿轮副的啮合状态密切

相关，可以反映齿轮系统的动力学行为。为从系统

输入、输出信号中辨识啮合刚度，本节提出了一种状

态/参数交替优化方法以辨识齿轮时变啮合刚度。

2. 1　时变啮合刚度辨识方法

为辨识齿轮传动系统时变啮合刚度，以啮合频

率 ω e 为 基 频 构 建 傅 里 叶 基 函 数 库 Θ ( t )=
[ 1 cos ( ω e t ) sin ( ω e t ) ⋯ cos ( Nω e t ) sin ( Nω e t ) ]，
用来表征齿轮副的时变啮合刚度与啮合阻尼：

k ( t )= Θ ( t ) β k，

c ( t )= Θ ( t ) β c （6）
假设有 M 个采样点，为辨识系统参数 β，根据方

程（5），可采用最小二乘法估计回归系数 β：

β̂= arg min
β

 F- Ψβ
2

2
= (Ψ TΨ )-1

Ψ TF （7）

其中：

F=[ ]F ( t1 ) F ( t2 ) ⋯ F ( tM ) T
，

Ψ=[ ]Ψm Ψ c Ψ k ，

Ψm =[ ]x͂̈ ( t1 ) x͂̈ ( t2 ) ⋯ x͂̈ ( tM )
T
，

Ψ c =[ ]x͂̇ ( t1 ) x͂̇ ( t2 ) ⋯ x͂̇ ( tM )
T

⋅Θ，

Ψ k =[ ]x͂ ( t1 ) x͂ ( t2 ) ⋯ x͂ ( tM ) T ⋅Θ，

Θ=

é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê
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β c
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（8）

然而，最小二乘法容易产生过拟合，为了克服这

一缺陷，引入正则项优化参数估计：

β̂= arg min
β

 F- Ψβ
2

2
+ η (Φβ )( i ) 2

2
（9）

图 1 齿轮副动力学模型

Fig. 1 Dynamic model of the gear pair
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式中　Φ= [ 1M × 1 Θ Θ ]，(Φβ )( i ) 为Φβ对时间的

第 i 阶导数。为得到啮合刚度曲线的平滑估计，本

文将 i 取为 2。超参数可通过交叉验证法［17］确定，并

采用自适应矩估计（Adaptive Moment Estimation， 
ADAM）方法［18］求解优化问题。

相应地，齿轮系统的参数估计可表示为：

m̂ = β̂ ( 1 )， ĉ= Θβ̂ c， k̂= Θβ̂ k （10）
啮合刚度辨识需要传动误差数据 x͂及其第一、

第二阶时间导数（x͂̇，x͂̈）。若仅传动误差可测，则可

通过对 x͂序列的差分计算近似得到 x͂̇，x͂̈。然而，测

量过程的噪声信号将在差分运算中被大幅放大，从

而降低啮合刚度的辨识精度。

为了降低噪声干扰，本文提出一种基于再生核

希尔伯特空间（Reproducing Kernel Hilbert Space， 
RKHS）［19⁃20］的降噪方法，用于处理含有噪声的质量

项及阻尼耦合项（Z͂= m̂ x͂̈+ ĉx͂̇）：

Ẑ= arg min
Z ∈H (∑

i = 1

M

( Z͂ ( ti )- Z ( ti ) )2 + γ Z 2

H ) （11）

式中　 Z 2

H为 RKHS 正则项；γ 为权重系数；Z由再

生核希尔伯特空间H映射得到。

式（11）所示优化问题的解可表示为：

Ẑ= Gα̂Z （12）
式中　 G ∈ RM × M 为 Gram 矩 阵 ，向 量 α̂Z =

[ α̂Z1 α̂Z2 ⋯ α̂ZM ]
T
为 质 量 及 阻 尼 耦 合 项（Z͂=

m̂ x͂̈+ ĉx͂̇）在再生核希尔伯特空间的映射：

α̂Z = (G+ γ̂IM )-1
Z͂ （13）

式中　单位矩阵 IM 的维度为 M × M。得益于高斯

核的通用性和简洁性，本文选取高斯核来构建矩

阵G：

Gij = G ( ti，tj )= exp ( - ( ti - tj )2

2σ 2 ) （14）

式中　σ为高斯核函数的标准偏差。

然后，基于 RKHS 的降噪方法被进一步应用于

估计系统状态参数：

x̂= Gα̂x （15）
其中：

α̂x = arg min
αx

 ( J1 + J2 )，

J1 = F- Ẑ- k̂ (G+ λIM )αx

2

2
，

J2 = μ Gαx - x͂
2

2
（16）

在式（16）对应的目标函数中，第一项 J1 确保了

系统状态的平滑性，第二项 J2 限制了传动误差估计

值 x̂与其测量值 x͂间的偏离；λ，μ 为权重系数。

然后，回归系数 β的估计值更新为：

β̂ k = arg min
βk

 F- Ẑ-(Θ ⋅ x̂ ) β k

2

2
+ η (Θβ k )( i ) 2

2

（17）
可按式（10）更新啮合刚度的估计值 k̂。

将式（13）中的数据 Z͂替换为优化后的 (F- k̂x̂ )
进行估计，再通过式（12）更新系统质量与阻尼项的

组合估计 Ẑ。进一步地，通过式（15）和（16）更新系

统的状态估计 x̂。最后，通过式（10）和（17）相应地

更新啮合刚度估计  k̂。交替更新系统的状态与参数

估计直至收敛或达到更新次数上限。

2. 2　时变啮合刚度辨识流程

齿轮系统状态和模型参数具体迭代更新流程如

图 2 所示。

步骤 1：测量并记录齿轮副在两次不同输入扭

矩下的转角及扭矩信号。通过式（9）初始化回归系

数 β，通过式（10）确定啮合刚度的初始估计。

步骤 2：交替优化系统状态及参数。

步骤 2.1：通过式（12）和（13）估计质量及阻尼耦

合项 Z；

步骤 2.2：通过式（15）和（16）估计传动误差 x；

步骤 2.3：通过式（10）和（17）重新估计啮合刚

度 k；

步骤 2.4：用更新后的传动误差及啮合刚度估计

构造 F- k̂x̂替换式（13）中的 Z͂。

步骤 3：重复步骤 2 直至 Z， k， x估计值的变化

量小于设定值或达到迭代次数上限。

图 2 齿轮啮合刚度辨识方法流程图

Fig. 2 Flow chart of the proposed gear mesh stiffness 
identification algorithm
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3　仿真与实验验证

3. 1　仿真算例

为验证所提齿轮时变啮合刚度辨识方法的有效

性，采用表 1 中的参数构建齿轮系统动力学模型

（式（1））进行动态仿真。齿轮副啮合刚度的真值由

MA 等［21］所提解析法计算得到，啮合阻尼依据瑞利

阻尼模型按 10% 阻尼比取值。几何传动误差参考

DONG 等［22］采用的建模方式，假设其由主、从动轮

的跳动误差（偏心）引起，误差参数如表 1 所示。

依据所提啮合刚度辨识方法，齿轮动力系统的

输入扭矩设为 10 N·m 和 30 N·m，输入轴转速为

600 r/min。齿轮系统输出的传动误差信号由四阶

龙格⁃库塔法计算得到。采样频率为 23 kHz，采样时

间为 10 s。为模拟实际测量环境，输出的传动误差

信号按信噪比（Signal⁃to⁃Noise Ratio， SNR） =30，
25，20 dB 混入高斯白噪声。在回归矩阵中，傅里叶

级数的基频（齿轮副啮合频率）为 230 Hz，频率最高

倍 数 N 设 为 40。 同 时 ，非 线 性 动 力 学 稀 疏 识 别

（Sparse Identification of Nonlinear Dynamics， SIN⁃
Dy）方法［23］被用于辨识同一齿轮传动系统的啮合

刚度。

辨识得到的时变啮合刚度曲线及其真值如图 3
所示。表 2 为所提方法与 SINDy 方法在不同信噪比

下辨识结果的均方根误差（Root Mean Square Er⁃
ror， RMSE）指标，其定义为刚度估计 k̂与其真值 k

间的均方根误差 RMSE = k- k̂ 2   k 2。

识别齿轮系统参数需要同时用到 DTE 信号及

其一阶、二阶导数数据。当仅 DTE 信号可测时，

SINDy 方法直接使用对噪声敏感的传动误差信号

高阶导数进行刚度估计。与 SINDy 方法相比，本文

方法通过状态信号在再生核希尔伯特空间的映射变

换有效削弱噪声影响。此外，本文方法引入了齿轮

动力系统的物理模型与测量数据双重约束，在保证

所估计刚度曲线和状态曲线平滑性的同时，限制了

状态估计与其测量值间的偏差。本节啮合刚度的辨

表 1 齿轮副主要参数

Tab. 1 Main parameters of the gear pair

参数

齿数

轴径/mm
齿宽/mm
变位系数

弹性模量/GPa

泊松比

主动轮/
从动轮

23/84
11.5/20
35/25

0/−0.18
207

0.3

参数

跳动误差/μm
模数/mm
压力角/（°）
齿顶高系数

齿底隙系数

相对相位差

主动轮/
从动轮

30/80
1.5
20
1

0.25

−
π
3

图 3 不同信噪比下啮合刚度辨识结果

Fig. 3 Identification results of mesh stiffness under different 
SNRs

表 2 不同信噪比下辨识结果的 RMSE指标

Tab. 2 RMSE indexes of identification results under 
different SNRs

信噪比/dB
30
25
20

所提方法 RMSE
0.0473
0.0502
0.0535

SINDy 方法 RMSE
0.0483
0.0533
0.0556
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识结果表明，在相同噪声环境下，所提方法相较于

SINDy 方法具有更高的辨识精度。

3. 2　实验验证

为进一步验证所提啮合刚度辨识方法的有效

性，以图 4 所示的齿轮箱为对象开展实验。安装在

输入轴和输出轴端的编码器每转产生 1024 个脉冲

信号。为了简化实验配置，啮合力近似为 f ( t )≈
T 1 ( t ) r1，其中输入扭矩 T 1 ( t )可由安装在输入轴侧

的单个动态扭矩传感器检测得到。在输入扭矩大小

分别为 7.6 N·m 和 1.2 N·m 的条件下开展测试，输入

轴转速为 600 r/min。数据采集仪的采样频率为

500 kHz，采样时间为 5 s。图 5 为两次不同输入扭矩

下动态传动误差信号的测量结果。对两次不同啮合

力对应的实测 DTE 信号按相关性最大化进行对齐，

然后计算其差值，得到系统的输出信号 x。

齿轮箱参数与仿真中的齿轮副参数（见表 1）一

致，区别在于齿轮实验台的输入、输出轴是柔性件

（因此会参与构成齿轮副的啮合）。相应地，齿轮啮

合刚度 kGM（t）需要从总刚度估计中按：

kGM ( t )= k ( t ) k shaft

k shaft - k ( t )
（18）

解耦得到，其中 k shaft 为柔性轴扭转刚度。

此外，传动误差信号的直流分量无法通过编码

器测量得到。为了确定未知直流分量 a，系数向量

的初始化过程被改写为：

â，β̂= arg min
a，β

 F- Ψ ( a ) β
2

2
+ η (Φβ )( i ) 2

2
（19）

其中：

Ψ ( a )= [ ]Ψm Ψ c Ψ k ( a ) ，

Ψ k ( a )= [ ]x͂ ( t1 )+ a x͂ ( t2 )+ a ⋯ x͂ ( tM )+ a
T ⋅Θ

（20）
传动误差信号 x被修正为 x+ â 用以估计系统

状态及参数。图 6 所示为采用所提方法和 SINDy 方

法辨识得到的齿轮啮合刚度曲线。作为参考，依照

表 1 所示齿轮箱的先验信息，利用 MA 等［20］所提解

析法计算啮合刚度的理论值。实验结果显示，所提

方法辨识的啮合刚度与解析法计算结果的一致性明

显优于 SINDy 方法，表明所提齿轮时变啮合刚度方

法具有较高的辨识精度。

4　结　论

本文针对齿轮传动系统时变啮合刚度建模与辨

识问题，提出了一种状态/参数交替优化估计方法。

首先，为表征啮合刚度时变特性，构建以齿轮啮合频

率为基频的傅里叶基函数库来拟合时变刚度，并提

出了兼顾齿轮动力系统物理模型约束与刚度曲线平

滑性要求的参数初始化方法。进一步地，通过引入

物理模型与数据双重约束，实现对系统状态与模型

参数的交替优化。同时，状态测量信号的噪声在再

生核希尔伯特空间的映射变换中被削减，有效提高

了啮合刚度辨识精度。齿轮传动的数值仿真和动态

实验验证了所提齿轮时变啮合刚度辨识方法的有效

图 4 齿轮系统实验设置

Fig. 4 Experimental setup of the gear system

图 5 动态传动误差测量信号

Fig. 5 Measured DTE signals

图 6 齿轮啮合刚度估计结果

Fig. 6 The estimation results of gear mesh stiffness
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性。需要注意的是，当系统转速较高时，实验测试的

采样频率不宜设置得过低，否则会影响对输入、输出

轴转角的测量精度，从而降低啮合刚度的辨识精度。
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Time-varying mesh stiffness identification of gear systems based on 
an alternating state/parameter optimization estimation

LIN Miao‑miao1， CHENG Chang-ming1， PENG Zhi‑ke1，2

（1.State Key Laboratory of Mechanical System and Vibration， Shanghai Jiao Tong University， Shanghai 200240， China； 
2.School of Mechanical Engineering， Ningxia University， Yinchuan 750021， China）

Abstract: The time-varying mesh stiffness is a core parameter of gear systems， and the mesh stiffness identification is of great sig⁃
nificance for the dynamic analysis and condition monitoring of gear transmission systems. Since it is difficult to directly measure the 
mesh stiffness， it is necessary to develop a data-driven time-varying mesh stiffness identification method. To deal with this prob⁃
lem， an alternating state-parameter optimization method is proposed to identify the time-varying mesh stiffness of gear systems. 
The Fourier series with the fundamental frequency of the mesh frequency is constructed to characterize the mesh stiffness. Further⁃
more， a Reproducing Kernel Hilbert Space （RKHS）-based de-noise method is further proposed to estimate the system state and 
parameter. The system state and stiffness parameter are alternately optimized with the joint constrains of dynamic model and data 
to realize the time-varying mesh stiffness identification of gear transmission systems. The simulation and experimental studies vali⁃
date the effectiveness of the new mesh stiffness identification method for gear systems.

Key words: parameter identification；gear transmission system；time-varying mesh stiffness；alternating optimization
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