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摘要: 研究势阱参数对非线性俘能系统输出特性的影响有利于设计高性能的俘能系统；同时，俘能系统对应的机电

耦合动力学模型中的随机共振现象可用于增强微弱故障特征，进而有效识别微弱故障。本文提出一种解耦的鞍点

退化双稳态势能函数，并基于此势能函数介绍了机电耦合动力学模型。研究了在不同激励幅值下位移响应的分岔

图，分析了势阱宽度与势阱高度对系统响应（包括周期响应与混沌响应）的影响。选取固定的激励幅值，利用庞加莱

映射（Poincaré Map）、频谱分析（Frequency Spectrum Analysis）以及李雅普诺夫指数（Lyapunov Exponent）等方法分

别验证系统发生了周期响应与混沌响应，验证结果与分岔图相吻合。基于受随机噪声扰动的非线性俘能系统机电

耦合动力学模型，提出了基于此模型随机共振的故障诊断方法，实现了对轴承故障特征增强的目的。
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引  言

随着无线传感技术的快速发展，微型低功耗传

感器已广泛应用于人体健康监测［1］、重大机械设备

的结构健康监测系统［2］，以及轨道交通基础设施状

态监测系统等［3‑4］。但传统的微型传感器大部分需

要化学电池供能，这种供能形式需要定期更换电池，

且更换的电池对环境有害。利用能量俘获技术俘获

环境中的风能［5‑6］、海洋能［7‑8］以及低频振动能量［9‑10］

等绿色能源可实现对微型低功耗传感器的长期供

能。针对不同的激励形式，研究学者分别研究了基

础激励、气动激励、旋转激励以及随机激励等的振动

能量俘获系统（简称“俘能系统”）。Zhou 等［11］推导

了基础激励下非对称三稳态俘能系统的谐波平衡

解，揭示了其中的非线性动力学机制。Huang 等［12］

利用谐波平衡法获得了基础激励下非对称四稳态俘

能系统的理论解，并分析了不同的势阱深度对阱间

振动的影响。Tai 等［13］推导了基础激励下基于最大

功率的优化条件。Li 等［14］利用增量谐波平衡法理

论分析了三稳态颤振式俘能系统的周期解和分岔，

并通过风洞试验进行了验证。Huang 等［15］利用复变

量平均法理论推导了驰振和基础激励下俘能系统的

理论解，并分析了其动力学性能。Hou 等［16］研究了

在涡激振动和基础激励下的压电‑电磁混合俘能系

统。相比单一涡激振动或单一基础激励下的俘能系

统，俘获的能量功率得到了提高。Mei 等［17］提出了

具有时变特征的四稳态俘能系统，用于俘获低频旋

转能量。在旋转运动下，俘能系统的有效工作频率

范围为 1~7 Hz。Wang 等［18］研究了旋转环境下梯形

梁俘能系统。与矩形梁相比，在夹具附近，梯形梁可

以承受更高的应力。Fang 等［19］利用膨胀的离心软

化效应提出了超低频旋转运动下的俘能系统，其功

率密度为 41.23 μW/g。
非线性系统随机共振现象已广泛应用于工程领

域［20］，如图像增强［21‑22］、能量俘获［23‑24］以及故障诊

断［25‑26］。其原理是：在合适强度噪声干扰下，非线性

系统会发生随机共振，使系统输出幅值达到最大。

Kim 等［27］利用自调节随机共振的优点，提出了一种

用于调制噪声激励下旋转运动的能量俘获系统。与

其他用于轮胎的俘能系统相比，该系统具有更大的

功率输出和有效带宽。Gong 等［28］研究了多稳态俘

能系统的随机共振现象，用于增强在随机旋转激励

下的能量俘获性能。Shi 等［29］基于改进的非对称随

机共振模型，阐述了如何利用噪声使系统发生随机

共振进而改进俘能系统能量俘获效率。同样地，随

机共振现象在故障诊断领域也有重要的应用。Lai
等［30］基于双稳态 Duffing 系统，提出了一种尺度变换
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方法，可以将随机共振方法应用于大参数信号。Lei
等［31］基于稳态匹配的欠阻尼随机共振方法，实现了

滚动体轴承的早期故障诊断。此方法能够通过优化

尺度因子抑制多尺度噪声的干扰。张刚等［32］研究了

二维双阱势系统随机共振机理，并将其用于实际工

业轴承故障诊断，提高了故障频率处峰值的辨识度。

贺利芳等［33］提出了高斯势分段双稳随机共振系统，

分别研究了在高斯白噪声和有色噪声下衡量指标随

系统参数的变化规律。

非线性俘能系统具有复杂的机电耦合动力学响

应，如果能把其中的随机共振现象应用于故障诊断

领域，既能扩大俘能系统的应用范围，又能丰富基于

随机共振的机械装备故障诊断方法。因此，本文也

探索了非线性俘能系统机电耦合动力学模型随机共

振现象在故障诊断中的潜在应用。

1　无量纲动力学模型

Yang 等［34］研究发现非线性退化（鞍点退化与中

心点退化）可以使非线性系统在超低频或低随机激

励强度下实现大幅值的阱间振荡，可有效提高低激

励水平下的能量俘获性能。因此，本节首先基于鞍

点退化双稳态势能函数研究退化势能函数的势阱宽

度与势阱高度对压电俘能系统响应的影响。其对应

的无量纲机电耦合方程［35］可写为：

ẍ ( t )+ cẋ ( t )+ F non ( x )- θV ( t )= A cos ( ωt )  （1）
C pV̇ ( t )+ R-1V ( t )+ θẋ ( t )= 0 （2）

式中  x ( t )表示系统位移响应；V ( t )表示系统输出

电压；C p 表示无量纲的等效电容；θ 表示无量纲的等

效机电耦合系数；R 表示无量纲的等效电阻；c 表示

无量纲的等效阻尼；A 表示无量纲的基础激励幅

值；ω 表示无量纲的基础激励的角频率。若俘能系

统为对称双稳态系统，则无量纲的非线性力 F non ( x )
可表示为：

F non ( x )= κ1 x + κ3 x3 + κ5 x5 （3）
令式（3）等于零，则其对应有一个零根，两个虚

根和两个实根。而若将式（3）中的 κ1 x 项去除，则新

的 F non ( x ) 将对应有三个零根，两个实根。在文献

［34］中，这种具有三个零根，两个实根的 F non ( x )对
应的势能函数 U ( x ) 称为鞍点退化势能函数。此

时，F non ( x )可表示为［34］：

F non ( x )= U ′( x )= κx3 ( x2 - x2
s1，s2 ) （4）

式中  κ 表示非线性力系数；(±xs1，s2，0 )表示退化双

稳态势能函数的稳定平衡点；U ′( x )表示势能函数

U ( x )对 x 求导。因此，鞍点退化势能函数的势阱宽

度 w = 2xs1，s2，势阱高度 h = |U ( xs1，s2 ) |。

对鞍点退化势能函数进行解耦，可得关于势阱

宽度与势阱高度的解耦势能函数：

U ( x )= - 48w
h4 x4 + 128w

h6 x6 （5）

如图 1 所示，解耦的鞍点退化势能函数可由势

阱宽度 w 或势阱高度 h 独立控制，即当势阱宽度变

化时，可以保证势阱高度不变；势阱高度变化时，可

以保证势阱宽度不变。这方便研究势阱宽度与势阱

高度对非线性俘能系统的影响。

2　数值分析

本节利用分岔图［36‑37］（分岔图是计算不同参数

下稳定位移响应的幅值而获得的幅值分布图）研究

了势阱宽度与势阱高度对系统响应（周期响应与混

沌响应）的影响，可进一步反向指导特定激励强度下

具有周期响应的俘能系统的结构设计。在数值分析

过程中，无量纲激励幅值 A 以 0.01 的步距从 0.1 变

化到 1.8，其他的无量纲参数分别为：c = 0.5，C p =
0.05，R = 108，θ = 0.1，ω = 1.4。图 2~8 展示了不

同势阱宽度与势阱高度下的分岔图、庞加莱映射

（Poincaré Map）、频谱图以及李雅普诺夫指数（Ly‑
apunov Exponent，本文的机电耦合系统对应有三个

李雅普诺夫指数，分别表示为：λ1，λ2，λ3）。

2. 1　势阱宽度对系统响应的影响

图 2~5 展示了当势阱高度 h = 2 × 10-5 时，不

图 1 解耦的鞍点退化势能函数

Fig. 1 The decoupled saddle‑point‑degradation potential 
function
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同势阱宽度下非线性俘能系统响应随激励幅值的变

化。其中，图 3 详细展示了图 2 中李雅普诺夫指数随

时间的变化趋势（其他图中的最终李雅普诺夫指数

值已在图中标明）。从图 2，4 和图 5 中可以看出，随

着势阱宽度的增大，非线性俘能系统发生混沌响应

的区域将会整体朝着激励幅值增大的方向移动。在

低激励幅值处的混沌区域将会变大。在特定的激励

幅值下，系统发生周期响应时，其庞加莱映射为单个

点，频谱中仅有明显的单频及其倍频成分，最大的李

雅普诺夫指数［38‑39］（max { λ1，λ2，λ3 }）约为 0。当系统

发生混沌响应时，其庞加莱映射具有明显的轨迹，频

谱 呈 现 明 显 的 多 频 成 分 ，最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数

图 4 w = 0. 022，h = 2 × 10-5 时的系统响应随激励幅值的

变化

Fig. 4 The system response along with the excitation 
amplitude when w = 0. 022， h = 2 × 10-5

图 3 李雅普诺夫指数

Fig. 3 Lyapunov exponents

图 2 w = 0. 02，h = 2 × 10-5 时的系统响应随激励幅值的

变化

Fig. 2 The system response along with the excitation 
amplitude when w = 0. 02， h = 2 × 10-5

图 5 w = 0. 024，h = 2 × 10-5 时的系统响应随激励幅值的

变化

Fig. 5 The system response along with the excitation 
amplitude when w = 0. 024， h = 2 × 10-5
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大于 0［38‑39］。

2. 2　势阱高度对系统响应的影响

图 6~8 展示了当势阱宽度 w = 0.05 时，不同势

阱高度下非线性俘能系统响应随激励幅值的变化。

同样地，在取固定的激励幅值时，其对应的庞加莱映

射、频谱图以及李雅普诺夫指数均能够证明系统是

周期响应或是混沌响应，进一步说明了分岔图的准

确性。此外，从图中可知，在保证势阱宽度不变的条

件下增大势阱高度，在分岔图中体现的混沌区域将

会整体朝着激励幅值减小的方向移动。在高激励幅

值处的混沌区域将会增大。

3　在故障诊断中的应用

非线性系统的随机共振现象已成功应用于增强

俘能系统的输出性能［27‑29］，本节探索机电耦合动力

学模型俘能系统的随机共振现象（Stochastic Reso‑
nance Phenomenon of the Electromechanical Dynam ‑
ic Model of the Energy Harvester， EDMEHSR）在故

障诊断领域中的应用。如图 9 所示，EDMEHSR 方

法的主要流程为：步骤 1，获得采集信号的包络信

号；步骤 2，对包络信号进行高通滤波（去除低频成

分）；步骤 3，输入到机电耦合方程（1）和（2），利用龙

格‑库塔方法获得输出信号；步骤 4，计算输出信噪

比；步骤 5，重复步骤 1~4，记录输出信噪比最大时

的系统参数以及输出信号。

图 6 w = 0. 05，h = 3 × 10-5 时的系统响应随激励幅值的

变化

Fig. 6 The system response along with the excitation 
amplitude when w = 0. 05， h = 3 × 10-5

图 7 w = 0. 05，h = 4 × 10-5 时的系统响应随激励幅值的

变化

Fig. 7 The system response along with the excitation 
amplitude when w = 0. 05， h = 4 × 10-5

图 8 w = 0. 05，h = 5 × 10-5 时的系统响应随激励幅值的

变化

Fig. 8 The system response along with the excitation 
amplitude when w = 0. 05， h = 5 × 10-5
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3. 1　仿真验证

为了验证提出的 EDMEHSR 方法的有效性，将

其应用到仿真的轴承内圈和轴承外圈故障信号中。

仿真信号模型如下式所示［40］：

x ( t )=
             
∑
i = 1

M 0

A ⋅ S ( t - iTA - τi )

x1

+

     
         
∑
j = 1

M 1

Bj ⋅ S ( t - jTB )

x2

+ ⋯

     
             
∑
k = 1

M 2

Ck ⋅ sin ( 2πfk t + φk )

x3

+ ξ ( t ) （6）

式中  第一项表示周期成分，第二项表示随机脉冲

成分，第三项表示干扰谐波成分，第四项表示加性白

噪声。S ( t )可表示为：

S ( t )= e-γt cos ( 2πfa t ) （7）
仿真参数如表 1 和 2 所示，仿真的轴承外圈故障

频 率（Ball Pass Frequency of Outer Race， fO）为

73 Hz，内圈故障频率（Ball Pass Frequency of Inner 
Race， f I）为 120 Hz。

如图 10 与 13 所示，仿真的信号成分分别为内

圈、外圈的周期脉冲信号、随机脉冲、干扰谐波以及

高斯白噪声。仿真内圈混合信号及其归一化包络谱

和仿真的外圈混合信号及其归一化包络谱分别如

图 11 和 14 所示。在其对应的归一化包络谱中，故障

特征频率处的幅值受噪声影响很大。应用 ED‑

表 1 内圈故障仿真参数

Tab. 1 The simulated parameters of the inner race fault

x1

γ

fa

fI

τi

-
-

取值

666.67
2400

120 Hz
0.01/fI

-
-

x2

M 1

γ

fa

B 1

B 2

B 3

取值

3
800

1700
1.2nor(1.2,1)
1.2nor(1.2,1)
1.2nor(1.2,1)

x3

M 2

f1

f2

C 1

C 2

-

取值

2
7 Hz

13 Hz
0.025
0.025

-
注：A = 0.5 [ 1 - cos ( 2π20t ) ]，nor（）表示正态分布。

表 2 外圈故障仿真参数

Tab. 2 The simulated parameters of the outer race fault

x1

γ

fa

fO

τi

A

-

取值

666.67
2400
73 Hz

0.01/fO

0.35
-

x2

M 1

γ

fa

B 1

B 2

B 3

取值

3
800

1700
nor(1.2,1)
nor(1.2,1)
nor(1.2,1)

x3

M 2

f1

f2

C 1

C 2

-

取值

2
5 Hz

12 Hz
0.01

0.015
-

图 12 当 系 统 参 数 为 copt = 0. 2，C opt
p = 0. 04，w opt = 1. 38，

hopt = 0. 01，θ opt = 0. 14 时，EDMEHSR 方法滤波的

内圈故障信号

Fig. 12 The filtered inner race fault signal using EDMEHSR 
method with the optimized parameters copt = 0. 2，
C opt

p = 0. 04，w opt = 1. 38，hopt = 0. 01，θ opt = 0. 14

图 11 内圈故障混合信号

Fig. 11 The mixed signal of the inner race fault

图 10 仿真信号

Fig. 10 The simulated signal

图 9 提出的 EDMEHSR 方法流程

Fig. 9 The scheme of the proposed EDMEHSR method
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MEHSR 方法后（如图 12 与 15 所示），仿真的故障特

征频率处的幅值得到增强，远远大于其他频率处的

幅值。图 11，12，14 和 15 频谱对应的信噪比如表 3
所示，基于 EDMEHSR 方法可获得最高的信噪比输

出信号。综上，这两个仿真案例有效证明了 ED‑
MEHSR 方法的有效性和其增强目标信号的能力。

3. 2　实验验证

本节利用轴承外圈故障实验数据进一步验证本

文提出的 EDMEHSR 方法的有效性。图 16 展示了

加噪的轴承外圈故障实验信号及其归一化包络谱。

图 16（b）对应的 SNR 为-33.9489 dB，且从图中可

观测到外圈故障特征频率的峰值几乎被噪声成分淹

没。图 17 展示了利用优化参数的 EDMEHSR 方法

获得的滤波信号及其归一化功率谱，优化参数为：

copt = 1.27， C opt
p = 0.01， w opt = 0.81， hopt = 0.04，

θ opt = 0.11。图 17（b）对应的 SNR 为-15.3597 dB，

且从图中可明显观测到外圈故障特征频率，指示轴

承的外圈发生故障。此外，对比输出信号 SNR 可

知，基于 EDMEHSR 的方法极大提高了故障特征频

率处的信噪比。

本节还将式（1）对应的解耦双稳态系统（不包含

电压项）的随机共振现象（Stochastic Resonance Phe‑
nomenon of the Decoupled Bistable System， 
DBSSR）用于故障诊断，算法流程与图 9 展示的相

同。以信噪比为优化指标，获得 DBSSR 方法的最

图 15 当系统参数为 copt = 1. 33，C opt
p = 0. 07，w opt = 1. 67，

hopt = 0. 15，θ opt = 0. 12 时，EDMEHSR 方法滤波的

外圈故障信号

Fig. 15 The filtered outer race fault signal using EDMEHSR 
method with the optimized parameters copt = 1. 33，
C opt

p = 0. 07，w opt = 1. 67，hopt = 0. 15，θ opt = 0. 12

图 16 加噪外圈故障信号

Fig. 16 The signal of the outer race fault with noise

图 13 仿真信号

Fig. 13 The simulated signal

图 14 外圈故障混合信号

Fig. 14 The mixed signal of the outer race fault

图 17 当系统参数为 copt = 1. 27，C opt
p = 0. 01，w opt = 0. 81，

hopt = 0. 04，θ opt = 0. 11 时 ，基 于 EDMEHSR 方 法

滤波的外圈故障信号

Fig. 17 The filtered outer race fault signal using EDMEHSR 
method with the optimized parameters copt = 1. 27，
C opt

p = 0. 01，w opt = 0. 81，hopt = 0. 04，θ opt = 0. 11

表 3 仿真信号输出信噪比

Tab. 3 The output SNR of the simulated signal

图

图 11
图 12
图 14
图 15

方法

Hilbert包络法

EDMEHSR 方法

Hilbert包络法

EDMEHSR 方法

SNR/dB
-32.2799
-11.5848
-33.8626
-15.7594
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优 系 统 参 数 为 copt = 0.86，w opt = 1.51，hopt = 0.01。
基于 DBSSR 方法的滤波结果如图 18 所示，图 18（b）
对应的信噪比为-17.6628 dB，小于图 17（b）对应的

信噪比-15.3597 dB。图 18（b）对应的最大归一化

干扰幅值为 0.476，大于图 17（b）对应的最大归一化

干扰幅值 0.362。此外，基于 DBSSR 方法滤波后的

频谱有低频干扰成分，如图 18（b）所示。

综上，在相同优化流程的情况下，基于机电耦合

系统的随机共振现象的故障诊断方法获得的滤波信

号具有信噪比高，受干扰小的优点。

4　结  论

本文建立了基于解耦的鞍点退化势能函数的机

电耦合动力学模型，数值分析了不同激励幅值下非

线性俘能系统的输出响应（周期响应与混沌响应），

为非线性俘能系统的结构设计提供参考。最后实现

了非线性俘能系统机电耦合动力学模型随机共振现

象在故障诊断中的应用。本文主要结论如下：

势阱高度对系统的影响与势阱宽度产生的影响

完全相反。增大势阱宽度将使非线性俘能系统发生

混沌响应的区域向着大激励幅值方向移动，且在低

激励幅值处的混沌区域将会增大。因此在设计具有

周期响应特征的非线性俘能系统时，可根据环境激

励幅值等级，选取合适的势阱高度与势阱宽度值。

此外，仿真与实验轴承故障案例表明，基于机电

耦合动力学模型俘能系统随机共振现象的方法可有

效增强故障特征，滤除噪声干扰。这展示了一种非

线性能量俘获系统作为非线性滤波器在故障诊断中

的潜在工程应用。
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Analysis and fault diagnosis application of the electromechanical 
dynamic model of the nonlinear energy harvester

XU Hai‑tao， ZHOU Sheng‑xi
（School of Aeronautics， Northwestern Polytechnical University， Xi’an 710072， China）

Abstract: The study of the influence of potential well parameters on the output of a nonlinear energy harvester system is conducive 
to the design of the high-performance energy harvester system. Meanwhile， the stochastic resonance phenomenon in the corre‑
sponding electromechanical coupling dynamics model of the energy harvester system can be used to enhance the characteristics of 
weak faults， so as to effectively identify weak faults. This paper proposes a decoupled saddle-point-degradation bistable potential 
function， and the electromechanical dynamic model is introduced. The bifurcation diagram under different excitation amplitudes is 
obtained to discuss the effect of the barrier width and the barrier height on the responses （periodic response and chaotic response）. 
According to the methods of the Poincaré map， the frequency spectrum analysis， and the Lyapunov exponent， the periodic re‑
sponse and the chaotic response are examined at a fixed excitation amplitude， which is consistent with that obtained from the bifur‑
cation diagram. Based on the electromechanical dynamic model perturbed by the random noise， the stochastic-resonance-based 
method is proposed for fault diagnosis， which achieves the enhancement of the simulated and experimental bearing fault characteris‑
tics.

Key words: nonlinear system；energy harvesting；fault diagnosis；Lyapunov exponent；Poincaré map
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