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摘要: 在轴力识别中，动力测试法建立在杆件振动理论的基础上，因此杆件的振动方程决定了轴力识别的结果。为

提高杆件轴力识别的精度，从能量角度出发，推导出轴力作用下 Timoshenko 梁的自由振动方程。引入缩聚假设，建

立了 Timoshenko 梁关于位移、应力和轴力的 Ressiner 能量方程；使用极值定理，求得平面梁的运动和应力的平衡方

程，化简上述平衡方程得到轴力作用下 Timoshenko 梁自由振动的方程，发现与经典结构动力学方程相比，所提出的

方程多出与轴力和剪切效应有关的两项。使用本文推导的方程分别从数值模拟和试验研究两个方面对杆件进行轴

力识别，发现与传统的识别方法相比精度有较大的提高，验证了其正确性和适用性。
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引  言

杆件具有形式简单、受力明确和易组装等优点，

因此被广泛应用在工程结构中，如网壳结构、网架结

构和斜拉桥等。然而在这些结构服役期间，复杂多

变的荷载可能会导致关键杆件受力超出设计范围，

进而引起结构损伤甚至倒塌。因此，如何在正常工

作状态下，高效、准确地检测关键杆件所受轴力的变

化，对结构主体的健康监测起着至关重要的作用［1］。

目前为止，杆件轴力识别方法按识别机理可以

分为：光纤光栅法［2‑3］、磁通量法［4‑5］、波动法［6‑7］和动力

测试法［8‑10］等。其中，动力测试法以方便、快捷、经济

和精度高等优点被广泛使用。其主要机理是根据轴

力识别的特征方程，利用杆件的振动信息（如频率和

振型）进行轴力识别。而轴力识别的特征方程是在

杆件振动理论的基础上建立的，因此，使用不同的振

动理论，杆件轴力识别的结果将产生明显差异。

起初动力测试法使用弦振动理论，在已知边界

条件下通过建立固有频率与轴力的关系来识别杆件

的轴力［11］。虽然弦理论对柔性细长杆的轴力有良好

的识别效果，但由于该理论没有考虑杆件的弯曲刚

度，所以对考虑弯曲变形的杆件轴力的识别效果较

差。为了提高考虑弯曲变形的杆件轴力识别的精

度，学者首先以 Bernoulli‑Euler 梁理论为基础，建立

轴力识别的特征方程。例如，LI 等［12‑13］在考虑轴力

影响的 Bernoulli‑Euler 梁的基础上，提出了未知边

界条件下杆件轴力的识别方法。LAGOMARSINO
等［14］将杆件简化为 Bernoulli‑Euler 梁，采用前 3 阶固

有 频 率 对 杆 件 进 行 轴 力 识 别 。 然 而 研 究 发 现

Bernoulli‑Euler 梁理论只能提高对细长杆件轴力的

识别精度，对于受剪切变形和转动惯量影响较大的

短杆而言，Bernoulli‑Euler 梁的识别误差不可忽略。

针对这一问题，学者们开始将 Timoshenko 梁理论应

用在杆件轴力识别的问题中，这是因为 Timoshenko
梁能够同时考虑弯曲引起的转动惯量和剪切变形影

响，可以更好地模拟短杆的振动情况。AMABILI
等［15］使用经典 Timoshenko 梁理论模拟实际杆件，提

出了一种基于频率的轴力识别方法。袁永强等［16］采

用修正的 Timoshenko 梁理论，同时考虑传感器质量
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的影响，提出了一种改进的轴力识别方法。李东升

等［17‑19］基于修正的 Timoshenko 梁理论，分别对不同

截面和不确定刚度的杆件进行轴力识别。

在上述研究中，梁的振动方程都是根据力的平

衡方程建立的。而本文将采用一种新的推导方法，

充分考虑轴力对 Timoshenko 梁的动力特性的影响。

具体过程如下：在 GUYADER［20］研究基础上，从

Ressiner 能量方程出发，利用极值定理，推导出轴力

作 用 下 Timoshenko 梁 自 由 振 动 的 方 程 ，并 通 过

MATLAB 数值模拟和杆件试验验证该方程的正确

性和适用性。

1　轴力作用下 Timoshenko 梁振动

方程的理论推导

轴力作用下经典 Timoshenko 梁的弯曲振动是

从材料力学的角度，利用力和弯矩两个平衡方程得

到的［21］。而本节将换个思路：从能量角度推导轴力

作用下 Timoshenko 梁的弯曲振动方程。

1. 1　基本公式

首先引入推导过程中所需的三个基本公式。

1. 1. 1　直梁位移和应力的缩聚假设

考虑如图 1 所示的三维直梁的几何模型。其

中，宽度 b 和高度 h 两个维度方向上的尺寸比梁长 L

小，且轴线 x1与梁的中心线重合。

将梁上任一点的位移和应力进行泰勒级数展

开，其表达式为［20］：

w i ( x 1，x2，x3，t )= w i ( x 1，0，0，t )+

x2
∂w i ( x 1，0，0，t )

∂x2
+ x3

∂w i ( x 1，0，0，t )
∂x3

+ …（1）

σij ( x 1，x2，x3，t )= σij ( x 1，0，0，t )+

x2
∂σij ( x 1，0，0，t )

∂x2
+ x3

∂σij ( x 1，0，0，t )
∂x3

+ ⋯（2）

式中  w i ( x 1，x2，x3，t ) 为空间梁上任意一点的位

移；σi ( x 1，x2，x3，t )为空间梁上任意一点的应力。

由上式可知：梁上任意点的位移和应力与函数

w i ( x 1，0，0，t )，∂w i ( x 1，0，0，t ) /∂x2 和 σi ( x 1，0，0，t )
等有关。然而这些函数都是未知的，为了解决这一

难题，下面将任意点的位移和应力的泰勒展开式进

行改写，其表达式为：

w i ( x 1，x2，x3，t )=
w 0

i ( x 1，t )+ x2 w 2
i ( x 1，t )+ x3 w 3

i ( x 1，t )+ ⋯（3）
σij ( x 1，x2，x3，t )=

σ 0
ij ( x 1，t )+ x2 σ 2

ij ( x 1，t )+ x3 σ 3
ij ( x 1，t )+ ⋯ （4）

式（3）和（4）与式（1）和（2）是完全等价的，只是

将偏导数的形式改写成未知函数的表达式，此时未

知函数 w 0
i ( x 1，t )，w 2

i ( x 1，t )和 σ 0
ij ( x 1，t )等是相互独

立的，且相互之间不存在联系。这样就把梁的三维

问题转换为单维度问题，这种方法就称为缩聚假设。

1. 1. 2　Reissner 能量方程

当梁的应力、外力和位移都已知时，可以用 Re‑
issner能量方程表示梁的总能量，其表达式为：

R 1 ( wi，σij )=∫
t0

t1ì
í
îïï
∫V

é

ë
ê
êê
ê 1

2 p ( )∂w i

∂t

2

- σij εij + fi wi +

ù
û
úúúú

1
2 σij Sijkl σkl dV +∫

V̄
Fi wi

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
dV̄ dt （5）

式中  R1为梁单元总能量；p 为梁的密度；εij为应变；

fi为体力；Fi为外力；V 为梁单元的体积；V̄ 为梁单元

的外表面积；Sijkl为柔度系数；t0，t1分别表示任意两个

时间段。

1. 1. 3　方程极值计算的定理

基于时间和位移的梁振动方程表达式如下

所示：

L (w ( x，t ) )=∫
t0

t1∫
0

L

F (w ( x，t ) ) dxdt （6）

令 w，t =
∂w
∂t

，w，x = ∂w
∂x

，w，txj = ∂ j+ 1 w
∂t∂xj

( j= 1， 

2，⋯，n )，本文给出 j=2 时，关于上述泛函中 w（x，t）

的极值计算的定理为［22］：

∂F
∂w

- ∂
∂t

∂F
∂w，t

- ∂
∂x

∂F
∂w，x

+ ∂2

∂t∂x
∂F

∂w，tx
+

∂2

∂x2

∂F
∂w，xx

= 0 （7）

1. 2　公式详细推导

当平面梁发生弯曲振动时，将在轴 1 和 2 方向上

分别产生横向位移和剪切位移，如图 2 和 3 所示。而

梁的横向和剪切位移会引起正应力和剪应力的出

现。弯曲振动的平面梁经过缩聚假设后位移和应力

的表达式为：

图 1 梁的几何尺寸图

Fig. 1 Geometric dimension of a beam

1724



第  10 期 郭  鑫，等： Reissner能量方程视角下的改进 Timoshenko 梁动力学方程及其在轴力识别中的应用

位移：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

w 1 ( x 1，x2，x3，t )= x2 w 2
1 ( x 1，t )，

w 2 ( x 1，x2，x3，t )= w 0
2 ( x 1，t )，

w 3 ( x 1，x2，x3，t )= 0
（8）

应力：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

σ11 ( x 1，x2，x3，t )= x2 σ 2
11 ( x 1，t )，

σ22 ( x 1，x2，x3，t )= 0，σ33 ( x 1，x2，x3，t )= 0，
σ12 ( x 1，x2，x3，t )= σ 0

12 ( x 1，t )，
σ13 ( x 1，x2，x3，t )= 0，σ23 ( x 1，x2，x3，t )= 0

（9）

由式（8）和（9）可知：对于平面梁而言，位移存在

两个未知变量 w 2
1 和 w 0

2，应力也有两个未知变量 σ 2
11

和 σ 0
12。此时，平面梁的振动问题转化为求解上述四

个未知数的问题。

为了求解上述四个未知变量，就必须建立四个

未知变量之间的关系。因此，本文利用 Reissner 原
理，建立了考虑轴力影响的四个未知变量的 Ti‑
moshenko 能量方程。

首先给出各向同性材料应力‑应变的关系为：
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（10）

并由弹性力学相关知识，给出轴力 N 在平面梁

上所做的功为：

W N = N ∫
0

L é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú∂w 2

1

∂x2
+ 1

2 ( )∂w 0
2

∂x2

2

dx （11）

然 后 ，在 已 给 条 件 下 建 立 了 关 于 轴 力 N 和

w 2
1，w 0

2，σ 2
11，σ 0

12 的 Timoshenko 梁的 Reissner 能量方

程为：

R 1 ( w 2
1，w 0

2，σ 2
11，σ 0

12 )=∫
t0

t1∫V

ì
í
î

ïï

ïïïï

1
2 p

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( )x2

∂w 2
1

∂t

2

+

ù

û

ú
úú
ú( )∂w 0

2

∂t

2

- σ 0
12

∂w 0
2

∂x1
- σ 0

12 w 2
1 - x2

2 σ 2
11

∂w 2
1

∂x1
+

1
2

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
é
ë

ù
ûS1111 ( )x2 σ 2

11
2 + S1212( )σ 0

12
2 dVdt -

∫
t0

t1∫
0

L

N
é

ë
ê
êê
ê ∂w 2

1

∂x1
+

ù

û

ú
úú
ú1

2 ( )∂w 0
2

∂x1

2

dxdt （12）

转动惯量和面积的表达式为：

I =∫
A

x2 dA，   A =∫
A

dA （13）

因此，方程（12）可以简写为：

R 1 ( w 2
1，w 0

2，σ 2
11，σ 0

12 )=∫
t0

t1∫
0

Lì
í
î

ïï

ïïïï

1
2 p

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( )I

∂w 2
1

∂t

2

+

ù

û

ú
úú
úA ( )∂w 0

2

∂t

2

- Aσ 0
12

∂w 0
2

∂x1
- Aσ 0

12 w 2
1 - Iσ 2

11
∂w 2

1

∂x1
+

1
2
é
ëS1111 I (σ 2

11) 2 + AS1212(σ 0
12) 2ù

û-

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
N
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú∂w 2

1

∂x1
+ 1

2 ( )∂w 0
2

∂x1

2

dxdt （14）

随后，对方程（14）运用极值定理，求出关于轴力

N 和 w 2
1，w 0

2，σ 2
11，σ 0

12 的等式方程为：

-Aσ 0
12 - pI

∂2 w 2
1

∂t 2 + ∂
∂x1

( Iσ 2
11)= 0 （15a）

-pA
∂2 w 0

2

∂t 2 + ∂
∂x1

(Aσ 0
12)+ N

∂2 w 0
2

∂x2
1

= 0 （15b）

- I
∂w 2

1

∂x1
+ IS1111 σ 2

11 = 0 （15c）

S1212 Aσ 0
12 - Aw 2

1 - A
∂w 0

2

∂x1
= 0 （15d）

其中，方程 15（a），（b）分别为沿 1，2 轴方向的运动方

程；而 15（c）和（d）为关于应力的平衡方程。

化解方程 15（c）和（d），得到应力未知变量 σ 2
11 和

σ 0
12 与位移未知变量 w 2

1 和 w 0
2 的关系为：

σ 0
12 = 1

S1212 (w 2
1 + ∂w 0

2

∂x1 ) （16a）

σ 2
11 = 1

S1111

∂w 2
1

∂x1
（16b）

将方程（16）代入方程 15（a）和（b）中，得到只有

位移未知变量 w 2
1 和 w 0

2 方程的表达式为：

-pI
∂2 w 2

1

∂t 2 - A
S1212 (w 2

1 + ∂w 0
2

∂x1 )+I
∂

∂x1 ( 1
S1111

∂w 2
1

∂x1 )=0，

-pA
∂2 w 0

2

∂t 2 + ∂
∂x1

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úA

S1212 ( )w 2
1 + ∂w 0

2

∂x1
+N

∂2 w 0
2

∂x2
1

=0

（17）

图 2 平面梁的横向位移  w 0
2 ( x1，t )［20］

Fig. 2 Transverse displacement w 0
2 ( x1，t )［20］

图 3 平面梁的纵向位移  x2 w 2
1 ( x1，t )［20］

Fig. 3 Longitudinal displacement x2 w 2
1 ( x1，t )［20］
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最后，进一步将公式（17）两式联合整理可得：

- 1
S11111

∂4 w 0
2

∂x4
1

- pA
∂2 w 0

2

∂t 2 - p2 IS1212
∂4 w 0

2

∂t 4 +

pI (1 + S1212

S11111 ) ∂4 w 0
2

∂t 2 ∂x2
1

+ pNS1212 I
A

∂4 w 0
2

∂t 2 ∂x2
1

+

N
∂2 w 0

2

∂x2
1

- NI
S11111

∂4 w 0
2

∂x4
1

= 0 （18）

由 于 E = 1/S11111，G = 1/S1212，且 将 横 向 位 移

w 0
2 用 w 表示，再把 x1 替换成 x 表示，从而得到轴力

作用下的 Timoshenko 梁的自由振动方程为：

EI
∂4 w
∂x4 + pA

∂2 w
∂t 2 + p2 I

G
∂4 w
∂t 4 -

pI (1 + E
G ) ∂4 w

∂t 2 ∂x2 - pNI
GA

∂4 w
∂t 2 ∂x2 -

N
∂2 w
∂x2 + NEI

GA
∂4 w
∂x4 = 0 （19）

通常，剪应力在梁横截面上均匀分布，因此需要

引入剪切变形系数 ky对 G 进行修正，其表达式为：

G ′= ky G （20）
因此，轴力作用下经典 Timoshenko 梁的弯曲自

由振动方程写为：

EI
∂4 w
∂x4 + pA

∂2 w
∂t 2 + p2 I

ky G
∂4 w
∂t 4 - N

∂2 w
∂x2 -

pI (1 + E
ky G ) ∂4 w

∂t 2 ∂x2 - pNI
ky GA

∂4 w
∂t 2 ∂x2 +

NEI
ky GA

∂4 w
∂x4 = 0 （21）

从式（21）中可以发现：与力的平衡方法［22］相比，

本文推导的动力学方程前 6 项与力的平衡方法得到

的结果完全相同，但还多出与轴力和剪切效应有关

的后两项，即
pNI

1
ky

GA

∂4 w
∂t 2 ∂x2 和

NEI
1
ky

GA

∂4 w
∂x4  。

2　运动方程在杆件轴力识别中的应用

本节简略介绍一下使用本文推导的轴力作用下

Timoshenko 梁振动方程进行杆件轴力识别的过程，

详细过程请参考文献［16］。

首先使用分离变量法求解式（21），并且假定平

面梁的弯曲振动方程为：

w ( x，t )= φ ( x ) sin ( λt ) （22）
式中  λ 和 φ ( x ) 分别表示平面梁的圆频率和相应

的振型。

将式（22）代入式（21）中可得：

aφ′ ′ ′ ′( x )+ bφ′′( x )+ cφ ( x )= 0 （23）
式中  a，b 和 c的表达式分别为：

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

a = EI ( 1 + N
ky GA

)

b = -N + EIpλ2

ky GA
+ pIλ2 + NpIλ2

ky GA

c = -pAλ2 + p2 Iλ4

ky G

（24）

由式（24）可知，与力的平衡方法相比，在轴力识

别过程中，系数 a 多出一项
EIN

ky GA
，同时系数 b 也多

出一项
NpIλ2

ky GA
，而振型函数 φ ( x )的通解为：

φ ( x )= ∑
k = 1

4

Ck eβk x （25）

式中  系数 Ck ( k = 1，2，3，4 )只与边界条件有关；参

数 βk ( k = 1，2，3，4 )的详细表达式见文献［16］。

当杆件边界未知时，可以利用杆件上某一模态

振型上的 5 个点处位移值，得到 4 个位移模态比 λij，

例如：

λij = φi ( x )
φj ( x )

；i = 1，j = 2，3，4，5 （26）

紧接着，对式（26）进行变换，得到了关于 4 个待

定参数 C1，C2，C3，C4的联立方程：

S 4 × 4

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úC 1

C 2

C 3

C 4

= 0 （27）

式中  S的具体表达式详见参考文献［16］。由于待

定参数 Ci（i=1，2，3，4）作为杆件的边界条件，必有

非零解。因此其系数矩阵 S的行列式必为 0，然后利

用 S的行列式为零这一性质，求得杆件真实轴力的

大小。

3　数值算例分析

为了验证本文运动方程推导的正确性和轴力识

别的适用性，本节使用文献［17］提出的改进 Ti‑
moshenko 平面梁单元，通过 MATLAB 软件建立与

文献［13］相同的杆件动力学模型，如图 4 所示。图

中 S1~S5 是杆件在长度方向上等距离布置的节点

位置。杆件的结构参数如下：弹性模量 E = 2.1 ×
1011 Pa，泊松比 υ=0.3，密度 p=7860 kg/m3，剪切变

形系数 ky=5/6，矩形截面的宽度和高度分别为 b=
0.035 m 和 h=0.005 m。杆件的边界条件为两端固

支，并且两端受到轴向拉力 N 的作用。下面将从以

下 3 个方面进行验证，并与文献［21］的动力学方程

进行对比分析。
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3. 1　不同模态阶数

首先，以 0.72 m 长度的杆件作为研究对象，轴

向拉力预设为 15 kN。用 MATLAB 软件对轴力作

用下的杆件进行模态分析，并提取了前 5 阶模态的

固有频率和相应振型，详细数据如表 1 所示。然后，

采用第 2 节的识别算法对矩形杆件进行轴力识别。

随后，对不同模态阶数下的杆件进行轴力识别，详细

的识别结果如表 2 所示。

图 5 给出了第 1 阶模态下杆件轴力与 || S 之间的

关系曲线，图中水平虚线表示 || S 为 0。由图 5 可知：

采用本文推导的动力学方程对杆件进行轴力识别

时，识别结果为 15.000 kN，误差为 0%。证明了本

文推导动力学方程的正确性；同时也说明该动学方

程可用于杆件的轴力识别。

由表 2 可知，采用文献［21］中考虑轴力影响的

Timoshenko 梁动力学方程进行轴力识别时，任意阶

模态都存在误差。当使用杆件的 1 阶模态信息进行

轴 力 识 别 时 ，识 别 结 果 为 15.004 kN，误 差 仅 为

0.027%。但随着模态阶数的增加，识别误差逐渐增

大，当使用 5 阶模态信息进行轴力识别时，识别误差

为 0.347%。而在相同工况下，采用本文推导的轴力

作用下 Timoshenko 梁自由振动方程进行轴力识别

时，任何阶模态下轴力识别结果都为 15.000 kN，识

别误差为 0.000%，证明了本文推导动力学方程的正

确性和精确性。

3. 2　不同轴力

本节将研究在不同轴力工况下，本文推导动力

学方程对轴力识别结果的影响。同样以 0.72 m 长

度的杆件作为研究对象。此时，轴向拉力 5~25 kN
逐步加载，步长为 5 kN。提取了不同轴力工况下杆

件的第 3 阶模态的固有频率和对应传感器位置上的

振型数据，然后对不同轴力下的杆件进行轴力识别，

识别结果如表 3 所示。

从表 3 中可以发现，采用文献［21］中动力学方

程对不同轴力情况下的杆件进行识别时，其误差均

小于 0.5%，表明轴力大小对杆件识别结果影响较

小。与此同时，采用本文的动力学方程在任何轴力

工况下进行轴力识别时，其误差都为 0.000%，说明

本文的动力学方程对不同杆件轴力进行识别时都有

非常高的识别精度。

表 1 不同模态阶数下杆件的固有频率和模态振型

Tab. 1 Natural frequencies and mode shapes of the bar 
under different mode orders

模态

阶数

1
2
3
4
5

频率/
Hz

94.37
209.80
358.98
547.54
777.87

S1

0.3467
−0.7404
−0.9655

1
0.8631

S2

0.8108
−1

−0.2122
−0.7061
−0.9580

S3

1
0
1
0
1

S4

0.8108
1

−0.2122
0.7061

−0.9580

S5

0.3467
0.7404

−0.9655
−1

0.8631

图 5 轴力与 |S|的关系

Fig. 5 The relationship between the axial force and |S|

表 2 不同模态阶数下杆件的轴力识别结果

Tab. 2 The identification results of axial force of the bar 
under different mode orders

识别

动力学

方程

本文

文献[21]

识别

结果与

误差

轴力/kN
误差/%
轴力/kN
误差/%

模态阶数

1 阶

15.000
0.000

15.004
0.027

2 阶

15.000
0.000

15.013
0.087

3 阶

15.000
0.000

15.026
0.173

4 阶

15.000
0.000

15.033
0.220

5 阶

15.000
0.000

15.052
0.347

图 4 杆件动力学模型

Fig. 4 Dynamic model of the bar

表 3 不同轴力工况下的轴力识别结果

Tab. 3 The identification results of axial force of the bar 
under different axial forces

识别

动力学

方程

本文

文献[21]

识别

结果与

误差

轴力/kN
误差/%
轴力/kN
误差/%

轴力/kN

5
5.000
0.000
5.007
0.140

10
10.000

0.000
10.014

0.140

15
15.000

0.000
15.026

0.173

20
20.000

0.000
20.034

0.170

25
25.000

0.000
25.034

0.136
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3. 3　不同杆件长度

第 1，2 节以细长杆件作为研究对象，此时剪切

变形对杆件动力学特性影响较小。为了验证本文推

导的动力学方程对剪切变形影响较大的杆件依然适

用，本节分析了不同长度的杆件对轴力识别结果的

影响。杆件两端的轴向拉力为 15 kN，杆件的长度

分别为 0.18，0.36，0.54，0.72 和 0.90 m。利用杆件的

第 3 阶模态信息进行轴力识别，详细的识别结果如

表 4 所示。

从表 4中可以看出，文献［21］的运动方程随着杆

件长度的减短，识别误差在不断增大。当 L=0.90 m
时，误差仅 0.093%，而当 L=0.18 m 时，识别误差达

到 2.373%。而产生这种现象的原因是随着杆件长

度的减短，剪切变形对杆件动力学特性影响显著。

但对于本文提出的动力学方程而言，在任何长度下

的识别结果都为 15.000 kN，证明本文提出的动力学

方程能更好地模拟剪切变形对杆件动力学特性的

影响。

4　试验分析

第 3 部分的数值分析证明本文提出的动力学方

程的精确性，本节将再次通过试验方式进行验证。

试验数据来自文献［13］，试验杆件的结构参数与数

值 分 析 的 完 全 相 同 ，其 中 梁 长 L=0.72 m。 5 个

A353B66 加速度传感器以等间距 0.12 m 布置在杆

件上。动态激励方式为单点锤击，然后使用随机子

空间方法对采集到的加速度数据进行分析得到矩形

杆件在不同荷载阶段的前 5 阶自振频率和传感器归

一化模态位移比信息，具体数据见参考文献［13］。

通过对比可以发现：本文表 1 数值模拟数据与文

献［13］的试验数据相吻合，也验证了数值模型的正

确性。随后使用本文推导的动力学方程对试验杆件

进行轴力识别，并与文献［13］的轴力识别结果进行

对比。表 5 和 6 分别列出了第 1 阶模态和第 4 阶模态

在不同荷载工况下杆件的轴力识别结果和相对

误差。

从表中可知，对于第 1 阶模态，采用本文提出的

Timoshenko 梁的动力学方程与文献［13］中欧拉梁

的识别结果相近，轴力识别精度最多提高 0.20%。

而对于第 4 阶模态，本文识别精度显著提高，其中在

实际轴力为 10 kN 时，识别轴力达到 9.79 kN，误差

为− 2.10%，识别精度提高了 6.90%。出现这种现

象的主要原因是：对于梁的振动而言，高阶模态的剪

切影响不可忽略，因此采取本文推导的 Timoshenko
梁理论进行杆件识别时，具有更高的识别精度。上

述试验结果表明了本文提出的动力学方程的正确性

和在轴力识别中的适用性，且能够准确模拟实际杆

件的振动情况。

5　结  论

本文从 Reissner 能量方程角度推导出轴力作用

下的 Timoshenko 梁自由振动的方程，通过数值模拟

和试验测试两个方面验证了该方程的正确性和在杆

件轴力识别中的适用性，主要结论如下；

（1）与经典动力学方程相比，本文提出的改进

Timoshenko 梁动力学方程更好地考虑了剪切变形

对轴向杆件振动特性的影响，因此在杆件轴力识别

表 4 不同长度下的轴力识别结果

Tab. 4 The identification results of axial force of the bar 
under different lengths

识别

动力学

方程

本文

文献[21]

识别

结果与

误差

轴力/kN
误差/%
轴力/kN
误差/%

杠件长度/m

0.18
15.000

0.000
15.356

2.373

0.36
15.000

0.000
15.089

0.593

0.54
15.000

0.000
15.039

0.260

0.72
15.000

0.000
15.026

0.173

0.90
15.000

0.000
15.014

0.093

表 5 不同轴力工况下的第 1阶模态杆件试验轴力识别结果

Tab. 5 The identification results of axial force of the bar 
for the first mode under different axial forces

预设

轴力/
kN
10
15
20
25
30

识别结果

本文识别

轴力/kN
9.71

14.50
19.33
24.33
29.21

本文误

差/%
−2.90
−3.33
−3.35
−2.68
−2.63

文献识别

轴力/kN
9.69

14.50
19.32
24.32
29.20

文献误

差/%
−3.10
−3.33
−3.40
−2.72
−2.67

精度提

高/%
0.20
0.00
0.05
0.04
0.03

表 6 不同轴力工况下的第 4阶模态杆件试验轴力识别结果

Tab. 6 The identification results of axial force of the bar 
for the fourth mode under different axial forces

预设

轴力/
kN
10
15
20
25
30

识别结果

本文识别

轴力/kN
9.79

14.73
19.68
24.76
30.74

本文误

差/%
−2.10
−1.80
−1.60
−0.96

2.47

文献识别

轴力/kN
10.90
15.87
20.67
25.77
31.14

文献误

差/%
9.00
5.80
3.35
3.08
3.80

精度提

高/%
6.90
4.00
1.75
2.12
1.33
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中具有更好的精度。并且为以后推导更为复杂的梁

的运动方程提供了一种思路。

（2）与欧拉梁理论相比，本文提出的改进 Ti‑
moshenko 梁动力学方程在低阶模态下的轴力识别

结果与欧拉梁的识别结果几乎相同。而随着模态阶

数的增加，本文提出的动力学方程识别结果更好。

（3）数值模拟和试验都证明了本文推导的动力

学方程能够用于杆件的轴力识别中，并且能够准确

识别出不同工况下杆件的真实轴力。
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An enhanced dynamic equation for Timoshenko beams based on the 
Reissner energy function and its application to axial force identification

GUO Xin1， WEI Da3， YAO Ya-dong1，2， LI Dong-sheng4

（1.Transportation Institute of Inner Mongolia University， Hohhot 010070， China；
2.Inner Mongolia Engineering Research Center of Testing and Strengthening for Bridges， Inner Mongolia University，

Hohhot 010070， China； 3.State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering， Dalian University of Technology，
Dalian 116024， China； 4. Guangdong Engineering Center for Structure Safety and Health Monitoring， Shantou University， 

Shantou 515063， China）

Abstract: The dynamic method for identifying axial force is grounded in vibration theory， making the vibration equation of a bar 
member crucial for accurate axial force estimation. Traditionally， the Timoshenko beam is derived from the equilibrium of trans‑
verse forces and moments. In this paper， an energy-based approach is applied to derive a new vibration equation for the Timoshen‑
ko beam under axial loading. The Ressiner energy equation for a Timoshenko beam， incorporating displacement， stress and axial 
force， is established using a condensation hypothesis from an energy perspective. The motion equation and stress equilibrium are 
calculated using the extremum principle， leading to a new free vibration equation for the Timoshenko beam under axial force. Com‑
pared to classical textbooks， the proposed dynamics equation includes two additional terms related to axial forces and shear effects. 
The new equation is validated through numerical simulations and laboratory experiments to identify the axial force in bar members. 
The results demonstrate that the proposed equation significantly improves the accuracy of axial force identification， confirming its 
correctness and applicability.

Key words: Timoshenko beam；free vibration；modal analysis；axial force identification
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