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摘要 : 针对四旋翼吊挂运输系统，本文引入了四绳吊挂运输方式，开展了四旋翼四绳吊挂运输系统的动力学建模、

轨迹规划与控制研究。根据四旋翼和负载的相对位姿推导了绳索张力，建立了四旋翼四绳吊挂运输系统的动力学

模型。为平衡运输时间与负载摆动抑制，引入时间和负载摆幅作为复合性能指标，利用伪谱法将原本的最优控制问

题转换为非线性规划问题，求解了四旋翼四绳吊挂运输系统的最优位置轨迹，设计了轨迹跟踪算法，并通过数值仿

真和实验验证了这一轨迹的合理性。
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引  言

无人机是通过无线遥控装置或机载计算机内置

程序控制的无人驾驶飞行器。在过去的 30 多年里，

无人机的普及度以前所未有的速度持续增长。目前

有 50 多个国家正在开发超过 1000 种无人机型号，无

人机已成为军事和民用领域的重要组成部分，其作

用不容忽视［1］。

无人机的回收技术有多种选择，从空中悬停、伞

降、起飞架滑行、拦阻网或天钩悬停、气垫悬停到垂

直悬停［2‑7］，都能够满足不同的需求。由于复杂的地

形条件和多种规则的约束，垂直着陆的回收效率要

远远高于其他回收方式。因此，无人机回收越来越

趋向于垂直起降的设计，最常见的垂直起降型无人

机为多旋翼无人机。

鉴于欠驱动、强耦合和非线性等特点，大量学者

关注了四旋翼运输系统［8］。四旋翼运输负载的方法

有两种。一种是装配夹持器，但这种附加机构会显

著提高四旋翼的附加惯性，从而减缓其姿态反应的

速度［9］。另一种方法是通过绳索连接四旋翼和负

载，保持了四旋翼的敏捷性［10］。

本文针对第二种方法开展研究。采用四旋翼吊

挂运输系统能够有效避免负载外形与夹具的不匹

配，减少负载对四旋翼转动惯量的影响，提升其灵活

性，使其能够在复杂的环境中迅速、有效地完成作

业，而且无需考虑陆上交通的限制。

四旋翼吊挂运输系统按连接负载的绳索数量可

分为四旋翼单绳吊挂运输系统和四旋翼多绳吊挂运

输系统。四旋翼单绳吊挂运输系统是利用四旋翼位

置运动和负载振荡之间的自然耦合来实现对负载的

摆动抑制。文献［11］研究了弱非线性条件下受控系

统的稳定性，并设计了一个实验系统，以便更好地控

制绳系单体系统的面内运动。文献［12］提出了一种

新的方法，将机器人的振动控制转换为模态空间，以

便更好地控制柔性机器人的低阶振动，该方法通过

规划支杆的局部运动实现这一目标。文献［13］提出

了一种非线性有限时间控制策略来解决四旋翼吊挂

运输系统的运动控制问题，实现了存在扰动情况下

四 旋 翼 吊 挂 运 输 系 统 的 高 性 能 运 动 控 制 。

Guerrero‑Sánchez 等［14］提出了一种基于阻尼分配‑无
源控制策略，以稳定四旋翼绳索吊挂负载的摆动。

Foehn 等［15］将轨迹优化问题转化为一种具有互补约

束的数学模型，从而实现了期望的轨迹规划。

与只有单绳的四旋翼吊挂运输系统相比，四旋

翼多绳吊挂运输系统中负载摆动与四旋翼姿态运动

也存在耦合，因此负载摆动可以得到更有效的抑制。

文献［16］研究了一种新型四旋翼航空运输系统，讨

论了绳索不同状态下的稳定条件，以显示四根绳索

系统的优点，并在李群 SO（3）上设计了一种分层自

适应控制器以完成四旋翼负载运输。

四旋翼吊挂运输系统的负载摆动幅值依赖于期
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望的运输路径，本文将通过路径规划来实现负载摆

动抑制。路径规划旨在寻求一条特定目标函数的最

佳路线，以便实现从起点到目的地的运动［17］。基于

数学模型的算法可以分为线性规划法（Linear Pro‑
gramming， LP）和 非 线 性 规 划 法（Nonlinear Pro‑
gramming， NLP）。

Fiaz 等［18］提出了一种混合组合方法，将度量时

态逻辑规范转化为线性约束，并使用混合整数线性

规划求解器求解所需路径的相关最优控制问题。

Tang 等［19］提出了一种基于混合整数二次规划的方

法，通过优化运动轨迹，实现了在已知障碍环境中对

四旋翼吊挂负载运输的控制。根据文献［18‑19］的

研究结果，线性规划算法具有结构紧凑、运行效率极

高、操作便捷等特性，然而，由于计算能力受到局部

变量的影响，其处理能力受到一定的限制。文献

［20］描述了一种基于非线性模型预测控制和闭环局

部轨迹规划的在线方法，实现了动态环境下无人机

吊挂负载系统的避障控制。Liang 等［21］将原来的时

间最优问题转化为非线性规划问题，使用非线性规

划技术对四旋翼运输系统进行动力学分析和时间优

化运动规划。

综上所述的文献研究都是围绕四旋翼单绳吊挂

运输系统的，目前针对四旋翼四绳吊挂运输系统的

研究相对较少，本文在文献［21］的基础上研究了四

旋翼四绳吊挂运输问题，引入时间和负载摆幅作为

复合性能指标，求解了最优轨迹。首先，给出绳索张

力约束下的四旋翼和负载的动力学方程；其次，通过

伪谱法将四旋翼四绳吊挂运输系统的运动轨迹规划

问题转换为一类非线性规划问题，求解得到最优轨

迹；最后，通过数值仿真与飞行实验验证最优轨迹的

合理性。本文针对四旋翼四绳吊挂运输系统，建立

了高精度动力学模型，给出了最优路径规划方法，四

旋翼四绳吊挂运输系统通过此方法准确地运输负载

到达了目标点。

1　飞行控制建模

图 1 展示了一种四旋翼四绳吊挂运输系统。坐

标系{ }X e，Y e，Ze 为固定在地面上的惯性坐标系，坐

标系 { }X b，Y b，Zb 为固定在四旋翼机身上的体坐

标系。

1. 1　动力学模型

本文将所运输的负载近似为一个质点，因此，四

旋翼四绳吊挂运输系统中无人机和负载的运动学模

型可以分别表示为：

ṙ1 = V 1 （1）
ṙ2 = V 2 （2）

θ̇=M ( θ )w （3）

式中  r1 = [ x 1  y1  z1 ] T
和 r2 = [ x2  y2  z2 ] T

分别为四

旋翼质心和负载在惯性系中的位置矢量 ；V 1 =

[ vx1  vy1  vz1 ] T
和 V 2 = [ vx2  vy2  vz2 ] T

分别为四旋翼和

负载在惯性系中的速度矢量；θ= [ϕ   θ  ψ ] T
表示滚

转 角 、俯 仰 角 和 偏 航 角 构 成 的 向 量 ；w=

[wx  w y  w z ] T
为四旋翼角速度矢量；M (θ )为角速度

对应 Xb，Yb 和 Zb 轴转换为姿态角的变换矩阵，具体

表达式如下：

M (θ )=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
ù
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ú

ú

úú
ú
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ú
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ú1 sin ϕ tan θ cos ϕ tan θ

0 cos ϕ -sin ϕ

0 sin ϕ
cos θ

sin ϕ
cos θ

，cos θ ≠ 0

（4）
四旋翼四绳吊挂运输系统中无人机和负载的动

力学模型在惯性坐标系下可以分别表示为：

a1 = FT - FS - G 1

m 1
（5）

a2 = FS - G 2

m 2
（6）

ẇ= I-1 (-w× Iw+ Γ+ τ ) （7）

式中  a1 = [ v̇x1  v̇y1  v̇ z1 ] T
和 a2 = [ v̇x2  v̇y2  v̇ z2 ] T

分别

为四旋翼和负载在惯性坐标系中的加速度矢量；FS

为 四 根 绳 索 在 惯 性 坐 标 系 下 的 张 力 之 和 ；G 1 =

[0  0  m 1 g ] T
和 G 2 = [0  0  m 2 g ] T

分别为四旋翼和负

载的重力，其中，g 为重力加速度；m1和 m2分别为四

旋翼和负载的质量；I= diag ( Ixx  Iyy  Izz)为四旋翼转

动惯量；Γ= [ u2  u3  u4 ]
T
为升力对四旋翼质心产生

的力矩；τ= [ τx  τy  τz ] T
为四根绳索对四旋翼质心产

生的力矩之和；FT表示四旋翼在惯性坐标系下的升

力，其具体表达式为：

FT = RFT1 （8）

图 1 四旋翼四绳吊挂运输系统示意图

Fig. 1 Schematic diagram of the quadrotor transportation 
system with a four-cable-suspended payload
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式中  FT1 = [0  0  u1 ]
T
为四旋翼在体坐标系下的升

力；R为体坐标系转换为惯性坐标系的旋转矩阵。

1. 2　绳索的张力、阻力和力矩

第 l 根绳索的方向矢量记为 L l。绳索的方向矢

量及其导数可由三角形的矢量关系获得，关系式如

下式所示：

L l = r1 r2 - r1A l；l = 1，2，3，4 （9）
L̇ l = ṙ1 ṙ2 - ṙ1A l （10）

式中  A l 表示第 l 根绳索在机体坐标系下连接点的

位置矢量。第 l 根绳索的长度 sLl 和变化率 ΔLl 分别

如下式所示：

sLl = L l LT
l （11）

ΔLl = L̇T
l L l

sLl
（12）

绳索有张力的条件是被拉伸，为此可以引入 H l

函数，其定义为：

当绳索紧绷时：

H l = 1 （13）
当绳索松弛时：

H l = 0 （14）
第 l 根绳索的张力 FSl 和四根绳索的合力 FS 可

以表示为：

FS = ∑
l = 1

4

FSl = ∑
l = 1

4 -K 1 ( )sLl - bl H l L l

sLl
（15）

式中  bl表示第 l根绳索的初始长度；K 1 表示绳索的

弹性系数。本文阻力假设为零。

第 l根绳索的张力力矩 τl和四根绳索的合力矩 τ

可以表示为：

τ= ∑
l = 1

4

τ l = ∑
l = 1

4

A l × T l （16）

式中  Tl表示四旋翼在机体坐标系下第 l 根绳索的

张力，其具体表达式为：

T l = R 1FSl （17）
式中  R1 为惯性坐标系转换为体坐标系的旋转

矩阵。

2　最优轨迹求解

2. 1　伪谱法

本文的飞行器轨迹优化是一个非线性，且受到

绳长、推力、力矩、角度、速度等约束的最优控制问

题。通过直接优化性能指标，轨迹优化的数值方法

可以分为间接法和直接法，以满足不同的需求。间

接法通过 Lagrange 算子法［22］和变分法［23］推导最优

控制一阶必要条件，将轨迹优化问题转换为 Hamil‑
tonian 多点边值问题［24］。直接法将优化轨迹问题通

过变量离散化离散为非线性规划问题。因为间接法

在处理小规模问题时与直接法求解的优化结果相差

无几，却需要更长的计算时间和成本，同时间接法受

初始条件的影响较大，而直接法通常受初始条件的

影响不大［25］，因此本文采用直接法来解决轨迹优化

问题，以达到更好的效果。

根 据 配 点 法 ，直 接 法 可 以 分 为 欧 拉 法 、

Runge‑Kutta 法、Hermit‑Simpson 法以及伪谱法［26‑29］，

它们各自具有独特的优势。鉴于伪谱法具有出色的

计算性能，且在航空航天领域中已成为一种有力的

解决方案，因此本文将采用它来实现轨迹优化的目

标。伪谱法有 Legendre，Radau 以及 Gauss 等多种方

法［30‑32］，它们都能够提供准确的信息。Radau 伪谱法

是一种有效的 NLP 算法，它可以通过协态映射定理

和 NLP 算法的最优解来确定初始点的控制变量，因

此被广泛用于解决轨迹优化问题。Radau 伪谱法在

网格优化时采用的 3 种方法分别为 h 方法、p 方法和

hp 方法［33‑35］。本文采用 hp 自适应 Radau 伪谱法，它

将 h 方法和 p 方法的优势结合以求解轨迹优化问题，

从而获得更好的效果。本文选取的软件是采用 hp
自适应 Radau 伪谱法的 MATLAB 最优控制软件

GPOPS‑Ⅱ ［36］。

2. 2　优化轨迹模型

将式（1）~（3）中变量组成一组状态向量 x=

［x1  y1  z1  x2  y2  z2  vx1  vy1  vz1  vx2  vy2  vz2  ϕ  θ  ψ  wx 
wy  wz］

T∈ R18×1，可以把方程（1）~（3），（5）~（7）转化

为下式中的状态空间形式：

ẋ= f ( x )+ g ( x )U+ h ( y )+ G （18）
式中  f ( x )∈R 18 × 1和 g ( x )∈R 18 × 18分别为关于状态

向量x的向量和矩阵；U=［06×1  u1  u1  u1  06×1  u2  u3  u4］

∈ R 18×1 ； y = [ 015 × 1  w x wy  w y wz  w z wx ] ∈ R 18 × 1 ；

h（y）∈ R18×1 为关于状态向量 y的矩阵；G ∈ R 18 × 1

为重力和力矩的组合矩阵。

2. 3　优化性能指标

本文的性能指标是四旋翼四绳吊挂运输系统的

负载摆幅。因此，性能指标函数定义如下：

J =∫
0

t f [ ]( x 1 - x2 )2 - x2
20

2 + [ ]( y1 - y2 )2 - y 2
20

2

2 dt

（19）
式中  tf 为终端时间；x20，y20 分别为负载在 Xe，Ye 方

向上的初始坐标。
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2. 4　路径约束

考虑到工程中无人机的驱动能力有限，本文限

制了无人机的推力和力矩以及姿态角。主要考虑的

约束如下：

（1）推力 u1和力矩 u2，u3，u4约束如下：

uk min ≤ uk ≤ uk max；    k = 1，2，3，4 （20）
（2）角度 ϕ，θ，ψ 的约束如下：

ϕmin ≤ ϕ ≤ ϕmax （21）
θmin ≤ θ ≤ θmax （22）
ψmin ≤ ψ ≤ ψmax （23）

2. 5　Radau伪谱法求解

Radau 伪谱法的工作原理是将系统问题的状态

变 量 、控 制 变 量 和 离 散 约 束 条 件 通 过 在 一 系 列

Legendre‑Guass‑Radau（LGR）点上构建 Lagrange 插

值多项式转换为非线性规划问题，然后利用 IPOPT
求解器对这些非线性问题进行求解得到最优方案。

由于 LGR 配置点位于半开区间 τ ∈ )[-1，1 中，首先

需要把 τ 转换为四旋翼飞行的连续时间 t ∈ [ t0，t f ]，
转换公式如下：

τ = 2t
t f - t0

- t f + t0

t f - t0
（24）

式（18）~（23）相应地转换为：

微分状态方程：

d
dτ
x ( τ )= t f - t0

2 ( f ( x ( τ ) )+ g ( x ( τ ) )U ( τ )+

h ( y ( τ ) )+ G ) （25）
优化性能指标：

J = t f - t0

2 ∫
-1

1
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

é
ë

ù
û( )( x 1 ( )τ - x2( )τ )2 - x2

20
2

2 +

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú( )( y1 ( )τ - y2( )τ )2 - y 2

20
2

2 dτ （26）

路径约束：

uk min (τ )≤ uk(τ )≤ uk max (τ ) （27）
ϕmin (τ )≤ ϕ (τ )≤ ϕmax (τ ) （28）
θmin (τ )≤ θ (τ )≤ θmax (τ ) （29）
ψmin (τ )≤ ψ (τ )≤ ψmax (τ ) （30）

然 后 对 上 述 公 式 进 行 近 似 ，标 准 Legendre‑ 
Gauss‑Radau（LGR）点 定 义 为 多 项 式 PN - 1 (τ )+

PN (τ )的根，其中 PN (τ )为 N 阶 Legendre 多项式：

PN (τ )= 1
2N N！

dN[ ]( )τ 2 - 1
dτ N

（31）

（1）状态向量的近似

记 优 化 轨 迹 上 的 N 个 标 准 LGR 点 分 别 为

τi( i = 1，2，…，N )，同时增加节点 τN + 1 = 1 为插值节

点 ，则 状 态 向 量 可 由 Lagrange 全 局 插 值 多 项 式

近似：

x (τ )≈ ∑
i = 1

N + 1

x i L i( )τ （32）

Li(τ )= ∏
j = 1，j ≠ i

N + 1 τ - τj

τi - τj
（33）

式中  x i = x (τi)表示状态变量 x在插值节点 τi 处

的取值；Li(τ )表示一个 Lagrange 插值基函数，它具

有正交性，并且具有如下的分布特征：

Li(τj)=ì
í
î

1，i = j
0，i ≠ j

（34）

（2）控制变量的近似

u (τ )≈ ∑
i = 1

N + 1

ui Li( )τ （35）

式中  u (τ )= [ u1 (τ )  u2(τ )  u3 (τ )  u4 (τ ) ] T
。

（3）微分状态方程约束的近似

ẋ (τ )≈ ∑
i = 1

N + 1

x i
d
dτ

Li(τ ) （36）

在标准 LGR 点 τi 处，式（38）可以整理为：

ẋ (τi)≈ ∑
i = 1

N + 1

D ji x i；j = 1，2，…，N （37）

式中  D ji为 N×（N+1）维 Radau 伪谱微分矩阵：

D ji = L̇ j(τi)=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

q̇ ( )τj

( )τj - τi q̇ ( )τi

，j ≠ i

q̈ ( )τi

2q̇ ( )τi

，j = i

（38）

式中  q (τi)= (1 + τi) [PN (τi)- PN - 1 (τi) ]。
将式（39）代入微分状态方程（26）的左端，即可

在配点处将微分状态方程转换为代数方程：

∑
i = 1

N + 1

D ji x i - t f - t0

2 ( f ( x (τi) )+

g ( x (τi) )U (τi)+ h ( y (τi) )+ G ) （39）
（4）性能指标的近似

根据 Gauss‑Radau积分法则，需要在标准 LGR点

上进行积分，以计算出性能指标式（27）右侧的积分项：

t f - t0

2 ∫
-1

1 [ ]( x 1 ( )τ - x2( )τ )2 - x2
20

2
+ [ ]( y1 ( )τ - y2( )τ )2 - y 2

20
2

2 dτ ≈

∑
i = 1

N

wi

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

[ ]( x 1 ( )τi - x2( )τi )2 - x2
20

2
+ [ ]( y1 ( )τi - y2( )τi )2 - y 2

20
2

2 （40）
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式中  wi为标准 LGR 点 τi的积分权重系数：

w i = 1 - τi

[ ]N ⋅ PN - 1 ( )τi

2 （41）

通过将式（40）等式右端替换为式（26），可以获

得一个近似的性能指标表示方法：

J≈∑
i=1

N

wi ·

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú[ ]( x 1 ( )τi -x2( )τi )2-x2

20
2
+ [ ]( y1 ( )τi -y2( )τi )2-y 2

20
2

2

（42）
（5）路径约束条件离散

uk min (τi)≤ uk(τ i)≤ uk max (τi) （43）
ϕmin (τi)≤ ϕ (τi)≤ ϕmax (τi) （44）
θmin (τi)≤ θ (τi)≤ θmax (τi) （45）
ψmin (τi)≤ ψ (τi)≤ ψmax (τi) （46）

通过以上变换，连续最优控制问题就转换成非

线性规划问题，通过求解器寻找参数 x (τi)，u (τi)，在
满足参数化的代数方程（35），（39）以及约束条件

（43）~（46）的前提下，使得性能指标（42）最小。

3　跟踪优化轨迹

为了验证 GPOPS 求得的 Xe，Ye，Ze轴方向的最

优轨迹的可行性，采用了外环 PD 控制＋内环 PID
控制的控制系统来跟踪四旋翼的轨迹。系统的外环

位置控制器根据最优轨迹确定期望的俯仰角和偏航

角，并将二者和控制力输入到内环姿态控制器中。

通过这种方式可以调整四旋翼的姿态，从而验证最

优轨迹的可行性。本文控制系统结构如图 2 所示。

3. 1　外环位置控制器

根据前面建立的四旋翼四绳吊挂运输系统的模

型，在去除负载和绳子的作用下，外环四旋翼位置模

型可以由下式描述：

ẍ1 =
u1 ( )sin ψ sin ϕ + cos ψ cos ϕ sin θ

m 1
（47）

ÿ1 =
u1 ( )-cos ψ sin ϕ + sin ψ cos ϕ sin θ

m 1
（48）

z̈1 = u1 cos θ cos ϕ
m 1

- g （49）

设 x1d，y1d，z1d 分别为四旋翼在 Xe，Ye，Ze 轴上的

期望位置，fx1，fy1，fz1 分别为 x1，y1，z1 的 PD 虚拟位置

控制输入。fx1，fy1，fz1 如下式所示：

fx1 = kpx ( x 1d - x1 )+ kdx ( ẋ 1d - ẋ1 ) （50）
fy1 = kpy ( y1d - y1 )+ kdy ( ẏ1d - ẏ1 ) （51）
fz1 = kpz ( z1d - z1 )+ kdz ( ż1d - ż1 ) （52）

式中  kpx，kpy，kpz 分别为四旋翼位置 x1，y1，z1 的比例

系数；kdx，kdy，kdz 分别为四旋翼位置 x1，y1，z1 的微分

系数。

因为在四旋翼 PID 控制中 z̈1 的期望控制量是

fz1，所以设计推力 u1 的期望控制量 fu1，即外环控制器

如下式所示：

fu1 = m 1 ( fz1 + g )
cos θ cos ϕ

（53）

3. 2　内环姿态控制器

内环姿态控制器的输入是期望滚转角 ϕd 和期

望俯仰角 θd，根据式（49），（50），（52），（53）推导获

得，推导结果如下式所示：

ϕ d = arcsin ( m 1 ( )fx1 sin ψ - fy1 cos ψ
u1 ) （54）

θd = arcsin ( m 1 ( )fx1 cos ψ + fy1 sin ψ
u1 cos ϕ ) （55）

同理，根据推导外环四旋翼位置模型的方式，推

导得内环姿态模型如下式所示：

ϕ̈ = θ̇ψ̇ ( Iyy - Izz

Ixx )+ u2

Ixx
（56）

θ̈ = ϕ̇ψ̇ ( Izz - Ixx

Iyy )+ u3

Iyy
（57）

ψ̈ = ϕ̇θ̇ ( Ixx - Iyy

Izz )+ u4

Izz
（58）

设 ϕ d，θd，ψ d 分别为四旋翼在 Xb，Yb，Zb轴上的期

望姿态角，建立 ϕ，θ，ψ 的 PID 虚拟姿态控制输入

fϕ，fθ，fψ 如下式所示：

fϕ = kpϕ (ϕd - ϕ)+ k iϕ∫
0

t

(ϕd - ϕ) dt + kdϕ ( ϕ̇d - ϕ̇)
（59）

fθ = kpθ(θd - θ)+ k iθ∫
0

t

(θd - θ) dt + kdθ( θ̇d - θ̇)
（60）

图 2 控制系统结构

Fig. 2 Structure of control system
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fψ = kpψ (ψ d - ψ)+ k iψ∫
0

t

(ψ d - ψ) dt + kdψ ( ψ̇ d - ψ̇)
（61）

式中  kpϕ，kpθ，kpψ 分别为四旋翼姿态角 ϕ，θ，ψ 的比例

系数；kiϕ，kiθ，k iψ 分别为四旋翼姿态角 ϕ，θ，ψ 的积分

系数；kdϕ，kdθ，kdψ 分别为四旋翼姿态角 ϕ，θ，ψ 的微分

系数。

考虑到转动惯量很小，为了简化计算和提高计

算效率，忽略了姿态角一阶导项对姿态角动力学模

型的影响。因此，在 u2，u3，u4 时姿态角一阶导项不

存在，推导式（58）~（63）分别得到力矩 u2，u3，u4 的

期望控制量 fu2，fu3，fu4，设计内环控制器如下式所示：

fu2 = fϕ Ixx （62）
fu3 = fθ Iyy （63）
fu4 = fψ Izz （64）

4　数值仿真

4. 1　轨迹优化仿真结果

通过数值仿真，本节对前述轨迹优化方法进行

了详细的验证和评估。表 1 为四旋翼四绳吊挂运输

系统的物理参数。

为了不影响实验无人机的摄像机正常工作，四

根绳子的连接点 A1，A2，A3，A4位置分布如图 3 所示，

其中，d2，d3分布如图 3 所示。

设变量下标加“0”为初始状态值，变量下标加

“f”为末端状态值，四旋翼和负载变量的初、末状态

值如表 2 所示，四旋翼的旋翼控制力和控制力矩以

及姿态角的约束范围如表 3 所示。

在数值仿真中，利用 GPOPS 对优化问题进行

离散化处理。本文四旋翼四绳吊挂运输系统的最优

位置轨迹如图 4 所示，从图中可以看出四旋翼运输

表 3 四旋翼的旋翼控制力和控制力矩以及姿态角的约束范围

Tab. 3 Constraint ranges of quadrotor control force and 
control torque and attitude angle 

参数

u1

u2

u3

u4

ϕ

θ

ψ

约束范围

[−2 N; 2 N]
[−0.5 N; 0.5 N]
[−0.5 N; 0.5 N]
[−0.5 N; 0.5 N]

[−π/8 rad; π/8 rad]
[−π/8 rad; π/8 rad]
[−π/8 rad; π/8 rad]

表 1 四旋翼四绳吊挂运输系统物理参数

Tab. 1 Physical parameters of quadrotor transportation 
system with a four-cable-suspended payload

参数

m 1

m 2

b1,b2

b3,b4

K1

d1

d2

d3

Ixx

Iyy

Izz

数值

0.087 kg
0.01 kg
0.077 m
0.085 m
45 N/m
0.061 m
0.02 m

0.045 m
0.00025 kg·m2

0.00025 kg·m2

0.00054 kg·m2

注：b1~b4表示绳长。

图 3 d2，d3分布图

Fig. 3 Distribution diagram of d2 and d3

表 2 四旋翼和负载变量的初、末状态值

Tab. 2 Initial state and end state values for the quadrotor 
and payload

参数

x10; x1f

v1x0; v1xf

y10; y1f

v1y0; v1yf

z10; z1f

v1z0; v1zf

x20; x2f

v2x0; v2xf

y20; y2f

v2y0; v2yf

z20; z2f

v2z0; v2zf

ϕ 0; ϕ f

θ0; θ f

ψ0; ψ f

w x0; w xf

w y0; w yf

w z0; w zf

数值

0 m; 1 m
0 m/s; 0 m/s

0 m; 1 m
0 m/s; 0 m/s

0 m; 0 m
0 m/s; 0 m/s

−0.017 m; 1 m
0 m/s; 0 m/s

0 m; 1 m
0 m/s; 0 m/s

−0.064 m; −0.064 m
0 m/s; 0 m/s
0 rad; 0 rad
0 rad; 0 rad
0 rad; 0 rad

0 rad/s; 0 rad/s
0 rad/s; 0 rad/s
0 rad/s; 0 rad/s
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负载到达期望位置的时间为 10 s。为更好地观察负

载的摆动，建立了一个误差摆动的变量：

Delta = ( )x 1 - x2
2 + ( )y1 - y2

2
- x2

20 + y 2
20

（65）
求 出 的 摆 动 幅 值 如 图 5 所 示 。 其 最 大 值 为

0.01279 m，平均值为 0.000347 m。本文通过设置控

制器跟踪轨迹和实验验证来证明此轨迹的合理性。

4. 2　轨迹跟踪结果

采用先调节内环后调节外环的方法调节系统各

个 PID 控制器的参数。经过精心调试，表 4 显示了

最终的成果。

四旋翼四绳吊挂运输系统运输负载到达期望位

置的轨迹跟踪如图 6~9 所示。

图 9 PID 控制负载摆动跟踪

Fig. 9 PID control payload swing tracking

表 4 四旋翼 PID控制参数

Tab. 4 Quadrotor PID control parameters

PID 参数

Xe轴

Ye轴

Ze轴

滚转角 ϕ

俯仰角 θ

偏航角 ψ

比例系数 kp

41
40.33
126

20.84
27.71

135.85

积分系数 ki

0
0
0

15.04
0.8

157.13

微分系数 kd

23.5
30.92
30.28
10.07
10.69
28.6

图 4 四旋翼四绳吊挂运输系统的最优位置轨迹

Fig. 4 The optimal position trajectory of the quadrotor 
transportation system with a four-cable-suspended 
payload

图 6 Xe轴方向四旋翼四绳吊挂运输系统轨迹跟踪

Fig. 6 The trajectory track of the quadrotor system with a 
four-cable-suspended payload in the direction of Xe axis

图 7 Ye轴方向四旋翼四绳吊挂运输系统轨迹跟踪

Fig. 7 The trajectory track of the quadrotor system with a 
four-cable-suspended payload in the direction of Ye axis

图 8 Ze轴方向四旋翼四绳吊挂运输系统轨迹跟踪

Fig. 8 The trajectory track of the quadrotor system with a 
four-cable-suspended payload in the direction of Ze axis

图 5 负载的摆动幅值

Fig. 5 The swing amplitude of the payload
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由图 6~8 可知，PID 控制跟踪轨迹在 10 s 内到

达目标位置，Xe，Ye，Ze 方向的最终跟踪误差分别小

于 0.143，0.036，0.026 m。

由图 9 可知，PID 控制跟踪轨迹在 10 s后最大摆

动误差小于 0.058 m，因此仿真结果表明，控制系统

实现了四旋翼对最优轨迹的跟踪。

5　飞行实验

为了验证本文所得到的优化轨迹，开展了室内

四旋翼无人机吊挂运输系统飞行实验，该实验平台

主要由三部分组成：一是四旋翼无人机吊挂运输系

统，包括 TELLO 四旋翼和吊挂负载，其中为了实现

运动捕捉，四旋翼上设置了 3 个标记点，负载上设置

了 1 个标记点来跟踪轨迹，如图 10 所示；二是运动捕

捉系统，由 8 个型号为 OptiTrack PrimeX13 的动作

捕捉相机组成，测量四旋翼飞行器和负载的位置，并

通过 TCP/IP 通信协议传输到地面工作站，如图 11
所示；三是地面工作站，用来连接 TELLO 四旋翼和

接收来自运动捕捉系统的位置信息。表 5 为四旋翼

四绳吊挂运输系统实验时所用的参数。

通过 MATLAB 发送指令到 TELLO 确定初始

位置，令初始位置为［0； 0； 0］，使 TELLO 沿着最优

轨迹向目标点［1； 1 ；0］飞行。飞行轨迹如图 12~15
所示。

从图 12~14 中可以看出，TELLO 飞行轨迹与

GPOPS 飞行轨迹在 Xe，Ye，Ze方向，10 s 后的跟踪误

差分别小于 0.14，0.171 和 0.136 m。

图 12 Xe轴方向 TELLO 四绳吊挂运输飞行轨迹

Fig. 12 The flight trajectory of the TELLO transportation 
system with a four-cable-suspended payload in the 
direction of Xe axis

图 13 Ye轴方向 TELLO 四绳吊挂运输飞行轨迹

Fig. 13 The flight trajectory of the TELLO transportation 
system with a four-cable-suspended payload in the 
direction of Ye axis

图 10 TELLO 四绳吊挂运输系统

Fig. 10 TELLO transportation system with a four-cable-

suspended payload

图 11 运动捕捉系统

Fig. 11 Motion capture system

表 5 四旋翼四绳吊挂运输系统实验参数

Tab. 5 Experimental parameters of quadrotor transpor⁃
tation system with a four-cable-suspended payload

参数

TELLO 尺寸（长×宽×高）

四旋翼总质量

Xe轴转动惯量

Ye轴转动惯量

Ze轴转动惯量

四旋翼最大负载

负载质量

TELLO 四旋翼的轴距

数值

(0.084×0.09×0.038) m3

0.087 kg

0.00025 kg·m2

0.00025 kg·m2

0.00054 kg·m2

~0.012 kg

0.01 kg

0.061 m
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由图 15 可知，负载飞行摆动曲线在 10 s 后最大

摆动误差小于 0.039 m。因为在飞行实验中，四旋翼

达到期望位置的摆幅较小，所以得出了最优轨迹被

跟踪的结论，这证明了求解的最优轨迹是有效且合

理的。

6　结  论

本文建立了四旋翼四绳吊挂运输系统的三维模

型，有效地改善了四旋翼飞行的轨迹。用伪谱法将

连续时间最优飞行轨迹问题离散为非线性规划问

题，通过 GPOPS 求解得到了四旋翼四绳吊挂运输

系统的最优飞行轨迹，最后进行了轨迹跟踪仿真和

飞行实验。通过仿真和实验可以发现最优飞行轨迹

是可行且合理的。
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Dynamics and control of UAV transportation system with 
a four-cable-suspended payload

MO Lan， WANG Yan-kai， WEI Ming-hong， CHEN Ti
（State Key Laboratory of Mechanics and Control of Aerospace Structures， Nanjing University of Aeronautics and Astronautics， 

Nanjing 210016， China）

Abstract: This paper considers a quadrotor transportation system with a four-cable-suspended payload. The relative position be‑
tween quadrotor and payload is introduced and used to derive the tension of cables and describe the transportation system. A cost 
function inspired by payload and time is built to equipoise rapid UAV positioning and payload swing elimination. Then， the pseudo-

spectral method is applied to transform the optimal control problem into a nonlinear programming problem and solve the optimal tra‑
jectory. A quadrotor transportation system’s trajectory tracking is facilitated by a PID controller. The optimal trajectory is validated 
through the presentation of both simulation and experimental results at last.

Key words: UAV transportation with a cable-suspended payload；nonlinear programming；swing suppression； the pseudo-spectral 
method
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