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一种含惯容及负刚度元件的隔振系统优化设计
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摘要 : 通过将一类含阻尼器、弹簧、惯容的无源网络及接地的负刚度元件引入到基础隔振系统中，研究系统的优化

设计问题。建立系统的动力学方程，得到无量纲化的频率响应函数。由于系统的幅频响应曲线存在四个固定点，故

利用广义固定点法进行参数优化。将这四个固定点调整到同一高度，得到系统的最优惯容质量比、最优固有频率比

和最优角频率比的表达式。令三个不变频率处的幅值与四个固定点处的幅值相等，计算得到最优阻尼比的表达式。

通过 Hurwitz 稳定性判据推导得到取最优参数值时系统稳定的充分必要条件。通过与其他三种最优化隔振器进行

对比，发现所提的优化后的隔振系统具有更优的 H∞ 性能，且在多层楼房的减振中也具有更优的输出响应。
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引  言

由于成本低、可靠性高、实现简单等优势，基础

隔振系统（Base Isolation System，BIS）受到广泛关

注，在许多减振领域得到了成功应用［1‑2］。吴应雄

等［3］提出一类复合隔振系统，并将其应用于长周期

地震动作用下的高层楼房减振，研究发现该系统能

有效控制隔振层的最大位移，且同时保证隔振层以

上的楼层也具有较好的减振效果。刘艳等［4］将隔振

系统应用到各层高架轨道，并进行了匹配设计，发现

在改善沿线环境隔振效果的同时还兼顾车‑轨‑桥各

层子系统的动力响应特性。宋丹龙等［5］将一类低频

隔振器应用到了电梯中，实现了电梯轿厢的低频隔

振，提高了人们乘坐电梯的舒适性。ZHANG 等［6］

将隔振器应用到 LNG 液化储罐系统中，发现隔振器

能有效地减小地震下罐体的振动，从而很好地保护

罐体。因此，基础隔振器具有广泛的应用前景及重

要的应用价值。

IKAGO 等［7］提 出 一 类 调 谐 黏 性 质 量 阻 尼

（Tuned Viscous Mass Damper，简 称 TVMD）隔 振

器，并通过传统固定点法［8］对其参数进行优化设计，

将所得最优隔振器应用于房屋在地震激励下的减振

研究，研究表明在地震时 TVMD 隔振器能以相对较

小的质量来抑制较大质量的楼房的振动。随后，学

者们相继研究各类不同结构的基础隔振器的优化设

计问题。HU 等［9］将 SMITH［10］提出的无源机械元件

“惯容”应用于基础隔振器的优化设计中，针对不同

结构的模型，通过传统固定点法进行系统的参数优

化，得到各元件值的最优解析解。近些年，也出现了

许多其他含惯容的隔振系统优化研究［11‑13］。其中，

文献［11］提出了一类含接地惯容的隔振器，通过 H 2

优化得到系统各参数的最优值，并将其应用于多自

由度振动系统，结果表明此系统能够更有效地抑制

系统的振动。文献［12］通过利用 MATLAB 中的优

化工具箱对三种含惯容‑弹簧‑阻尼器网络的隔振器

进行 H 2 和 H ∞ 的数值优化，得到这两种性能指标下

的数值最优解。BARREDO 等［13］通过对不同结构

的弹簧‑阻尼器‑惯容网络进行数值优化，得到数

值解。

负刚度是近年来提出的机械构造结构，负刚度

性能可以通过倒立摆、压杆机构等物理结构构造获

得，目前越来越多的学者［14‑16］构造出性能稳定的负

刚度特性物理结构，为日后在机械工程上的应用提

供了物理基础。随着具有负刚度特性的机械元件被

提出及成功应用［17‑18］，一些学者将其应用到动力吸

振和隔振系统中［19‑23］， 研究发现引入负刚度元件的

隔振器能够在原系统减振性能的基础上得到进一步

的提升。其中，ISLAM 等［22］提出了四种基于负刚度

的隔振器系统，并通过传统固定点法对其进行优化
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设计，得到各系统的参数最优解。WANG 等［23］通过

传统固定点法优化设计了一类含负刚度元件的单自

由度减振系统，其最优系统性能相比于不含负刚度

的情形得到进一步提升。

随着隔振系统中机械网络的复杂度增加，系统

幅频响应曲线的固定点数量也随之增加，使得传统

的固定点法很难适用。为此，BARREDO 等［24］提出

了采用广义固定点法解决当减振系统的幅频响应曲

线出现四个固定点时的优化问题，并指出该方法同

样适用于复杂隔振网络的优化设计。采用文献［24］
中的方法进行研究，发现阻尼器‑弹簧‑惯容串联的

隔振系统相较于其他隔振网络系统具有较优的 H ∞

性能。由此，本文提出了一类含阻尼器‑弹簧‑惯容

网络及负刚度元件的基础隔振器，通过广义固定点

法对系统进行优化设计，推导出了在负刚度比和质

量比给定情况下，最优阻尼比、最优固有频率比、最

优角频率比和最优惯容质量比的解析表达式。并

且，通过 Hurwitz 稳定性判据，给出负刚度比的范

围，以保证系统的稳定。另外，将最优化后的隔振器

应用到多层楼房的减振系统中，与其他三种已有的

隔振系统进行对比，发现本文提出的隔振系统在地

震这种随机外界激励下也具有良好的隔振性能。

1　问题描述

本文所要研究的一类含阻尼器‑弹簧‑惯容网络

及负刚度元件的基础隔振系统如图 1 所示。其中，

m b 和 m t 分别为主系统的质量和隔振器的质量。kb

和 k t 分别表示主系统弹簧刚度和隔振系统弹簧刚

度；kn（kn < 0）为直接接地的负刚度元件刚度；传递

函数 Y ( s ) 为图 1（b）中含阻尼器、弹簧及惯容无源

网络的机械导纳；F p 为机械网络产生的力；k s，c s 和 b s

分别表示网络中的弹簧刚度、阻尼系数和惯容量；xb

和 x t 分别表示主系统和隔振系统受到外界加速度 ẍg

扰动下相对于地面的位移。

根据牛顿第二定律可得到该系统的运动微分方

程为：

ì
í
î

m b ẍ b + kb x b + k t ( x b - x t )+ F p = -m b ẍ g

m t ẍ t + kn x t - k t ( x b - x t )- F p = -m t ẍ g
（1）

令 x̂b，x̂ t，âg 及 F̂ p 分别为 xb，x t，ẍg 及 F p 的拉普拉

斯变换，根据式（1）可得：

ì
í
î

ïï

ïï

m b s2 x̂ b + kb x̂ b + k t ( x̂ b - x̂ t )+ F̂ p = -m b âg

m t s2 x̂ t + kn x̂ t - k t ( x̂ b - x̂ t )- F̂ p = -m t âg

  （2）

式中  F̂ p = s ( x̂ b - x̂ t )Y ( s )，且根据图 1（b）中的无

源网络可得 Y ( s )= 1/( s
k s

+ 1
c s

+ 1
b s s

)。令 s = jω，

并引入参数的无量纲形式：

β = m t

m b
，  μ = b s

m t
， ω b = kb

m b
，

ω t = k t

m t
， ω s = k s

b s
， q = ω t

ω b
，

η = ω s

ω t
， ζ = c s

2 k t m t

， λ = ω
ω b

， α = kn

k t
，

式中  β 为质量比；μ 为惯容质量比；ω b，ω t 和 ω s 分别

为主系统的固有频率、隔振系统的固有频率和隔振

系统的角频率；q 和 η 分别为固有频率比和角频率

比；ζ为阻尼比；λ为外界输入频率比；α 为负刚度比。

从而，由式（2）可得无量纲化的频率响应函数：

H ( jλ )= ω 2
b x̂ b

âg

|

|

|
||
|

s = jω = - jA + 2ζB
jC + 2ζD

（3）

其中：

A = -η2 μqλ3 + η2 μq3 ( α + β + 1 ) λ （4）
B = λ4 - q2 ( βη2 μ + η2 μ + η2 + α +
         β + 1 ) λ2 + η2 q4 ( α + β + 1 ) （5）
C = η2 μqλ5 - η2 μq ( αq2 + βq2 + q2 + 1 ) λ3 +
          η2 μq3 ( αβq2 + α + 1 ) λ （6）

D = -λ6 +( βη2 μq2 + η2 μq2 + η2 q2 + αq2 +
          βq2 + q2 + 1 ) λ4 - q2 ( αβη2 μq2 + αη2 q2 +
         βη2 q2 + αβq2 + η2 q2 + η2 μ + η2 + α + 1 ) λ2 +
         η2 q4 ( αβq2 + α + 1 ) （7）

根据频率响应函数（式（3）），可定义 H ∞ 性能

图 1 模型

Fig. 1 The model proposed
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指标：

J = ||H ||∞ = max
λ ≥ 0

| H ( jλ ) |，
从而，建立如下最优化问题：

min
q，η，ζ，μ > 0

J = min
q，η，ζ，μ > 0

( max
λ ≥ 0

| H ( jλ ) | ) （8）

式 中  质 量 比 0 < β < 1 与 负 刚 度 比 α < 0 为 给

定值。

2　优化过程和结果

2. 1　广义固定点法

本文拟采用广义固定点法［24］来解决最优化问题

（式（8）），从而完成图 1 所示的隔振系统的优化设

计。固定点是幅频响应曲线里的特殊点，其坐标与

阻尼比 ζ 的取值无关。此外，不变频率是指当阻尼

比 ζ 取 0 或 ∞ 时系统的共振频率。对于本文隔振系

统的频率响应函数（式（3）），其阻尼比参数 ζ 取不同

值时的幅频响应曲线 |H ( jλ ) | 如图 2 所示。其中，点

P，Q，Z 和 G 表示四个固定点；λ1，λ2 和 λ3 是四个固定

点之间的三个不变频率，λ1 和 λ2 是 ζ = 0 时的不变频

率，λ3 是 ζ = ∞ 时的不变频率。

为优化隔振系统幅频响应曲线的最大幅值，本

文采用广义固定点法。根据文献［24］，优化步骤可

概括如下。

算法 1 给定负刚度比 α 和质量比 β，为解决 H ∞

最优化问题（式（8）），优化过程总结如下：

Ⅰ . 令 lim
ζ → 0

| H ( jλ ) |= lim
ζ → ∞

| H ( jλ ) |，建立关于 λ

的八阶多项式方程 f ( λ )= 0，其正根为四个固定点

P，Q，Z 和 G 对应的频率值；

Ⅱ. 为了使得四个固定点在幅频响应曲线上的

幅值 γ 相等，令 lim
ζ → 0

| H ( jλ ) |= γ 得到另一个关于 λ

的八阶多项式方程 g ( λ )= 0，其正根为具有相同幅

值的四个不同频率值；

Ⅲ. 通过令两个方程 f ( λ )= 0 和 g ( λ )= 0 等价，

求解得到 μ，η 和 q 的最优值 μopt，ηopt 和 qopt，并得到四

个固定点所对应的相同幅值 γopt（若有多组解，选取

γopt 最小的一组参数值）；

Ⅳ . 根据第Ⅰ步至第Ⅲ步中所求最优参数值

μopt，ηopt 及 qopt，由 | H ( jλi ) |= γopt 可求得 ζi，其中 i =

1， 2， 3。最终计算 ζopt = ( ζ 2
1 + ζ 2

2 + ζ 2
3 ) /3 。

其中，λ1 为固定点 Z 和 G 之间的不变频率，λ2 为

固定点 P 和 Q 之间的不变频率，λ3 为固定点 Q 和 Z
之间的不变频率。

2. 2　优化解和稳定性分析

本小节拟利用算法 1 中的步骤进行系统的最优

化设计。根据式（3），得到系统的幅频响应函数：

| H ( jλ ) |= A2 + 4ζ 2 B2

C 2 + 4ζ 2 D 2 （9）

由式（9）可得：

lim
ζ → 0

| H ( jλ ) |= || A
||C

及                                                                                                     

lim
ζ → ∞

|| H ( jλ ) = || B
|| D

（10）

由算法 1 中第Ⅰ步，令：

lim
ζ → 0

| H ( jλ ) |= lim
ζ → ∞

| H ( jλ ) |，

可得：

A
C

= ± B
D

，

当上式右侧的符号取正时，通过计算得到关于 λ 的

方程 λ3 η4 μ2 q3 β ( αq2 - 1 )( αq2 - λ2 )= 0，故 λ2 = αq2，

显然与 α < 0 矛盾。当上式右侧的符号取负时，得

到一个八阶多项式方程：

f ( λ ) ≜ λ8 + aλ6 + bλ4 + cλ2 + d = 0 （11）
其中：

a = -[ ( μβ + μ + 1 ) η2 + 2β + 2α + 2] q2 - 1 （12）

b={[ ]μβ 2 + β ( 3αμ 2+ 2μ+ 2 )+( α+ 1 )( μ+ 2 ) η2 +

        β 2 + β ( 3α+ 2 )+( α+ 1 )2}q4 +

        [η2 ( μβ 2+ μ+ 1 )+ β+ 2α+ 2] q2 （13）

c ={ -{α2 ( μβ + 2 ) 2 + α [ ]μβ 2 + β ( μ + 3 )+ 2 +

        ( β + 1 )2} }-αβ ( α + β + 1 ) }q6 +

        { - [α ( μβ 2 + μ + 2 )+ β ( μ + 1 )+ μ + 2] η2 -

        ( α + 1 )( α + β + 1 )}q4 （14）

图 2 隔振系统的幅频响应曲线 | H ( jλ ) |（α=-0. 4， β= 0. 1， 
μ= 0. 2， η= 1， q=0. 9）

Fig. 2 The frequency response curves of the isolation system 
（α = -0. 4，β = 0. 1，μ = 0. 2，η = 1，q = 0. 9）
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d = ( α + β + 1 )( α + αβq2 + 1 ) η2 q6 （15）
方程（11）的正根为四个固定点对应的频率。

由算法 1 中第Ⅱ步，为了让四个固定点处的幅

值相等，定义四个固定点处的幅值为 γ。将式（10）
两边平方，得到另一个关于幅值的八阶等式如下：

g ( λ ) ≜ λ8 + a͂λ6 + b͂λ4 + c͂λ2 + d͂ = 0 （16）
其中：

a͂ = -2( α + β + 1 ) q2 - 2 （17）
b͂ = [α2 + 2( 2β + 1 ) α +( β + 1 )2 ] q4 +
         2 ( β + 2α + 2 ) q2 + 1 - γ-2 （18）
c͂ = -2 [ ( α + β + 1 ) q2 + 1] ( αβq2 + α + 1 ) q2 +
         2γ-2 ( α + β + 1 ) q2 （19）
d͂ = ( αβq2 + α + 1 )2 q4 -( α + β + 1 )2 q4 γ-2 （20）
式中  方程（16）的正根为在幅频响应曲线中具有相

同幅值 γ、但频率值不同的四个点。

令式（11）中 f ( λ )= 0 与式（16）中 g ( λ )= 0 等

价，可得如下定理。

定理 1 考虑式（3）中的频率响应函数 H ( jλ )，
其 中 α < 0， 0 < β < 1， μ > 0，η > 0， q > 0 及

ζ > 0。 并 且 假 定 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )。
根据算法 1 中步骤Ⅰ至步骤Ⅲ，若四个固定点处的

频率响应幅值 | H ( jλ ) |相等，则 μ，η和 q 的最优值为：

μopt = 2β ( β + 1 )
α2 + 2( β + 1 ) α +( β + 1 )( 1 - β 2 )

（21）

ηopt = α2 + 2( β + 1 ) α +( β + 1 )( 1 - β 2 )
α + 1 - β 2 （22）

qopt = α + 1 - β 2

α2 + 2( β + 1 ) α +( β + 1 )3 （23）

其中，相等的频率响应幅值 γopt 满足：

γopt = α2 + 2( β + 1 ) α +( β + 1 )3

( β + 1 )( α + β + 1 ) β
（24）

此外，μopt，ηopt，qopt 及 γopt 均为有限实数，且为正。

证明见附录 A。

定理 2 考虑式（3）中的频率响应函数 H ( jλ )，
其 中 α < 0， 0 < β < 1， μ > 0，η > 0， q > 0 及

ζ > 0。 并 且 假 定 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )。
根据算法 1 中步骤Ⅳ，当 μ，η 和 q 取式（21）~（23）的

最优值时，阻尼比 ζ的最优值为：

ζopt =
ψ 2 ( ψ 3 λ4

3 - 2ψ 3 λ2
3 + ψ 4 )+ ψ 1 ( α + β + 1 )2 ( β + 1 )2[ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 β 2 λ2

3

3( β 2 - α - 1 )( α + β + 1 )2 ( ψ 3 λ4
3 - 2ψ 3 λ2

3 + ψ 4 ) ψ 1
（25）

其中：

ψ 1 = β 4 - 8β 3 - 10( α + 1 ) β 2 - 4 ( α2 - 2α - 2 ) β + 9( α + 1 )2，

ψ 2 = ( 6 - α ) β 6 +( 16α + 18 ) β 5 +( 21α2 + 30α + 12 ) β 4 +( 9α3 + 6α2 - 16α - 12 ) β 3 +( α - 18 )( α + 1 )3 β 2 -
          6( α + 1 )4 β，

ψ 3 = β 6 + 6β 5 +( 4α + 15 ) β 4 +( 2α2 + 16α + 20 ) β 3 +( 10α2 + 24α + 15 ) β 2 +( 4α + 6 )( α + 1 )2 β +( α + 1 )4，

ψ 4 = β 6 + 2β 5 -( 4α + 1 ) β 4 -( 2α2 + 8α + 4 ) β 3 +( 2α2 - 1 ) β 2 +( 4α + 2 )( α + 1 )2 β +( α + 1 )4，

并且，

λ2
3 =

β 3 +(-α + 5 ) β 2 +( 5α + 7 ) β + 3( α + 1 )2 - 2 p8 cos
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú1
3 arccos ( )p9

p3
8

+ π
3

3β 3 + 9β 2 +( 6α + 9 ) β + 3( α + 1 )2 ，

其中：

p8 = β ( β + 1 )2[ ]β 3 +( α + 11 ) β 2 +( α2 + 19α + 19 ) β + 9( α + 1 )2 ，

p9 = β 2 ( β + 1 )3 ( 1 + α 2 + β ) [ ]β 3 +( α + 29 ) β 2 +(-2α2 + 55α + 55 ) β + 27( α + 1 )2 。
此外， ζopt 为有限实数且为正。证明见附录 B。

当式（3）中频率响应函数 H ( jλ )的负刚度比取

α = -0.4，质量比取 β = 0.1 时，根据定理 1 可以求

得 参 数 μ，η 及 q 的 最 优 值 μopt = 0.5962， ηopt =
0.7908 及 qopt = 0.9826，在四个固定点 P，Q，Z 和 G
处的幅值满足 γopt = 2.5092。根据定理 2，可得参数

ζ 的 最 优 值 为 ζopt = 0.2327，其 中 ζ1 = 0.2680，ζ2 =
0.2145 及 ζ3 = 0.2114。当 ζ 分别取 ζ1，ζ2，ζ3 及 ζopt 时

的幅频响应曲线如图 3 所示。显然，曲线在四个固

定点处的幅值相等，并且等于三个不变频率处的幅

值，即 | H ( jλi ) |= γopt，i = 1， 2， 3。当 ζ = ζopt 时的幅

频响应最大值小于当 ζ = ζ1，ζ2，ζ3 时的情形。

定理 3 给出了当 μ，η，q 和 ζ 取式（21）~（23）及

（25）中最优值时，系统稳定的充分必要条件。

定理 3 考虑式（3）中的频率响应函数 H ( jλ )，
其 中 α < 0， 0 < β < 1， μ > 0，η > 0， q > 0 及
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ζ > 0。 并 且 假 定 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )。
当 μ，η，q 和 ζ 取式  （21）~（23）及（25）中最优值时，

此 系 统 稳 定 的 充 分 必 要 条 件 为 α ∈ (-1 - β +

β ( β + 1 )， 0 )。
证明见附录 C。

最后，根据算法 1 中的广义固定点法步骤以及

定理 1~3 中的结果，可概括为如下算法。

算法 2 给定负刚度比 α 和质量比 β，其中 0 <

β < 1 且 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )，为 解 决 本

文 H ∞ 最优化问题（8），可利用如下步骤：

Ⅰ.通过式（21）求得 μ = μopt；

Ⅱ.通过式（22）求得 η = ηopt；

Ⅲ.通过式（23）求得 q = qopt；

Ⅳ.通过式（25）求得 ζ = ζopt。

上述计算过程所得 μ，η，q 和 ζ 是有限实数，且为

正，优化后的系统是稳定的。

3　性能对比

3. 1　简谐激励下响应对比

为了验证本文提出的隔振系统的性能，取 β =
0.1 和 α = -0.4，利用算法 2 进行系统优化设计，可

求得参数取如下最优值 μ = 0.5962，η = 0.7908，q =
0.9826 及 ζ = 0.2327。为进行对比，考虑其他文献

中的三个不同结构的无源隔振系统如图 4 所示，包

括文献［25］中无源机械网络仅为单个阻尼器的经典

隔振系统，文献［26］中无源网络与本文相同但不含

负刚度的隔振系统，以及文献［27］中的含有负刚度

的无源网络隔振系统。利用相应的优化设计方法，

可得上述系统的最优参数。图 5 给出了本文的最优

化隔振系统与文献［25‑27］中三种不同优化隔振系

统的幅频响应曲线，其中文献［25］与本文模型的质

量比相同，文献［26］与本文模型的惯容‑主质量比相

同，文献［27］与本文模型的惯容‑主质量比和负刚度

比相同。可以看出，相比于其他三个已有的最优无

源隔振器，本文所提出的含惯容及接地负刚度元件

的隔振系统在经过参数优化设计后具有更平缓的幅

频响应曲线和更优的 H ∞ 性能。

3. 2　随机地震激励下响应对比

将本文提出的含惯容及接地负刚度元件的隔

振系统以及图 4 所示的三种隔振系统经过参数优

化设计后应用于图 6 所示的四层楼房结构中进行

减振研究。根据文献［28］，楼房结构可以简化为质

量、弹簧和阻尼器结构，当楼层结构中加入阻尼器

时能起到吸收与消耗地震能量的作用，延长楼层结

构的振动周期，以此来降低整个楼层结构的加速度

反应，将地震的影响降到最低。在设计楼房结构的

阻尼比时通常有两种方法：振型阻尼比法和统一阻

尼比法。其中，统一阻尼比法根据实际建筑结构的

不同选取的统一阻尼比值也不相同，大部分取值为

2%~5%［29］，本文采用统一阻尼比法选取阻尼比

2%，进行简单算例分析。文献［30］指出，当隔振器

放在楼房基座 m b 上时会获得较好的减振效果，因

此在本节中对结构底层附加隔振器的普通多自由

度结构进行分析，外部输入为地震波。建立系统动

力学模型：

Μẍ ( t )+ Cẋ ( t )+ Kx ( t )= -τag ( t ) （26）
式中  Μ为系统的质量矩阵；C为系统的阻尼矩阵；

K为系统的刚度矩阵；x ( t )为各楼层相对基座运动

图 4 三种进行对比的不同基础隔振系统

Fig. 4 Three different base isolation systems for comparison

图 3 根据定理 1 及定理 2 所得幅频响应曲线（α = -0.4，
β = 0.1）

Fig. 3 The frequency response curves determined by 
theorems 1 and 2 （α = -0. 4，β = 0. 1）
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的位移向量；τ为在地震加速度 ag ( t )作用下的质量

向量。

根 据 文 献［31］，选 取 四 层 楼 房 楼 层 的 质 量

mi ( i = 1，2，3，4 )和基座质量 m b 均为 104 kg，各楼层

的刚度 ki ( i = 1，2，3，4 )和基座刚度 kb 均为 107 N/m，

阻 尼 比 ζmi
= ci /( 2 ki mi ) 为 2%，其 中 ，i=1，2，

3，4，b。
分别将本文优化后的隔振器（图 1）与图 4 中三

个优化后的隔振器作为图 6 中的基础隔振系统，图 6
以本文模型安装在楼层底部为例，虚线框内为隔振

器。当输入 ag ( t ) 为 El‑Centro，Northridge 和 Kobe
地震波时［32］，图 7 给出了在四种状态下最高层 m 4 的

位移输出响应，仿真时长为 30 s，采样时间为 0.01 s。
表 1 给出了四个基础隔振器对整个楼层质量 m b +

∑
i = 1

4

mi 进行优化控制时的最优参数值，表 2 为最高层

m 4 位移响应均方根值。图 8 给出 El‑Centro 地震下

各隔振模型控制下隔振层的输出响应，表 3 为图 8 中

位移和加速度响应均方根值。由表 2 和 3 的最高层

m 4 和隔振层 m b 输出响应均方根值中得出，与其他三

种楼房隔振系统相比，本文提出的隔振系统在优化

设计后都具有最优减振输出响应。最高层 m 4 的位

移输出响应均方根值在 El‑Centro，Northridge 和 Ko‑
be 地震波下的减振率分别为 43%，20% 和 58%，隔

振层 m b 位移和加速度均方根值在 El‑Centro 地震波

下减振率分别为 36% 和 34%。除此以外，隔振层位

移峰值减振率为 25%。

图 5 四种不同最优隔振系统的幅频响应曲线

Fig. 5 The frequency response curves of four optimal 
isolation systems

图 6 含基础隔振系统的四层楼房振动系统

Fig. 6 The four‑storey building vibration system containing 
a base isolation system

图 7 含四种最优隔振器时图 6 中系统最高层的位移输出

Fig. 7 The displacement outputs of the highest storey of the 
system in Fig. 6 containing four different optimal 
isolators

表 1 当 β=0. 1 时不同隔振系统元件取值

Tab. 1 The element values for different vibration isolation 
systems when β = 0. 1

隔振

模型

文献[25]
文献[26]
文献[27]

本文

kt/
(N⋅m-1)
785882

-
-

965502

ks/
(N⋅m-1)

-
579941

4124755
359980

bs/kg

-
2981
2981
2981

cs/
(N⋅s⋅m-1)

25017
73114
41316
32336

kn/(N⋅m-1)

-
-

-1649902
-386201

表 2 不同隔振器控制下 30 s 地震内 m4 位移的均方根值

Tab. 2 The RMS values of the m4 displacements of the 
building controlled by different base isolators in 30 s

隔振模型

无隔振

文献[25]
文献[26]
文献[27]

本文

El‑Centro
RMS 值/m
0.004048
0.003879
0.003894
0.003029
0.002283

Northridge 
RMS 值/m
0.003689
0.003433
0.003503
0.004658
0.003066

Kobe
RMS 值/m
0.015955
0.015024
0.015697
0.009213
0.006552
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4　结  论

本文提出了一种含阻尼器‑弹簧‑惯容的无源网

络及负刚度元件的隔振系统，并研究了此系统的优

化设计问题。本文将最新的广义固定点法应用到研

究隔振系统中，得到解析解。研究结果除应用在楼

房模型进行减振外，也可应用于桥梁、储液罐等振动

控制系统的减振设计，并可为后续隔振系统的研究

提供基础。

（1） 研究发现，系统的幅频响应曲线存在四个

固 定 点 ，故 通 过 广 义 固 定 点 法 对 其 进 行 优 化

（算法 1）。

（2） 推导出了在给定负刚度比及质量比的情况

下系统的最优惯容质量比、最优固有频率比、最优角

频 率 比 及 最 优 阻 尼 比 的 解 析 表 达 式（定 理 1 及

定理 2）。

（3） 根据 Hurwitz 稳定性判据，推导出了在参数

取最优值时系统稳定的充分必要条件，此条件与给

定的负刚度比及质量比相关（定理 3）。

（4） 根据所推导出的定理，将此类系统的优化

设计步骤进行了概括（算法 2）。

（5） 通过时域仿真，说明了相比于其他文献中

三种优化后的隔振器，本文优化后的基础隔振系统

在三种地震波下具有相对较优的输出响应性能。
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Optimization design of an isolation system with an inerter 
and an element of negative stiffness

WANG Kai， WU Li-ting， LIU Fei
（Key Laboratory of Advanced Process Control for Light Industry （Ministry of Education）， 

School of Internet of Things Engineering， Jiangnan University， Wuxi 214122， China）

Abstract： This article investigates the optimization problem of a novel base isolation system by introducing a passive network con‑
sisting of one damper， one spring and one inerter and a grounded element with negative stiffness. The dynamic equations of the sys‑
tem are established and the frequency response function in the dimensionless form is derived. Since it is found that the amplitude-

frequency response curves pass through four fixed-points， the extended fixed-point method is utilized to solve the parameter optimi‑
zation problem. The explicit expressions of the optimal inertance-to-mass ratio， the optimal natural frequency ratio， and the opti‑
mal corner frequency ratio of the system are derived by adjusting the four fixed points to the same height. The expression of the op‑
timal damping ratio is calculated by letting the amplitudes of the three invariant frequencies among the four fixed points to the same 
amplitudes as those of the four fixed-points. A necessary and sufficient condition for the system with optimal parameter values to be 
stable is derived by utilizing the Hurwitz stability criterion. Compared with other three optimal isolation systems， the optimal isola‑
tion system in this article can provide better H∞ performance and better output responses in the multi-storey building vibration sys‑
tem.

Key words： base isolator； negative stiffness； inerter； extended fixed-point theory； parameter optimization
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附录 A 定理 1 的证明

通过计算得到算法 1 中步骤Ⅰ及Ⅱ的方程 f ( λ )= 0 及 g ( λ )= 0，如式（11）及（16）所示。

根据韦达定理，可以得到方程 f ( λ )= 0 中根与系数之间的关系满足：

∑
i = 1

4

λ2
i = -a， ∑

1 ≤ i < j ≤ 4
λ2

i λ2
j = b， ∑

1 ≤ i < j < k ≤ 4
λ2

i λ2
j λ2

k = -c， ∏
i = 1

4

λ2
i = d。

同样地，方程 g ( λ )= 0 中根与系数之间的关系满足：

∑
i = 1

4

λ2
i = - a͂， ∑

1 ≤ i < j ≤ 4
λ2

i λ2
j = b͂， ∑

1 ≤ i < j < k ≤ 4
λ2

i λ2
j λ2

k = - c͂， ∏
i = 1

4

λ2
i = d͂。

令 f ( λ )和 g ( λ )等价，得到如下四个方程：

a - a͂ = 0 （A1a）
b - b͂ = 0 （A1b）
c - c͂ = 0 （A1c）
d - d͂ = 0 （A1d）

式中  多项式 a，b，c和 d 见式（12）~（15）；多项式 a͂，b͂，c͂和 d͂ 见式（17）~（20）。

根据式（A1a），得到 q2 的表达式为：

q2 = 1
η2 ( βμ + μ + 1 )

（A2）

由于 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )，故 α > -1。根据式（A1d），得到：

γ2 = ( )α + β + 1
2

{ }α [ ]1 - q2 ( η2 - β ) + 1 - η2 q2 ( β + 1 ) [ ]1 + α ( βq2 + 1 )
（A3）

将式（A2）和（A3）代入式（A1b），得到方程：
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p0 η4 + p1 η2 + p2 = 0 （A4）
其中：

p0 = -( βμ + μ + 1 ) { β 3 μ + 2μ ( α + 1 ) β 2 -[ - 2 + μ ( α + 1 )] ( α + 1 ) β }-2μ ( α + 1 )2  ，
p1 = [2 -( a + 2 ) μ] β 3 + [ ( 2α2 - 4α - 6 ) μ + 2α + 4] β 2 -
          [ ( α2 + 3α + 6 ) μ - 4α - 2] ( α + 1 ) β - 2μ ( α + 1 )3 ，p2 = -2αβ [ β 2 +( α + 2 ) β +( α + 1 )2 ] 。
进而，求得方程（A4）关于 η2 的两个根如下：

η2 =
p3 +( 1 + α + β ) p4 μ2 + p5 μ + 4β 2 ( 1 + β )2

2 [ ]1 +( 1 + β ) μ { }[ ]β 3 + 2( α + 1 ) β 2 -( α + 1 )2 β - 2( α + 1 )2 μ + 2β ( α + 1 )
（A5）

及

η2 =
p3 -( 1 + α + β ) p4 μ2 + p5 μ + 4β 2 ( 1 + β )2

2 [ ]1 +( 1 + β ) μ { }[ ]β 3 + 2( α + 1 ) β 2 -( α + 1 )2 β - 2( α + 1 )2 μ + 2β ( α + 1 )
（A6）

其中：

p3 = [-( α + 2 ) β 3 + 2( α2 - 2α - 3 ) β 2 - ]( α3 + 4α2 + 9α + 6 ) β - 2α3 - 6α2 - 6α - 2 μ +
          2β 3 + 2( α + 2 ) β 2 + 2( 2α2 + 3α + 1 ) β ，
p4 = [-8αβ 4 +( α2 - 12α + 4 ) β 3 +( α3 + 9α2 + 12α + 12 ) β 2 + ]4 ( α + 3 )( α + 1 )2 β + 4 ( α + 1 )3 ( 1 + α + β ) ，
p5 = -4β ( 1 + β ) [ ( 3α + 2 ) β + 2( α + 1 )] ( 1 + α + β ) 。

由于 β > 0，-1 < α < 0 且 μ > 0，故 p4 > 0，p2
5 - 16p4 β 2 ( 1 + β )2 < 0，p4 μ2 + p5 μ + 4β 2 ( 1 + β )2 > 0。

将式（A2）和（A3）代入式（A1c），得到另一个关于 η2 的方程如下：

p6 η4 + p7 η2 + 2αβ [ β 2 + 2β +( α + 1 )2 ]= 0 （A7）
其中：

p6 = ( βμ + μ + 1 ) {[ ]-2 +( 3α + 2 ) μ β 2 -( α + 1 )( αμ - 2 ) β - }2μ ( α + 1 )2 ，

p7 = [ ]-2 +( 4α + 2 ) μ β 3 + [ ](-3α2 + 6α + 6 ) μ + 2α - 4 β 2 +                            

( α + 1 ) [ ]( α2 + 2α + 6 ) μ - 4α - 2 β + 2μ ( α + 1 )3 。                               
当 η2 满足式（A5），将其代入式（A7）得到式（21）中 μ 的最优值 μopt，将 μopt 代入式（A5）得到式（22）中 η 的

最优值 ηopt。将 μopt 及 ηopt 的表达式代入式（A2）得到式（23）中 q 的最优值 qopt。最后，将 ηopt 和 qopt 代入式（A3）

得到在四个固定点处的幅值 γopt（见式（24））。由 0 < β < 1 及 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )，0 ) 可得式（21）~
（24）的最优值均为有限实数且为正。

当 η2 满足式（A6），同样可求得 γopt。其中，当 α ∈ (-1 - β/2 + 5β 2 + 4β /2， 0 ) 时，γopt 为虚数；当 α∈

（1--β + β ( β + 1 )，-1 - β/2 + 5β 2 + 4β /2 )时，γopt 大于当 η2 取式（A5）时得到的 γopt（见式（24）），所

以舍去。

附录 B 定理 2 的证明

根据不变频率定义可知，三个不变频率 0 < λ2 < λ3 < λ1 可以通过分别将式（21）~（23）中的最优值 μopt，

ηopt 及 qopt 代入 C = 0 和 D = 0 中求得，其中，C 及 D 见式（6）及（7）。根据 C = 0，可得 λ1 和 λ2 满足方程 λ4 -

[ ( α + β + 1 ) q2
opt + 1] λ2 + q2

opt ( αβq2
opt + α + 1 )= 0。从而，可得 λ2

1 和 λ2
2 的表达式分别为：

λ2
1 =

-αβ 2 + 3αβ + 2α2 + 4α + 2( β + 1 )2 + β ( β + 1 )2[ ]4β 2 +( α2 + 8α + 8 ) β + 4 ( α + 1 )2

2 [ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2
（B1）

λ2
2 =

-αβ 2 + 3αβ + 2α2 + 4α + 2( β + 1 )2 - β ( β + 1 )2[ ]4β 2 +( α2 + 8α + 8 ) β + 4 ( α + 1 )2

2 [ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2
（B2）

注意到，由于-β - 1 + β ( β + 1 ) < α < 0 且 0 < β < 1，所以上式中 λ2
1 > λ2

2 > 0。
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同理，第三个不变频率 λ2
3 可以计算等式 -λ6 +( βη2

opt μopt q2
opt + η2

opt μopt q2
opt + η2

opt q2
opt + αq2

opt + βq2
opt+q2

opt +
1 ) λ4 - q2

opt ( αβη2
opt μopt q2

opt + αη2
opt q2

opt + βη2
opt q2

opt +αβq2
opt + η2

opt q2
opt + η2

opt μopt + η2
opt + α + 1 ) λ2 + η2

opt q4
opt ( αβq2

opt +
α + 1 )= 0，得到 λ2

3 满足：

λ2
3 =

β 3 +(-α + 5 ) β 2 +( 5α + 7 ) β + 3( α + 1 )2 - 2 p8 cos ( )1
3 arccos ( )p9

p3
8

+ π
3

3β 3 + 9β 2 +( 6α + 9 ) β + 3( α + 1 )2 （B3）

其中：

p8 = β ( β + 1 )2[ β 3 +( α + 11 ) β 2 +( α2 + 19α + 19 ) β + ]9( α + 1 )2 ，

p9 = β 2 ( β + 1 )3 ( α/2 + 1 + β ) [ β 3 +( α + 29 ) β 2 + ](-2α2 + 55α + 55 ) β + 27( α + 1 )2 。
由于 0 < β < 1 和 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )，p8 > 0，0 < p9 / p8 < 1 及 λ2

2 < λ2
3min < λ2

3 < λ2
3max < λ2

1。

其中：

λ2
3min ≜

β 3 +(-α + 5 ) β 2 +( 5α + 7 ) β + 3( α + 1 )2 - p8

3β 3 + 9β 2 +( 6α + 9 ) β + 3( α + 1 )2 ，

λ2
3max ≜ β 3 +(-α + 5 ) β 2 +( 5α + 7 ) β + 3( α + 1 )2

3β 3 + 9β 2 +( 6α + 9 ) β + 3( α + 1 )2 。
根据式（21）~（23）中最优参数 μopt，ηopt，qopt 及式（24）中 γopt，由 | H ( jλi ) |= γopt 可求得：

ζ 2
i =

( β + 1 )2[ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 β 2 λ2
i

p10 ( β 2 - α - 1 )
，    i = 1，2，3；

其中：

p10 =[ β 6 + 6β 5 + β 4 ( 4α+ 15 )+ 2β 3 ( α2 + 8α+ 10 )+ ]β 2 ( 10α2 + 24α+ 15 )+ 4β ( α+ 3 2 )( α+ 1 )2 +( α+ 1 )4 λ4
i -

          2 [ β 6 + 6β 5 +( 4α+ 15 ) β 4 +( 2α2 + 16α+ 20 ) β 3 + ]( 10α2 + 24α+ 15 ) β 2 + 2( 2α+ 3 )( α+ 1 )2 β+( α+ 1 )4 λ2
i +

          β 6 + 2β 5 -( 4α+ 1 ) β 4 -( 2α2 + 8α+ 4 ) β 3 +( 2α2 - 1 ) β 2 + 4 ( α+ 1 2 )( α+ 1 )2 β+( α+ 1 )4。
经计算，可得 p10 = 0 关于 λ2 的根为：

λ2
4 = 1 +

2( β + 1 )( α + β + 1 ) β
β 3 + 3β 2 + β ( 2α + 3 )+( α + 1 )2

及

λ2
5 = 1 -

2( β + 1 )( α + β + 1 ) β
β 3 + 3β 2 + β ( 2α + 3 )+( α + 1 )2 。

由 于 0 < β < 1 和 α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )，可 证 明 λ2
5 < λ2

2 < λ2
3 < λ2

1 < λ2
4，当 α ∈ (-1 - β +

β ( β + 1 )， 0 )，0 < β < 1，β 2 - α - 1 < 0，因而得到 ζ 2
1 > 0，ζ 2

2 > 0 和 ζ 2
3 > 0，通过 ( ζ 2

1 + ζ 2
2 + ζ 2

3 ) /3 得到

式（25）的 ζopt。

附录 C 定理 3 的证明

经计算，可得本系统的特征多项式为：

Q ( s )= r0 s6 + r1 s5 + r2 s4 + r3 s3 + r4 s2 + r5 s + r6 （C1）
其中：

r0 = 2ζ， r1 = qμη2，r2 = 2 [ ( βμ + μ + 1 ) η2 + α + β + 1] ζq2 + 2ζ，r3 = qμη2[ ( β + α + 1 ) q2 + 1]，
r4 = 2 [αβ + η2 ( αβμ + α + β + 1 )] ζq4 + 2 [ ( μ + 1 ) η2 + α + 1] ζq2 ，r5 = q3 μη2 ( αβq2 + α + 1 )，
r6 = 2q4 η2 ( αβq2 + α + 1 )。
通过 Hurwitz定理，此系统稳定的充分必要条件为 ri > 0，其中 i = 0，⋯，6，且：

Δ 1 = r1 > 0， Δ 2 =
|
|
||||

|
|
|||| r1 r3

r0 r2
> 0， Δ 3 =

|

|

|

|
|||
|

|

||

|

|

|
|||
|

|

| r1 r3 r5

r0 r2 r4

0 r1 r3

> 0，

1846



第  11 期 王锴，等： 一种含惯容及负刚度元件的隔振系统优化设计

Δ 4 =

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| r1 r3 r5 0
r0 r2 r4 r6

0 r1 r3 r5

0 r0 r2 r4

> 0， Δ 5 =

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| r1 r3 r5 0 0
r0 r2 r4 r6 0
0 r1 r3 r5 0
0 r0 r2 r4 r6

0 0 r1 r3 r5

> 0，  Δ 6 = r6 Δ 5 > 0。

充分性：分别令 μ，η，q 和 ζ 取式（21）~（23）和（25）中 μopt，ηopt，qopt 和 ζopt。由于 0 < β < 1，ζopt > 0 及 α ∈ (-
1 - β + β ( β + 1 )， 0 )，得到：r0 = 2ζopt > 0，

r1 = 2β ( β + 1 )

(-β 2 + α + 1 ) [ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2
> 0 ，

r2 =
2ζopt[ ]β 3 +(-α + 5 ) β 2 +( 5α + 7 ) β + 3( α + 1 )2

β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 > 0 ，

r3 =
2β ( β + 1 ) [ ]( 2 - α ) β 2 +( 3α + 4 ) β + 2( α + 1 )2

[ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 3 2
-β 2 + α + 1

> 0 ，

r4 = -2ζopt[ ( α + 1 ) β 5 +( 7α + 1 ) β 4 +( 5α2 + 3α - 6 ) β 3 + ( 2α3 - 8α2 - 23α - 14 ) β 2 +

         (-10α3 - 31α2 - 32α - 11 ) β - ]3( α + 1 )4 / [ β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 ] 2
> 0 ，

r5 =
2β ( β + 1 )( α + β + 1 )3 -β 2 + α + 1

[ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 5/2 > 0 ，

r6 =
2ζopt[ ]β 3 + β 2 -( 2α + 1 ) β -( α + 1 )2 ( β + α + 1 )3 ( β 2 - α - 1 )

[ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 3 > 0 。

进而可得：

Δ 1 = 2β ( β + 1 )

(-β 2 + α + 1 ) [ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2
 ，

Δ 2 = 4β ( β + 1 ) ζopt

(-β 2 + α + 1 ) [ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2
 ，

Δ 3 = 16β 3 ( β + 1 )4 ( β + α + 1 )2 ζopt

[ ]β 3 + 3β 2 + β ( 2α + 3 )+( α + 1 )2 3
( 1 + α - β 2 )

 ，

Δ 4 = 32β 3 ( β + 1 )4[ β 6 + 4β 5 + 7β 4 +( 4α + 8 ) β 3 +( 6α2 +
          ]12α + 7 ) β 2 + 4 ( α + 1 )3 β +( α + 1 )4 ( β + α + 1 )2 ζ 2

opt /

          {[ β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 ] 5
( 1 + α - β 2 )} ，

Δ 5 = 128β 6 ( β + 1 )9 ( α + β + 1 )5 ζ 2
opt

[ ]β 3 + 3β 2 +( 2α + 3 ) β +( α + 1 )2 15/2
-β 2 + α + 1

 。

由于 0 < β < 1，α ∈ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )及 ζopt > 0，从而得到 Δ 0 > 0，Δ 1 > 0，Δ 2 > 0，Δ 3 > 0，Δ 4 >
0 及 Δ 5 > 0。根据 r6 > 0 和 Δ 5 > 0，可以得到 Δ6 > 0。根据 Hurwitz稳定判据，此系统稳定。

必要性：假设 α ∉ (-1 - β + β ( β + 1 )， 0 )。由于负刚度比 α < 0，所以 α ≤ -1 - β + β ( β + 1 )。
根据充分性的证明，可以得到 r6 ≤ 0 和 Δ 6 ≤ 0。这与系统稳定的 Hurwitz 判据矛盾。所以，根据反证法，必要

性得证。
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