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非平稳地震激励下惯容耗能结构动力响应解析法
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摘要 : 针对惯容减震系统在非平稳地震激励下动力响应研究不足的问题，提出设有混联Ⅰ型惯容减震系统的多自

由度耗能结构动力响应时变方差的解析解法。根据惯容减震系统的本构关系、结构的动力方程及非平稳地震激励，

综合利用复模态法和虚拟激励法，将惯容耗能结构解耦为一阶系统，以便获得结构位移、速度、层间剪力等响应量的

统一解。采用二次式分解法将统一解的时变功率谱密度函数转化为惯容耗能结构复模态特征值、模态系数、时变模

态强度系数和含有圆频率平方项的二次式乘积的线性组合。在此基础上，利用非平稳模态谱矩在无限积分区间有

解析解的特征，推导出非平稳地震激励下耗能结构响应时变方差的解析解。通过采用突加型白噪声激励对结构动

力响应进行分析，验证了所提动力响应功率谱和时变方差的正确性。同时，基于突加型 Kanai⁃Tajimi模型的框架结

构动力响应研究，分析了惯容系统参数对减震效果的影响。所提方法可适用于线性结构在其他非平稳调制函数的

地震动下的响应分析。
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引　言

惯容器作为实用有效的被动控制装置，在结构

中可采用与传统消能装置相同的安装方式。在外部

激励作用下，惯容器通过两端点之间的加速度差值

产 生 作 用 力 ，从 而 降 低 结 构 的 动 力 响 应［1⁃3］。

IKAGO 等［4］提出了调谐黏性质量阻尼器（Tuned 
Viscous Mass Damper，TVMD），并验证了单自由度

结构中 TVMD 在谐波地震激励下抗震的有效性。

LAZAR 等［5］将惯容⁃弹簧⁃阻尼 3 个元件相互连接构

成调谐惯容阻尼器（Tuned Inerter Damper，TID），

经研究表明 TID 在地震激励作用下能够达到极好

的减震效果。LI 等［6］探索了调谐黏性质量阻尼器

（TVMD）、调谐惯容阻尼器（TID）和调谐质量阻尼

器（Tuned Mass Damper，TMD）3 种控制系统在白

噪声激励下对结构响应的影响，同时基于不同控制

目 标 对 3 种 控 制 系 统 进 行 了 优 化 设 计 。 DE 
DOMENICO 等［7］以双过滤白噪声激励作为地震加

速度，研究了基础隔震结构中调谐惯容质量阻尼器

（Tuned Mass Damper Inerter，TMDI）的抗震性能，

研究表明 TMDI 的抗震效果比 TMD 更好，同时能

够避免长周期地震作用下可能发生的共振行为。为

进一步加强惯容器的振动控制效果，国内外学者将

惯容元件、耗能元件和弹簧元件连接协同工作构成

惯容减震系统，其中经典的惯容减震系统有：串联型

惯容减震系统［8］、混联Ⅰ型惯容减震系统（SPIS⁃Ⅰ）［9］

和混联Ⅱ型惯容减震系统（SPIS⁃Ⅱ）［10］。文献［11⁃
12］对 3 种惯容减震系统在平稳随机地震激励作用

下的耗能增效现象进行了研究，阐明了耗能增效理

论并推导了与之相关的解析表达式。为促进惯容减

震系统在工程中的应用，文献［13⁃14］对其振动控制

性能和参数设计［15］也进行了研究，研究结果表明，惯

容减震系统可以显著降低结构的动力响应，在结构

的振动控制中具有良好的应用前景。

上述研究基于平稳地震激励（如白噪声激励、

Kanai⁃Tajimi 激励、双过滤白噪声激励等），虽简化

了分析过程，但平稳地震激励与实际地震过程存在

一定差异。实际地震过程具有明显的非平稳特性，

故拟合地震的随机模型应呈非平稳状态。目前已经

提 出 了 多 种 拟 合 非 平 稳 随 机 过 程 的 功 率 谱 模

型［16⁃18］，其中，PRIESTLEY［18］提出的演变功率谱模

型，用“频率”和“能量”的概念解释了演变随机过程

的时变均方能量分布，该模型在地震工程的动力响

应分析中尤为重要。演变功率谱模型可分为均匀调

制非平稳［19⁃21］和完全非平稳［22］两类。其中，均匀调

制非平稳的谱密度函数等于与时间 t 相关的调制函

数和与圆频率 ω 相关的平稳地震激励谱密度函数的
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乘积。现有的调制函数主要包括阶跃型调制函

数［21］、余弦型调制函数［21⁃23］、Shinozuka⁃Sato 调制函

数［22⁃23］及 Iyengar型调制函数［23］等。时域法和频域法

是求解非平稳随机结构动力响应的主要方法。方同

等［20，22］利用复模态法和杜哈梅积分，求解了响应及

激励的协方差，分析了结构基于非平稳激励的动力

响应。由于现存的地震激励模型以功率谱形式存

在，采用时域法分析结构随机响应时，需对地震激励

的功率谱密度函数进行转换，增加了计算量。文献

［24⁃26］从频域角度提出虚拟激励法，通过构造虚拟

激励，将求解非平稳响应功率谱密度函数的问题转

化为确定性外荷载作用下的瞬态响应分析，简化了

计算过程。响应的功率谱密度函数和时变方差是非

平稳随机响应分析的重要参数。虚拟激励法计算响

应时变方差是在已知响应功率谱的前提下，对其在

整个频率范围内进行积分，为获得准确的结果需取

较大的积分上限值和非常小的积分步长，导致计算

效率较低。葛新广等［27］在研究平稳地震过程中提出

功率谱二次式分解法，该方法能避开平稳激励下响

应谱矩和方差的复杂计算，但并未研究非平稳激励

下耗能结构的动力特性。

本文为研究设有惯容减震系统的耗能结构在非

平稳地震作用下的动力特性，同时为提高时变方差

的计算效率和计算精度，以设有混联Ⅰ型惯容减震

系统的耗能结构为例，对均匀调制非平稳随机地震

激励下的结构响应做完整的推导，并获得功率谱及

时变方差的解析解。应用多自由度数值算例及框架

结构算例，证明了本文所求动力响应解析解的有效

性，对参数及减震效果也进行了分析。

1　动力方程

惯容减震系统［8⁃9］（简称惯容系统）由阻尼、弹

簧、惯容 3 种力学元件连接组成，将其设置于多自由

度结构中构成惯容耗能结构，该结构在地震加速度

ẍg 作用下的动力方程为：

Mẍ+ Cẋ+ Kx+ I1F s = -MΙẍg （1）
式中　M，K及 C分别表示结构的质量矩阵、抗侧刚

度矩阵及阻尼矩阵；M= diag [mi ]，其中 mi 为结构

第 i 层 的 质 量 ( i = 1，2，…，n )； K n × n =
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，其中 Kn 为结构第

n 层抗侧刚度；C依据 Rayleigh 阻尼模型计算，C=
aM+ bK，其中 a，b 为 Rayleigh 系数；x，ẋ及 ẍ分别

表示结构的位移向量、速度向量及加速度向量；I1，

F s 及 Ι分别表示惯容系统的影响向量、惯容力向量

及常数向量。

混联Ⅰ型惯容系统设置于结构第 i 层的构造简

图如图 1 所示。

式（1）中的惯容力为：

F s，1 = kd1 x͂ 1，1 + cd1 ẋ͂ 1，1 = m d1 ẍ͂ 1，2，  x͂1，1 + x͂1，2 = x1

（2）
F s，i = kdi x͂ i，1 + cdi ẋ͂ i，1 = m di ẍ͂ i，2，  x͂ i，1 + x͂ i，2 =

xi - xi - 1 （3）
式中　F s，1 和 F s，i 分别为首层和第 i 层的惯容力；x͂ i，1

和 x͂ i，2 分别为惯容系统中弹簧元件和惯容元件两端

的相对位移，二者之和等于结构的层间位移。kdi，cdi

及 m di 分别表示结构第 i 层惯容系统的刚度系数、阻

尼系数及惯容系数。

将式（2）和（3）用矩阵形式表示为：

F s = K d x͂ 1 + C d ẋ͂ 1 =M d ẍ͂ 2 （4）
x͂ 1 + x͂ 2 = I T

1 x （5）
式中　C d，K d 及M d 分别表示惯容系统的阻尼系数

矩阵、刚度系数矩阵及惯容系数矩阵；x͂ 1 为弹簧元件

的位移向量，x͂ 1 = [ x͂ 1，1  ...  x͂ i，1  ...  x͂n，1 ] T
；x͂ 2 为惯容

元件的位移向量，x͂ 2 =[ x͂ 1，2  ...  x͂ i，2  ...   x͂n，2 ] T
。

根据式（4）和（5），惯容系统的各参数矩阵与结

构加速度矩阵 ẍ之间的关系为：

M d ẍ͂ 1 + K d x͂ 1 + C d ẋ͂ 1 =M d I T
1 ẍ （6）

将式（6）代入式（1），动力方程为：

Mẍ+ Cẋ+ Kx+ I1 ( K d x͂ 1 + C d ẋ͂ 1 )= -MΙẍg （7）

2　非平稳结构响应统一解

2. 1　复模态分析

混联Ⅰ型惯容减震系统被设置于多自由度结构

中，构成非对称、非经典阻尼系统，需运用复模态

法［20，22，28］对式（7）解耦，现引入状态变量 y：

y= [ x ẋ x͂ 1 ẋ͂ 1 ] T
（8）

联立式（6），（7）和  （8），状态方程为：

M 0 ẏ+ K 0 y= αẍg （9）
式中　M 0 和K 0 为 4n×4n 阶矩阵，其值分别为：

图 1 混联Ⅰ型惯容系统第 i层的构造简图

Fig. 1 Schematic layout of SPIS-Ⅰ in the ith storey
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α= [ -MI  o2  o2  o2 ]
T
，M 0，K 0 及 α中包含的 o1 为

n×n 阶零矩阵，o2 为 n×1 阶零矩阵。

式（9）中存在右模态矩阵U、左模态矩阵V及特

征值矩阵 p，三者具有以下关系：

p= -(V TM 0U )-1
V TK 0U （10）

复模态变换：

y= Uz （11）
式中　z为模态变量。

联立式（6），（10）和（11），并在方程两边乘以V T

可得：

ż- pz= ηẍg （12）
式中　η为模态系数矩阵，η= V Tα/(V TM 0U )。

式（12）的分量形式为：

ż k - pk zk = ηk ẍ g；  k = 1，2，⋯，4n （13）
式中　pk 为振动特征值，其值为复数，实部为负。

2. 2　均匀调制非平稳地震激励下的结构响应

工程上具有多种非平稳地震激励，PRIEST⁃
LEY［18］提出的演变功率谱密度模型用“频率”与“能

量”的概念解释了演变随机过程的时变均方能量分

布，其谱密度函数 Φ ẍg ( ω，t )可表示为：

Φ ẍg ( ω，t )= a ( ω，t ) a∗ ( ω，t ) Sẍg ( ω )=

| a ( ω，t ) | 2 Sẍg ( ω ) （14）
式中　 Sẍg ( ω ) 为 平 稳 随 机 过 程 的 谱 密 度 函 数 ；

a ( ω，t )为调制函数，a * ( ω，t )为 a ( ω，t )的共轭项。

式（14）中调制函数 a ( t )取单位阶跃函数：

a ( t )=ì
í
î

1，  t ≥ 0
0，  t < 0

（15）

根据虚拟激励法［24⁃26］，ẍg ( ω，t )可表示为：

ẍg ( ω，t )= Φ ẍg ( ω，t ) eiωt （16）
将式（16）代入式（13），求解非齐次线性方程，获

得模态变量 zk：

zk ( ω，t )= ηk Sẍg ( ω ) ∫
0

t

epk ( t - τ ) a ( τ ) eiωτ dτ  （17）

化简式（17）得：

zk ( ω，t )= Ik ( ω，t ) Sẍg ( ω ) （18）
由式（15），（17）及（18）得 Ik ( ω，t )为：

Ik ( ω，t )= ηk∫
0

t

epk ( t - τ ) a ( τ ) eiωτ dτ = ηk
eiωt - epk t

iω - pk
（19）

联立式（8），（9）及（18），获得结构各层相对地面

的位移及速度分别为：

xi ( ω，t )= ∑
k = 1

4n

ui，k zk ( ω，t ) ； i = 1，2，⋯，n （20a）

ẋ i ( ω，t )= ∑
k = 1

4n

un + i，k zk ( ω，t ) ； i = 1，2，⋯，n （20b）

式中　ui，k 表示U第 i行第 k列的元素。

层间位移及层间速度分别为：

Δxi ( ω，t )= ∑
k = 1

4n

(ui，k - ui - 1，k) zk ( ω，t ) ； 

i = 2，3，⋯，n （21a）

Δẋ i ( ω，t )= ∑
k = 1

4n

( un + i，k - un + i - 1，k ) zk ( ω，t ) ； 

i = 2，3，⋯，n （21b）
式中　Δx1 = x1，Δẋ1 = ẋ1，其中 x1 和 ẋ1 分别为结构

第 1 层的层间位移和层间速度。

层间剪力为：

V 1 ( ω，t )= K 1∑
k = 1

4n

u1，k zk ( ω，t ) ；  i = 1 （22a）

V i ( ω，t )= Ki∑
k = 1

4n

(ui，k - ui - 1，k) zk ( ω，t ) ； 

i = 2，3，⋯，n （22b）
层间位移角为：

θ1 ( ω，t )= 1
h1

∑
k = 1

4n

u1，k zk ( ω，t ) ；  i = 1 （23a）

θi ( ω，t )= 1
hi

∑
k = 1

4n

(ui，k - ui - 1，k) zk ( ω，t ) ； 

i = 2，3，⋯，n （23b）
式中　h 表示层高。

由式（20）~（23）可知，在非平稳随机激励下耗

能结构的动力响应（位移、速度、层间位移、层间速

度、层间剪力及层间位移角）表达式相似，可统一表

示为：

X̄ l ( ω，t )= ∑
k = 1

4n

κl，k zk ( ω，t ) ； l = 1，2，⋯，6 （24）

式中　 X̄ l ( ω，t )为响应量；κl，k 为各响应分量对应的

模态系数：κ1，k 为位移模态系数，κ2，k 为速度模态系

数，κ3，k 为层间位移模态系数，κ4，k 为层间速度模态系

数，κ5，k 为层间剪力模态系数，κ6，k 为层间位移角模态

系数。

3　结构动力响应功率谱

由随机振动理论［22］可知，结构动力响应的自功

率谱密度函数为：
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SX̄l X̄ l
( ω，t )= ∑

k = 1

4n

∑
j = 1

4n

κl，k κl，j zk ( ω，t ) z∗
j ( ω，t ) （25）

式中　z∗
j ( ω，t )与 zk ( ω，t )互为共轭。

将式（18）代入式（25）：

SX̄l X̄ l
( ω，t )= ∑

k = 1

4n

∑
j = 1

4n

κl，k κl，j A jk ( ω，t ) Sẍg ( ω ) （26）

其中：

A jk ( ω，t )= Ik ( ω，t ) I ∗
j ( ω，t ) （27）

存在恒等式：

∑
l = 1

N

∑
j = 1

N

dl bj =∑
l = 1

N

dl bl + ∑
l = 1

N - 1

∑
j = l + 1

N

( dl bj + bl dj )   （28）

依据式（28）将式（26）分解为：

SX̄l X̄ l
( ω，t )=

 Sẍg ( ω )×
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

j = 1

4n

κ 2
j A jj ( ω，t )+

ù

û

ú
úú
ú∑

j = 1

4n - 1

∑
k = j + 1

4n

κj κk( )A jk ( ω，t )+ A kj ( ω，t ) （29）

依 据 式（27）和（19）对 参 数 A jj ( ω，t ) 及

A jk ( ω，t )+A kj ( ω，t ) 进行求解，将其转化为包含复

模态特征值和圆频率平方项的二次式，具体过程见

附录 A，结果为：

A jj ( ω，t )= η2
j

a1j ( t )+ a2j ( t ) cos ( ωt )
p2

j + ω2 （30）

A jk ( ω，t )+ A kj ( ω，t )=
2ηj ηk

pk + pj

ì
í
î

ïï
ïï

a5jk

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úω sin ( ωt )

p2
k + ω2 - ω sin ( ωt )

p2
j + ω2 +

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

[ ]a3jk + a4jk cos ( ωt ) ( )pk

p2
k + ω2 + pj

p2
j + ω2 （31）

式中　 a1j ( t )= 1 + e2pj t；a2j ( t )= -2epj t；a3jk = 1 +
e( pk + pj ) t；a4jk = -epk t - epj t；a5jk = epk t - epj t。

参数 a1j ( t )，a2j ( t )，a3jk ( t )，a4jk ( t )，a5jk ( t ) 仅与复

振动特征值 pj 和时间 t有关，与平稳地震激励参数无

关，故将以上参数称之为时变模态强度系数。将时

变模态强度系数、复振动特征值 pj 及模态系数 ηj 等

代入式（29），即可得到动力响应功率谱密度函数的

二次式分解。

4　结构动力响应时变方差

由随机振动理论［22］可知，动力响应时变方差

M X̄l，0 与响应 0 阶谱矩相同，动力响应变化率的时变

方差 M Ẋ̄l，0 与 2 阶谱矩结果一致，耗能结构动力响应

的时变方差表达式为：

M X̄l，0 ( t )=∫
-∞

∞

SX̄X̄ ( ω，t ) dω （32a）

M Ẋ̄l，0 ( t )=∫
-∞

∞

SẊ̄Ẋ̄ ( )ω，t dω （32b）

式中　 M X̄l，0 为动力响应的时变方差（0 阶谱矩）；

M Ẋ̄l，0 为动力响应变化率的时变方差（2 阶谱矩）。

将式（29）代入式（32a）得：

M X̄l，0 = 2∑
j = 1

4n

κ 2
j η2

j ∫
0

∞

Sẍg ( ω ) A jj ( ω，t ) dω +

2 ∑
j = 1

4n - 1

∑
k = j + 1

4n

κj κk∫
0

∞

Sẍg ( ω ) [ ]A jk ( ω，t )+ A kj ( ω，t ) dω

（33）
对式（33）进行简化［29］：

M X̄l，0 = 2∑
j = 1

4n

κ 2
j η2

j ( a1j β1j + a2j β2j )+

4 ∑
j = 1

4n - 1

∑
k = j + 1

4n κj κk ηj ηk

pk + pj
[ a3jk( pj β1j + pk β1k)+

a4jk( pj β2j + pk β2k)+ a5jk( β3k - β3j) ] （34）

其中：

β1j ( t )=∫
0

∞

Sẍg ( ω ) 1
p2

j + ω2 dω （35a）

β2j ( t )=∫
0

∞

Sẍg ( ω ) cos ( ωt )
p2

j + ω2 dω （35b）

β3j ( t )=∫
0

∞

Sẍg ( ω ) ω sin ( ωt )
p2

j + ω2 dω （35c）

由式（35a）~（35c）可知，β1j ( t )，β2j ( t )，β3j ( t ) 与
时间 t、复振动特征值 pj 和平稳随机过程的谱密度函

数 Sẍg ( ω )有关，本文将其称为非平稳模态谱矩。

5　算例验证

5. 1　突加白噪声激励下惯容耗能结构动力分析

某 6 层结构中设有混联Ⅰ型惯容系统，如图 2 所

示。主体结构的质量 m1 = m2 = 4.25×105 kg，3~6
层质量 m3 ~ m6 = 3.00×105 kg；抗侧刚度 k1 = k2 = 
2.58×107 N/m，3~6 层刚度 k3 ~ k6 = 1.45×107 N/
m；阻尼依据 Rayleigh 阻尼计算即 C= aM+ bK，其

中 a= 0.13885，b=0.014298，表示 Rayleigh 阻尼常

数。混联Ⅰ型惯容系统中的参数分别有惯容系数

m d = μd m 1、刚 度 系 数 kd = κd K 1 和 阻 尼 系 数 cd =

2ξd m d kd m d  （m1 和 K1 为结构第一层的质量和刚

度；μd，κd 和 ξd 分别表示惯质比、刚度比和名义阻

尼比）。

假定 μd = 0.04，κd = 0.1927 和 ξd = 0.043 以验

证上述所求响应功率及时变方差的正确性，即混联

Ⅰ型惯容系统的惯容系数  md = 1.7×104 kg，刚度系
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数 kd=4.971×106 N/m，阻 尼 系 数 cd=2.523×
104 N·s/m。均匀调制非平稳地震激励模型的谱密

度函数等于有关时间 t 的调制函数与有关圆频率的

平稳地震激励谱密度函数的乘积，如式（14）所示。

选取调制函数为单位阶跃型，平稳地震激励为白噪

声模型进行分析。白噪声模型是最早模拟地面运动

的随机地震激励，其谱密度函数在整个频域范围内

为常值 S0=1.2×10-4 m2·s−3，能够极大地简化计算

过程，即谱密度函数为：

Sẍg ( ω )= S0 （36）
将式（36）代入式（29），即可得到耗能结构基于

突加型白噪声激励的位移功率谱 Sx ( ω，t )、层间位

移功率谱 SΔx ( ω，t )和速度功率谱 Sẋ ( ω，t )。各响应

功率谱密度函数与结构的自振频率 ω、振动复特征

值 pj、各响应对应的模态系数 κl，k 及参数 A jj ( ω，t )等
有关。为验证本文所求上述响应功率谱的正确性，

将本文方法与传统方法（虚拟激励法）依据式（25）所

得结果进行比较，结构顶层的各响应功率谱如图 3
所示。由图 3 可知，两种方法所求位移、层间位移和

速度的功率谱是关于频率 ω 及时间 t的函数，两种结

果在频率 ω 和时间 t范围内的变化趋势完全相同，在

时间 t > 20 s 后逐渐减小随后趋于稳定，符合突加

型非平稳地震激励的特性，由此表明本文方法所求

响应功率谱正确有效。

如式（34）所示，惯容耗能结构在突加型白噪声

激励下的响应时变方差及速度时变方差与非平稳模

态谱矩 β1，j，β2，j 和 β3，j 密切相关，且 β1，j，β2，j 和 β3，j 在积

分运算时原函数存在，所得结果如下：

β1，j ( t )= S0∫
0

∞ 1
p2

j + ω2 dω = πS0

2pj
（37a）

β2，j ( t )= S0∫
0

∞ cos ( ωt )
p2

j + ω2 dω = πe-pj t

2pj
S0 （37b）

β3，j ( t )=∫
0

∞ ω sin ( ωt )
p2

j + ω2 dω = πe-pj t

2 S0 （37c）

将式（37a）~（37c）代入式（34），即可获得在突

加型白噪声激励下结构动力响应时变方差的解析

解。为验证所求结果的有效性，借助 MATLAB 工

具将本文方法与传统分析方法（虚拟激励法）得到的

结果进行对比。传统方法依据式（32a）~（32b）对响

应时变方差进行求解，即对响应功率谱在频率域 ω
中取（0，∞）进行积分，为保证计算结果的准确性，本

文取积分上限为 500 rad/s，划分区间的积分步长 Δω
依次取 2，1，0.5 和 0.1 rad/s。对比本文方法和传统

方法（4 种不同工况）所求结构顶层的各响应时变方

差的吻合程度，如图 4~9 所示。

由图 4~9 可知，在固定积分上限的情形下，积

分步长的大小影响了传统方法计算结果的准确性和

精度。传统方法在 Δω=2 rad/s 工况下，获得的结

构顶层的位移、层间位移、速度、层间速度、层间剪力

和层间位移角的时变方差准确度不高，且两种方法

图 2 混联Ⅰ型惯容耗能结构简图

Fig. 2 Schematic diagram of the energy-dissipation structure 
with SPIS-Ⅰ

图 3 基于突加型白噪声激励的响应功率谱

Fig. 3 Response power spectrum based on sudden-additive white noise excitation
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存在较大偏差。传统方法在 Δω=1 rad/s工况下，上

述响应时变方差的准确性及计算精度有一定提升，

两种方法之间的偏差相对减小。在 Δω=0.5 rad/s

工况下，传统方法与本文方法结果较为接近，且随时

间 t 的增大偏差逐渐增大，两种结果不完全相同。

在 Δω=0.1 rad/s 工况下，频率域 ω 被 5000 等分，时

间域 t 被 80 等分，传统方法与本文方法结果完全一

致。经分析可知，传统方法所求结果的计算精度与

积分步长 Δω 的取值密切相关，Δω 取值越小，越逼

近本文结果，由此反映了本文方法所求各响应的时

变方差正确、有效且精度较高。由于传统方法及本

文方法都是在响应功率谱的基础上对时变方差进行

求解，且两种方法所得结果最终相同，再次证明了本

文推导的响应功率谱表达式合理。

5. 2　框架结构的动力响应分析

为进一步研究本文方法的实用性，采用与文献

［30］相似的 10 层框架结构进行分析，如图 10 所示。

结构中柱子尺寸为 600 mm×600 mm，梁横截面尺

寸为 300 mm×700 mm，楼板厚 10 mm。结构跨度

6 m，层高为 3 m，梁、板、柱均采用 C30 混凝土，材料

弹性模量 E= 3.0×1010 N/m2，假设楼板为刚性，结

构各层间的抗侧刚度等于各柱的抗侧刚度之和，单

个柱的抗侧刚度为 12EI/h3。结构竖向荷载主要由

结构自重、楼板的铺装自重（1.0 kN/m2）、楼板自重

（2.5 kN/m2）及竖向活荷载（2.0 kN/m2）构成。各节

点质量依据集中质量法进行计算，荷载从属宽度为

图 4 位移时变方差

Fig. 4 Time-varying variance of displacement
图 8 层间剪力时变方差

Fig. 8 Time-varying variance of interlayer shear force

图 9 层间位移角时变方差

Fig. 9 Time-varying variance of interlayer deflection angle

图 5 层间位移时变方差

Fig. 5 Time-varying variance of interlayer displacement

图 6 速度时变方差

Fig. 6 Time-varying variance of velocity

图 7 层间速度时变方差

Fig. 7 Time-varying variance of interlayer velocity
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6.0 m，活荷载系数为 0.5，恒荷载系数为 1.0，阻尼比

为 0.05。将混联Ⅰ型惯容系统设置于多层框架结构

中，各层设置惯容系统的型号相同。现对混联Ⅰ型

惯容耗能框架结构的动力响应进行研究。

为分析框架结构基于均匀调制非平稳函数的动

力特性，取调制函数为阶跃性调制函数，平稳地震激

励选用考虑了基岩土层的过滤作用且具有明确频谱

特性的 Kanai⁃Tajimi 平稳随机激励。依据文献［31］
中提出的 Kanai⁃Tajimi 模型，参数取值分别为 S0= 
5.75 cm2/s4/Hz，ω 2

g = 242.0 s-2，ξg= 0.63988，Kanai⁃
Tajimi模型的谱密度函数为：

Sẍg ( ω )= S0
ω 4

g + 4ξ 2
g ω 2

g ω2

( ω 2
g - ω2 )2 + 4ξ 2

g ω 2
g ω2 （38）

获得突加型 Kanai⁃Tajimi 激励下响应时变方差

的前提是已知响应功率谱，响应功率谱与激励功率

谱之间存在一定关系，2.2 节对调制函数进行了处

理，现对式（38）进行简化，结果如下式所示：

Sẍg ( ω )= S0∑
r = 1

2 cg，r

ω2 + ω 2
g，r

（39）

式中　ω 2
g，1 = -(1 - 2ξ 2

g ) ω 2
g + 2iω 2

g ξg ( )ξ 2
g - 1 ；

ω 2
g，2 = -( )1 - 2ξ 2

g ω 2
g - 2iω 2

g ξg ( )ξ 2
g - 1 ； cg，1 =

ω 4
g - 4ξ 2

g ω 2
g ω 2

g，1

ω 2
g，2 - ω 2

g，1
；cg，2 = ω 4

g - 4ξ 2
g ω 2

g ω 2
g，2

ω 2
g，1 - ω 2

g，2
。

5. 2. 1　响应功率谱正确性分析

响应功率谱可显示耗能结构响应随频率及时间

的振动特性，现对框架结构的动力响应功率谱进行

分析。采用与 5.1 节相同的惯质比、刚度比和阻尼

比验证本节框架结构响应功率谱的正确性。将

式（39）代入式（29），即可获得混联Ⅰ型耗能框架结

构基于突加型 Kanai⁃Tajimi 激励的层间剪力功率谱

SV ( ω，t )、层间位移角功率谱 Sθ ( ω，t )、位移功率谱

Sx ( ω，t )、层间位移功率谱 SΔx ( ω，t ) 及速度功率谱

Sẋ ( ω，t )。图 11 为两种方法所求结构顶层的各响应

功率谱的对比。由图 11 可知，本文方法与传统方法

所 求 Sx ( ω，t )，SΔx ( ω，t )，Sẋ ( ω，t )，SV ( ω，t ) 及

图 11 基于突加型 Kanai-Tajimi激励的响应功率谱

Fig. 11 Response power spectrum based on sudden-additive Kanai-Tajimi excitation

图 10 耗能框架结构

Fig. 10 Energy-dissipation frame structure
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Sθ ( ω，t )同样受时间 t 与频率 ω 的共同影响，且两种

方法所求各响应的功率谱峰值与变化趋势完全一

致，由此反映了所求结果的正确性，同时也表明本文

方法同样适用于突加型 Kanai⁃Tajimi 激励的动力响

应分析。其次，由图 11 可知，响应功率谱 Sx ( ω，t )，
SΔx ( ω，t )，Sẋ ( ω，t )，SV ( ω，t )及 Sθ ( ω，t )在频率 ω = 
3 rad/s 及时间 t = 20 s 左右出现最大值，随后受到

突加型地震激励的影响趋于平稳。

5. 2. 2　响应时变方差分析

在已知响应功率谱的前提下，依据式（35a）~
（35c）求解了基于突加型 Kanai⁃Tajimi 激励的 β1，j，

β2，j 和 β3，j，计算过程见附录 B，结果为：

β1，j ( t )= πS0

2 ∑
r = 1

2 cg，r

ω 2
g，r - p2

j ( )1
pj

- 1
ω g，r

 （40a）

β2，j ( t )= πS0

2 ∑
r = 1

2 cg，r

ω 2
g，r - p2

j ( )e-pj t

p j
- e-ωg，r t

ω g，r
  （40b）

β3，j ( t )= πS0

2 ∑
r = 1

2 cg，r

ω 2
g，r - p2

j
( )e-pj t - e-ωg，r t   （40c）

将式（40a）~（40c）代入式（34），即可获得基于

突加型 Kanai⁃Tajimi 地震激励的响应时变方差解析

解。图 12~17 分别为结构顶层各响应时变方差基

于本文方法与虚拟激励法（取不同积分步长 Δω）的

对比图。由图 12~17 可知，随积分步长 Δω 的减小，

图 15 层间速度时变方差

Fig. 15 Time-varying variance of interlayer velocity

图 17 层间位移角时变方差

Fig. 17 Time-varying variance of interlayer displacement 
angle

图 14 速度时变方差

Fig. 14 Time-varying variance of velocity

图 13 层间位移时变方差

Fig. 13 Time-varying variance of interlayer displacement

图 16 层间剪力时变方差

Fig. 16 Time-varying variance of interlayer shear force
图 12 位移时变方差

Fig. 12 Time-varying variance of displacement
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传统方法（虚拟激励法）所获得的位移、层间位移、速

度、层间速度、层间剪力和层间位移角的时变方差越

逼近本文结果。传统方法在 Δω ≤  0.5 rad/s 工况下

所求结果与本文所求结果完全相同，由此表明了本

文 所 求 各 响 应 时 变 方 差 的 正 确 性 。 此 外 ，借 助

MATLAB 工具，传统方法依据式（32a）~（32b）计算

响应时变方差，在工况 Δω=2 rad/s，Δω=1 rad/s，
Δω=0.5 rad/s和 Δω=0.1 rad/s 下分别耗时 150.23，
287.845，497.137，537.92 s，而本文方法耗时 54.01 
s，由此反映了本文方法在保证计算精度的同时也提

高了计算效率。

5. 2. 3　参数及减震效果分析

上文验证了本文方法所求框架结构在突加型

Kanai⁃Tajimi 激励下的响应方差正确有效，为研究

惯 容 系 统 主 要 参 数 对 减 震 效 果 的 影 响 ，基 于

式（40a）~（40c）及（34），通过改变惯质比 μd、刚度比

κd 及阻尼比 ξd 分析位移方差及速度方差的变化趋

势 。 μd 的 取 值 范 围 为 0.001~0.4，κd 取 值 范 围 为

0.001~0.06，ξd 的取值范围为 0.01~1。

图 18 展示了惯质比、刚度比和阻尼比在 t=20 s
时对结构顶层的位移方差和速度方差的影响。由图

18（a）和（b）可知，阻尼比 ξd = 0.2 时，位移方差和速

度方差随惯质比的增大而逐渐减小，位移方差和速

度方差随刚度比的增大先减小后增大，且在 κd =
0.02 左右出现极小值。由图 18（c）和（d）可知，惯质

比 μd = 0.4 时，位移方差和速度方差随阻尼比的增

大逐渐增大，随刚度比的增大先减小后增大。分析

表明，位移方差和速度方差在其中两个参数的共同

作用下出现极小值，此时减震效果较好。

图 18 改变参数使位移方差和速度方差同时出

现极小值，此时惯质比 μd、刚度比 κd 及阻尼比 ξd 分

别为 0.4，0.023 及 0.2，依据式（40a）~（40c）和（34），

对比该情形下耗能结构与无控结构的响应量（位

移、速度、层间位移和层间剪力）如图 19 所示。由

图 19 可知，在结构中设置混联Ⅰ型惯容系统可使

结构顶层的位移、速度、层间位移及层间剪力显著

减 小 ，各 响 应 最 大值分别减小 26.71%，31.15%，

26.09% 及 31.16%。

图 18 对结构响应方差的影响

Fig. 18 Influence of the parameters on the structural response variance
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6　结　论

本文研究了混联Ⅰ型惯容耗能结构在均匀调制

非平稳随机地震激励作用下的动力响应，为进一步

了解结构的振动特性，推导了结构响应时变功率谱

及时变方差的解析解。基于解析解的表达式，借助

与动力学相关的数值算例及框架结构的算例，验证

了本文结果的正确性，分析了参数对减震效果的影

响。所得结论如下：

（1） 将非平稳地震激励下的响应时变功率谱密

度函数二次式分解转化为由振动特征值，模态系数

及时变模态强度系数等参数构成的线性组合，给定

模态响应系数可得到与之对应的响应时变功率谱，

具有明确的物理意义。

（2） 经本文方法的运算，将求解响应时变方差

的积分问题转化为求解非平稳模态谱矩 βlj 问题。

非平稳模态谱矩 βlj 的积分运算存在原函数，进而可

获得响应时变方差的解析解，简化了计算过程。响

应的时变方差可应用于分析结构在地震激励下的可

靠度、安全性及舒适性。

（3） 通过动力学数值算例与框架结构算例分析

表明，本文与虚拟激励法所求响应时变功率谱完全

一致，验证了本文方法的准确性。本文所求响应时

变方差与虚拟激励法最精确的值相同，且计算效率

较高，即在提高精度的同时也提高了计算效率。

（4） 通过参数对位移时变方差、速度时变方差

和减震效果的影响分析表明，改变惯质比、刚度比及

阻尼比，动力响应方差出现极小值，此时混联Ⅰ型惯

容系统具有良好的减震性能。
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Analytical solution for dynamic response of inertial energy dissipation 
structures under non-stationary seismic excitation

LI Chuang-di1， WANG Rui-bo1， GE Xin-guang2， JIANG Li-fu1

（1.School of Civil Engineering and Architecture， Guangxi University of Science and Technology， Liuzhou 545006， China； 
2.School of Civil Engineering and Architecture， Liuzhou Institute of Technology， Liuzhou 545616， China）

Abstract: Due to the lack of research on the dynamical response of the inerter system based on non-stationary seismic excitation， 
an analytical solution for the time-varying variance of the dynamical response of a multi-degree-of-freedom energy-consuming struc⁃
ture with series-parallel layout Ⅰ inerter system （SPIS-Ⅰ） is proposed. According to the constitutive relationship of the SPIS-Ⅰ， 
the dynamic equations of the energy dissipation structure， and the impulsive non-stationary seismic excitation， we decouple the in⁃
ertial energy dissipation structure into first-order systems using complex modal analysis and the virtual excitation method. It is con⁃
venient to obtain the unified solution of the structural response quantities such as displacement， velocity， inter-story shear force， 
etc. The quadratic decomposition method is used to transform the time-varying power spectral density function of the unified solu⁃
tion into a linear combination of the complex modal eigenvalues of the inertial-capacitated energy-consuming structure， the modal 
coefficients， the time-varying modal strength coefficients， and the quadratic product containing the squared term of the circular fre⁃
quency. On this basis， an analytical solution for the time-varying variance of the response of the energy-consuming structure under 
non-stationary seismic excitation is derived by utilizing the characteristics that the non-stationary modes spectral moments have an 
analytical solution in the infinite integration interval. The accuracy of the proposed dynamic response power spectrum and time-

varying variance is verified by using the sudden white noise excitation to analyze the dynamic response of the structure. At the same 
time， the dynamic response of the frame structure based on the sudden Kanai-Tajimi model is studied， and the influence of the pa⁃
rameters of the inertial system on the damping effect is analyzed. The proposed method can be applied to analyze the seismic re⁃
sponse of linear structures under other non-stationary modulation functions.
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附录 A　时变模态强度系数及 A kj ( ω，t )和 A jj ( ω，t )的推导

依据式（27）及（19）推导 A kj ( ω，t )和 A jj ( ω，t )，其中 A jj ( ω，t )的表达式为：

A jj ( ω，t )= [1 - epj t + iωt - epj t - iωt + e2pj t ] η2
j

p2
j + ω2  （A1）

欧拉公式：

e-iωt = cos ( ωt )- i sin ( ωt )，    eiωt = cos ( ωt )+ i sin ( ωt ) （A2）
运用欧拉公式可将式（A1）简化为：

A jj ( ω，t )= η2
j

a1j ( t )+ a2j ( t ) cos ( ωt )
p2

j + ω2  （A3）

同理 A kj ( ω，t )为：

A kj ( ω，t )= ηk ηj[1 - epk t + iωt - epj t - iωt + e( pk + pj ) t ] ⋅ 1
iω - pj

1
-iω - pk

=

- ηk ηj

pk + pj

1
p2

j + ω2 ⋅[ ]1 - e( pj - iω ) t - e( pk + iω ) t + e( pk + pj ) t ( )-pj - iω -

ηj ηk

pk + pj

1
p2

k + ω2 [ 1 - e( pj - iω ) t - e( pk + iω ) t + e( pk + pj ) t ] ( )-pk + iω （A4）

A jk ( ω，t )与 A kj ( ω，t )推导过程相同，故运用欧拉公式推导 A jk ( ω，t )+ A kj ( ω，t )：

A jk ( ω，t )+ A kj ( ω，t )= - ηj ηk

pk + pj

1
p2
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附录 B　基于 Kanai⁃Tajimi模型的非平稳模态谱矩

将式（39）代入式（35）中，β1，j ( t )，β2，j ( t )和 β3，j ( t )的推导过程如下：

β1，j ( t )= S0∑
r = 1

2 ∫
0
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ω2 + ω 2
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 （B1）

β2，j ( t )= S0∑
r = 1

2 ∫
0

∞ cg，r

ω2 + ω 2
g，r

cos ( ωt )
p2

j + ω2 dω = S0∑
r = 1

2 cg，r

ω 2
g，r - p2

j
∫

0

∞ é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úcos ( ωt )

p2
j + ω2 - cos ( ωt )

ω2 + ω 2
g，r

dω =

πS0

2 ∑
r = 1

2 cg，r

ω 2
g，r - p2

j ( )e-pj t

p j
- e-ωg，r t

ω g，r
 （B2）
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